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1 Ââåäåíèå

Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû (ÝÀ), òàêèå êàê ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ýâîëþöèîííûå
ñòðàòåãèè è àëãîðèòìû ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå
ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè [5, 13, 14, 17, 18]. Õàðàêòåðíîé îñîáåííî-
ñòüþ ýòèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ èìèòàöèÿ ïðîöåññà ýâîëþöèè áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè,
ãäå îñîáè ñîîòâåòñòâóþò ïðîáíûì òî÷êàì â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé çàäà÷è, à ïðèñïî-
ñîáëåííîñòü îñîáåé ê óñëîâèÿì îêðóæàþùåé ñðåäû ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì öåëåâîé
ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ. Ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà â ÝÀ ýâðèñòè÷åñêè íàïðàâëÿåòñÿ
çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè â ïðîñìîòðåííûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Íîâûå
ðåøåíèÿ-ïîòîìêè ñòðîÿòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëó÷àéíûõ îïåðàòîðîâ, ìîäèôèöèðóþùèõ ïî-
ëó÷åííûå ðàíåå ïðîáíûå òî÷êè.

Òåîðåòè÷åñêè ÝÀ äî ñèõ ïîð èçó÷åíû íåäîñòàòî÷íî, íåñìîòðÿ íà àêòèâíûå èññëåäîâà-
íèÿ. Îáçîðû ëèòåðàòóðû ïî òåîðèè ÝÀ ìîãóò áûòü íàéäåíû â [6, 19, 21]. Îñîáûé èíòåðåñ
ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäñòàâëÿåò ñðàâíåíèå ÝÀ ñ êëàññè÷åñêèìè ìå-
òîäàìè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Â ïîñëåäíèå ãîäû íîâûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè
àíàëèçå ÝÀ äëÿ òàêèõ áàçîâûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè êàê çàäà÷à îá îñòîâíîì
äåðåâå ìèíèìàëüíîãî âåñà [16], çàäà÷à î íàèáîëüøåì ïàðîñî÷åòàíèè [10] è çàäà÷à î ìè-
íèìàëüíîì ðàçðåçå â ãðàôå [15]. Èçâåñòíû ïîëèíîìèàëüíûå â ñðåäíåì ÝÀ äëÿ ïîèñêà
ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé NP-òðóäíûõ çàäà÷, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è î ïîêðûòèè ìíîæå-
ñòâà [9]. Â [20] ïðåäëîæåíà îáùàÿ ñõåìà ÝÀ ñ ïîëèíîìèàëüíûì â ñðåäíåì âðåìåíåì
ïîèñêà ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ìàòðîèäàõ.
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Äëÿ ðÿäà çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè èçâåñòíû ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû, èìå-
þùèå ñðåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, áëèçêîå ê òðóäîåìêîñòè àëãî-
ðèòìîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ). Â ÷àñòíîñòè, òàêèå àëãîðèòìû ïðåä-
ëîæåíû äëÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè â ãðàôå [22], çàäà÷è êîììèâîÿæåðà [23], çàäà-
÷è îá îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþêçàêå [2] è öåëîãî êëàññà çàäà÷ [8], âêëþ÷àþùåãî çàäà÷è
ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè. Âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñ
èñïîëüçîâàíèåì ÝÀ, àíàëîãè÷íîãî ïðåäëîæåííîìó â [8], ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé
ðàáîòå.

Ïîä ρ-ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ ðåøåíèå, çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè êî-
òîðîãî íå áîëåå ÷åì â ρ ðàç ïðåâûøàåò îïòèìóì, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíè-
ìèçàöèè, èëè íå áîëåå ÷åì â ρ ðàç óñòóïàåò îïòèìóìó, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
ìàêñèìèçàöèè. Àëãîðèòì, íàõîäÿùèé ρ-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, êîãäà çàäà÷à ðàçðåøè-
ìà, áóäåì íàçûâàòü ρ-ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì.

Ñåìåéñòâî (1+ε)-ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ, ïîëèíîìèàëü-
íî çàâèñÿùåé îò äëèíû âõîäà çàäà÷è è îò 1/ε ïðè ëþáîì 0 < ε < 1, íàçûâàåòñÿ âïîëíå
ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìîé. Â [24] Ã. Âîéãåíãåðîì ïðåäëîæåíû óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà çàäà÷, íà îñíîâå óæå èçâåñòíîãî àëãîðèò-
ìà ÄÏ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà. Â ýòîò
êëàññ, íàïðèìåð, âõîäèò çàäà÷à î áóëåâîì îäíîìåðíîì ðþêçàêå è òàêèå çàäà÷è òåîðèè
ðàñïèñàíèé, êàê çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåâçâåøåííîãî âðåìåíè çàâåðøåíèÿ ðàáîò íà
ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ïàðàëëåëüíûõ ìàøèí ðàçíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, çàäà÷à ìèíè-
ìèçàöèè ñðåäíåâçâåøåííîãî îòêëîíåíèÿ îò çàäàííîãî ñðîêà çàâåðøåíèÿ ðàáîò íà îäíîé
ìàøèíå, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîãî ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ äåòàëåé è äð.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ êëàññà çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Ã. Âîéãåíãåðà, íà
îñíîâå ÝÀ [8] ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, ÿâëÿþùååñÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé ðàí-
äîìèçèðîâàííîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìîé. Ïîä âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé ðàíäîìèçèðî-
âàííîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìîé çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñò-
íûõ àëãîðèòìîâ ïðè âñåâîçìîæíûõ 0 < ε < 1 ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ, ïîëèíîìèàëüíî
çàâèñÿùåé îò äëèíû âõîäà çàäà÷è è îò 1/ε, äàþùèõ (1 + ε)-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ
âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 3/4. Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ (1+ε)-ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà óáûâàåò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî, ïîýòîìó âìåñòî 3/4 â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ëþáàÿ êîí-
ñòàíòà èç èíòåðâàëà (0,1).

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èñïîëüçóåìûå ïîäõîäû

Ïóñòü Π � çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, [1]), I îáîçíà÷àåò èñ-
õîäíûå äàííûå åå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, DI � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,
mI : DI → Z+ � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (çäåñü è äàëåå Z+ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë). Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ èíäèâèäóàëüíîé
çàäà÷è I îáîçíà÷èì ÷åðåç OPT (I) = maxy∈DI

mI(y), åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàêñè-
ìèçàöèè, ëèáî OPT (I) = miny∈DI

mI(y) â ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè. Ñäåëàåì äîïîëíè-
òåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû âõîäíûõ äàííûõ Π: âõîä I ñîñòîèò èç n
âåêòîðîâ X1, . . . , Xn ∈ Zα

+ è öåëî÷èñëåííûå êîìïîíåíòû x1k, . . . , xαk êàæäîãî èç âåêòîðîâ



Xk ïðåäñòàâëåíû â äâîè÷íîé êîäèðîâêå. Ðàçìåðíîñòü α ìîæåò çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî
âõîäà çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, äëèíà âõîäà |I| ñîñòàâëÿåò Θ (n + α + log (

∑n
k=1

∑α
i=1 xik)).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Π ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ íåå. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîäõîäîì, ïðåäëîæåí-
íûì Ã. Âîåãèíãåðîì [24].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ çàäà÷è Π ñóùåñòâóåò òî÷íûé àëãîðèòì ÄÏ, ðàáîòà êîòîðîãî
ñîñòîèò èç n ñòàäèé. Íà k-é ñòàäèè ÄÏ, k = 1, . . . , n, îáðàáàòûâàåòñÿ âõîäíîé âåêòîð
Xk è ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Sk (ýòè ñîñòîÿíèÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ñîîòâåò-
ñòâóþò ÷àñòè÷íûì ðåøåíèÿì çàäà÷è Π). Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Sk � âåêòîð âè-
äà S = (s1, . . . , sβ) ∈ Zβ

+. Ðàçìåðíîñòü β ôèêñèðîâàíà äëÿ çàäà÷è Π è íå çàâèñèò îò
èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I.

Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî F îòîáðàæåíèé ïåðåõîäà îò ñîñòîÿíèé òåêóùåé ñòàäèè k−
1 ê ñîñòîÿíèÿì ñëåäóþùåé ñòàäèè k, èìåþùèõ âèä F : Zα

+ × Zβ
+ → Zβ

+, à êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî H ñîñòîèò èç âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ âèäà H : Zα

+ × Zβ
+ → Q. Çäåñü

Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïåðâûé àðãóìåíò óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé äàëåå
áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé k-ûé âåêòîð èñõîäíûõ äàííûõ Xk, à âòîðîé àðãóìåíò � âåêòîð
ñîñòîÿíèÿ èç óæå ïîñòðîåííîé ñòàäèè Sk−1. Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ F ∈ F èìååòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó îòîáðàæåíèå HF ∈ H.

Íà ýòàïå èíèöèàëèçàöèè ÄÏ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé S0 ôîðìèðóåòñÿ êàê íåêîòîðîå
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Zβ

+. Íà ñòàäèè k, k = 1, . . . , n ïðîñòðàíñòâî ñîñòî-
ÿíèé Sk âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ìíîæåñòâà Sk−1:

Sk = {F (Xk, S) : F ∈ F , S ∈ Sk−1, HF (Xk, S) ≤ 0}. (1)

Îòîáðàæåíèÿ èç H ñëóæàò äëÿ îòáðàñûâàíèÿ íåêîòîðûõ íåïåðñïåêòèâíûõ ñîñòîÿíèé
(êàê ïðàâèëî, îíè âûðàæàþò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è Π).

Íàçîâåì äîïóñòèìîé òðàåêòîðèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé S0, . . . , Sn, äëÿ êî-
òîðîé ïðè êàæäîì k = 1, . . . , n âûïîëíÿåòñÿ Sk ∈ Sk, Sk = Fk(Xk, Sk−1), Fk ∈ F
è HFk

(Xk, Sk−1) ≤ 0. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñÿêàÿ äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ
S1, . . . , Sn ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è Π, ò.å. (S1, . . . , Sn) ∈ DI ,
à çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ïðè ýòîì ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî íà ýëåìåíòàõ ïîñëåäíåãî
ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Sn ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè G : Zβ

+ → Z+ ò.å. mI(S1, . . . , Sn) = G(Sn).
Ñäåëàííîå ðàíåå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ÄÏ äîñòàâëÿåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Π

ìîæíî âûðàçèòü ôîðìàëüíî:

OPT (I) = min{G(S) : S ∈ Sn}, (2)

åñëè Π � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, ëèáî

OPT (I) = max{G(S) : S ∈ Sn}, (3)

åñëè ýòî çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè.

2.1 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëü-

íîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû

Ïðè ïîñòðîåíèè âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñõåì äëÿ ¾ïðîðåæèâàíèÿ¿
ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé íà êàæäîé ñòàäèè ÄÏ ìîãóò èñêëþ÷àòüñÿ íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ,



áëèçêèå ê óæå ïîñòðîåííûì. Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ãäå èñïîëüçîâàëñÿ äàííûé ïîäõîä,
ÿâëÿåòñÿ [12]. Äðóãèå ïðèìåðû åãî èñïîëüçîâàíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû â [3, 7, 24].

Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ áëèçîñòè ñîñòîÿíèé, ñëåäóÿ [24], ïðåäïîëîæèì ÷òî çàäàí
âåêòîð ñòåïåíåé D = (d1, . . . , dβ) ∈ Zβ

+, íå çàâèñÿùèé îò èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I.
Ïðè çàäàííîì âåùåñòâåííîì ìàñøòàáèðóþùåì ìíîæèòåëå ∆ > 1 áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
ñîñòîÿíèå S = (s1, . . . , sβ) (D, ∆)-áëèçêî ê ñîñòîÿíèþ S ′ = (s′1, . . . , s

′
β), åñëè

∆−d`s` ≤ s′` ≤ ∆d`s`, ` = 1, . . . , β.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå L0 äëÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ 1 ≤ ` ≤ β, òàêèõ ÷òî d` = 0, è ïóñòü
L1 = {1, . . . , β}\L0.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ÄÏ, êàê ïðàâèëî, ñîêðàùàåòñÿ çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ èç
ðàññìîòðåíèÿ ¾íåïåðñïåêòèâíûõ¿ ñîñòîÿíèé, íàïðèìåð, â òî÷íûõ àëãîðèòìàõ ÄÏ äëÿ
ýòîãî ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï Áåëëìàíà. Àíàëîãè÷íûå ïðèíöèïû èñïîëüçóþò-
ñÿ â àëãîðèòìå ¾êèåâñêèé âåíèê¿ (ñì., íàïðèìåð, [4]). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïîäîáíî [24],
èñêëþ÷åíèå ¾íåïåðñïåêòèâíûõ¿ ñîñòîÿíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì îòíîøåíèÿ ëè-
íåéíîãî ïðåäïîðÿäêà �qua íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé, ñ ó÷åòîì èõ áëèçîñòè. Ïðè òàêîì
¾ïðîðåæèâàíèè¿ íà êàæäîé ñòàäèè k, k = 1, . . . , n, ìîãóò óäàëÿòüñÿ òîëüêî òå èç ñî-
ñòîÿíèé, êîòîðûå óñòóïàþò êàêîìó-ëèáî óæå ïîñòðîåííîìó íà ýòîé ñòàäèè ñîñòîÿíèþ â
ñìûñëå îòíîøåíèÿ �qua è ïðè ýòîì (D, ∆)-áëèçêè ê íåìó.

Äëÿ áîëüøåé îáùíîñòè ðåçóëüòàòà [24] íàðÿäó ñ ëèíåéíûì ïðåäïîðÿäêîì �qua íà
ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê�dom, òàêîé ÷òî�qua ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðûì åãî ïðîäîëæåíèåì, ò.å. èç S �dom S ′, ãäå S, S ′ ∈ Zβ

+, ñëåäóåò S �qua S ′.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S ∈ Zβ äîìèíèðóåòñÿ ñîñòîÿíèåì S ′ ∈ Zβ, åñëè S �dom S ′. Åñëè
S ∈ S ⊆ Zβ òàêîå, ÷òî íè äëÿ êàêîãî S ′ ∈ S íå âûïîëíÿåòñÿ S �dom S ′, òîãäà S áóäåì
íàçûâàòü íåäîìèíèðóåìûì â S.

Ñëåäóþùèå ÷åòûðå óñëîâèÿ [24] îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå âïîëíå ïîëèíîìèàëü-
íîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû. Óñëîâèÿ C1 è C2 ñâÿçûâàþò ñâîéñòâà ôóíêöèé èç F è
H ñ îòíîøåíèÿìè �dom è �qua:

C1. Äëÿ ëþáûõ ∆ > 1, F ∈ F , X ∈ Zα
+, S, S ′ ∈ Zβ

+,
(i) åñëè S (D, ∆)-áëèçêî ê S ′ è S �qua S ′, òî ëèáî F (X, S) �qua F (X, S ′) è F (X, S)

(D, ∆)-áëèçêî ê F (X, S ′), ëèáî F (X,S) �dom F (X, S ′);
(ii) åñëè S �dom S ′, òî F (X, S) �dom F (X, S ′).

C2. Äëÿ ëþáûõ ∆ > 1, H ∈ H, X ∈ Zα
+, S, S ′ ∈ Zβ

+,
(i) åñëè S (D, ∆)-áëèçêî ê S ′ è S �qua S ′, òî H(X,S ′) ≤ H(X, S);
(ii) åñëè S �dom S ′, òî H(X, S ′) ≤ H(X,S).

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ∆ > 1, ïóíêò (i) óñëîâèÿ C2 ñâîäèòñÿ ê òðåáîâà-
íèþ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà H(X, S ′) ≤ H(X, S) äëÿ âñåõ H ∈ H, X ∈ Zα

+ è S, S ′ ∈ Zβ
+,

S �qua S ′, òàêèõ ÷òî s` = s′` äëÿ âñåõ ` ∈ L0.

Äàëåå, óñëîâèå C3 ñâÿçûâàåò ñâîéñòâà ôóíêöèè G ñ îòíîøåíèÿìè äîìèíèðîâàíèÿ è
áëèçîñòè ñîñòîÿíèé íà ïîñëåäíåì ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé Sn:



C3.

(i) Ñóùåñòâóåò g ∈ Z+, çàâèñÿùåå òîëüêî îò ôóíêöèè G è âåêòîðà D, òàêîå ÷òî
äëÿ ëþáûõ ∆ > 1 è S, S ′ ∈ Zβ

+, åñëè S (D, ∆)-áëèçêî ê S ′ è S �qua S ′, òî â ñëó÷àå
ìèíèìèçàöèîííîé çàäà÷è, G(S ′) ≤ ∆gG(S), à â ñëó÷àå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè, ∆−gG(S) ≤
G(S ′).

(ii) Äëÿ ëþáûõ S, S ′ ∈ Zβ
+, åñëè S �dom S ′, òî â ñëó÷àå ìèíèìèçàöèîííîé çàäà÷è,

G(S ′) ≤ G(S), à â ñëó÷àå ìàêñèìèçàöèîííîé çàäà÷è, G(S ′) ≥ G(S).

Íàêîíåö, ïîñëåäíåå óñëîâèå C4 îáåñïå÷èâàåò ïîëèíîìèàëüíóþ âû÷èñëèìîñòü ôóíê-
öèé è ïîëèíîìèàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ:

C4.

(i) Ôóíêöèè F ∈ F , H ∈ H è G, à òàêæå îòíîøåíèå �qua âû÷èñëèìû çà ïîëèíîìè-
àëüíîå îòíîñèòåëüíî äëèíû âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è âðåìÿ.

(ii) Ìîùíîñòü |F| îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäíûõ äàííûõ.
(iii) S0 âû÷èñëèìî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îòíîñèòåëüíî äëèíû âõîäíûõ äàííûõ.
(iv) Ñóùåñòâóåò ïîëèíîì π1(n, log2 |I|), òàêîé ÷òî êîìïîíåíòû ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâ

Sk, k = 1, . . . , n ñóòü öåëûå ÷èñëà, íå ïðåâûøàþùèå eπ1(n,log2 |I|). Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ
` ∈ L0 ìîùíîñòü ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü òàêàÿ êîîðäèíàòà
|{s` : (s1, . . . , s`, . . . , sβ) ∈ Sk}| îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì π2(n, log2 |I|).

Ïóñòü çàäà÷à Π ðàçðåøèìà àëãîðèòìîì ÄÏ ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (1), âûïîëíåíî
óñëîâèå (2) èëè (3) è ñóùåñòâóþò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê �dom, ëèíåéíûé ïðåäïîðÿäîê �qua

è âåêòîð ñòåïåíåé D, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì C1-C4. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Π
ÿâëÿåòñÿ DPB-çàäà÷åé (îò àíãëèéñêîãî òåðìèíà DP-benevolent problem [24]).

2.2 Âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà

Ïóñòü L � äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ âåëè÷èíà, âûáðàííàÿ äëÿ äàííîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà-
÷è I è ïîãðåøíîñòè ε (âûáîð âåëè÷èíû L áóäåò îáñóæäàòüñÿ äàëåå). Ðàññìîòðèì àë-
ãîðèòì ÄÏ∆, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ÄÏ ñ ¾ïðîðåæèâàíèåì¿ ìíîæåñòâà
ñîñòîÿíèé íà êàæäîé ñòàäèè. Ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ðàçáèåíèåì
ìíîæåñòâà B(L, ∆) = Zβ

+ ∩ [0, ∆L]β íà ïàðàëëåëåïèïåäû ñëåäóþùåãî âèäà: ïóñòü ïà-
ðàëëåëåïèïåä B(i1,...,iβ) ñ èíäåêñîì (i1, . . . , iβ) ∈ Zβ

+ ñîäåðæèò âñå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè
S = (s1, . . . , sβ), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

s` ∈


{0} åñëè i` = 0;
[∆i`−1, ∆i` − 1] åñëè 0 < i` < L;
[∆i`−1, ∆i` ] åñëè i` = L

(4)

äëÿ ` òàêèõ, ÷òî ` ∈ L1, è
s` = i` (5)

ïðè ` ∈ L0.



Àëãîðèòì ÄÏ∆

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü T0 := S0.
2. Äëÿ k îò 1 äî n âûïîëíÿòü:
3. Ïîëîæèòü Tk := ∅.
4. Äëÿ êàæäîãî S ∈ Tk−1 è êàæäîãî F ∈ F âûïîëíÿòü:
5. Åñëè HF (Xk, S) ≤ 0 è â ïàðàëëåëåïèïåäå B(i1,...,iβ), ñîäåðæàùåì F (Xk, S),

íå ñóùåñòâóåò òàêîãî S ′ = (s′1, . . . , s
′
β) ∈ Tk , ÷òî F (Xk, S) �qua S ′, òî

äîáàâèòü F (Xk, S) â Tk è óäàëèòü èç Tk âñå
ñîñòîÿíèÿ S ′′ ∈ B(i1,...,iβ) ∩ Tk, òàêèå ÷òî S ′′ �qua F (Xk, S).

6. Êîíåö öèêëà ïî S è F .
7. Êîíåö öèêëà ïî k.
8. Âûáðàòü min{G(S) : S ∈ Tn} â ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè,

ëèáî max{G(S) : S ∈ Tn} â ñëó÷àå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè.

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ â ïðèâåäåííîì àëãîðèòìå íå îïèñûâàåòñÿ ïðîöåäóðà îáðàò-
íîãî õîäà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè ïî âûáðàííîìó íà øàãå 8 ýëåìåíòó
S ∈ Tn. Îòñóòñòâóåò è äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, ñîõðàíÿåìàÿ ïðè êàæäîì ïåðåõîäå
äëÿ ýòîé ïðîöåäóðû. Ïðè íåîáõîäèìîñòè àëãîðèòì ìîæåò áûòü äîïîëíåí ýòèìè ýëåìåí-
òàìè ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.

Êàê ïîêàçàíî â [24], äëÿ ïîëó÷åíèÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõå-
ìû â ÄÏ∆ äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

∆ = 1 +
ε

2gn
, (6)

L =

⌈
π1(n, log2 |I|)

ln ∆

⌉
. (7)

Ïðè ýòîì L ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíà îò äëèíû âõîäà è îò 1/ε (ñì. ëåììó 2 â ïðèëî-
æåíèè). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò [24] ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü Π � DPB-çàäà÷à. Òîãäà ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ ÄÏ∆ ñ âûáîðîì ïà-
ðàìåòðîâ ∆ è L ñîãëàñíî (6) è (7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âïîëíå ïîëèíîìèàëüíóþ àïïðîê-
ñèìàöèîííóþ ñõåìó.

3 Ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì

Ïðåäëàãàåìûé çäåñü ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì EA∆ àíàëîãè÷åí ýâîëþöèîííîìó àëãîðèò-
ìó [8] ñ îñíîâíûì îòëè÷èåì â ïðàâèëå äîáàâëåíèÿ îñîáåé â ïîïóëÿöèþ. Â êà÷åñòâå îñî-
áåé ðàññìàòðèâàþòñÿ ïàðû âèäà a = (k, S), ñîñòàâëåííûå èç íîìåðà ñòàäèè k è ýëåìåíòà
ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé S ∈ B(L, ∆). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ îñîáåé ïîïó-
ëÿöèè ÷åðåç A, A ⊆ {0, . . . , n} × B(L, ∆). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âñå îñîáè ïîïóëÿöèè áûëè
ðàçëè÷íû. Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïîïóëÿöèé â òàêîì ñëó÷àå åñòü 2A.

Îïèøåì EA∆ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Π ÿâëÿåòñÿ DPB-çàäà÷åé. Àëãîðèòì íà÷èíàåò
ðàáîòó ñ èñõîäíîé ïîïóëÿöèè P0 = {0} × S0, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ïî-
ëèíîìèàëüíàÿ ïðîöåäóðà, ñóùåñòâóþùàÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ C4 (iii). Â õîäå ðàáîòû EA∆



ïîðîæäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïóëÿöèé Pt ⊆ {t} × B(L, ∆), t = 1, 2, . . . , τ . Çíà÷å-
íèå τ äëÿ êðèòåðèÿ îñòàíîâêè áóäåò âûáðàíî ïîçäíåå.

Äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ îñîáåé èñïîëüçóþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå îïåðàòîðû ñåëåêöèè
sel : 2A → A è ìóòàöèè mut : A → A. Èç çàäàííîé ïîïóëÿöèè P îïåðàòîð ñåëåê-
öèè sel(P) âûáèðàåò îäíó îñîáü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
âåðîÿòíîñòåé. Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà ìóòàöèè mut(a) ê îñîáè a = (k, S) ïðèìåíÿåòñÿ
ôóíêöèÿ ïåðåõîäà F , ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ èç F ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðî-
ÿòíîñòåé, è ïîëàãàåòñÿ mut((k, S)) = (k + 1, F (Xk+1, S)). Íîâàÿ îñîáü (k + 1, F (Xk+1, S))
äîáàâëÿåòñÿ â ïîïóëÿöèþ, åñëè HF (Xk+1, S) ≤ 0 è åñëè ýòà îñîáü íå óñòóïàåò óæå
èìåþùèìñÿ â ïîïóëÿöèè Pt â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îòíîøåíèÿ �EA. Ïðåäïîðÿäîê �EA

îïðåäåëåí íà îñíîâå ëèíåéíîãî ïðåäïîðÿäêà �qua òàêèì îáðàçîì: (k′, S ′) �EA (k, S)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k′ = k, S ′ �qua S, è ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëåïèïåä B(i1,...,iβ),
òàêîé ÷òî S, S ′ ∈ B(i1,...,iβ). Ñõåìà àëãîðèòìà èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Àëãîðèòì EA∆

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü P0.
2. Äëÿ t îò 1 äî τ âûïîëíÿòü:
3. Ïîëîæèòü Pt := Pt−1.
4. Ïîñòðîèòü a := mut(sel(Pt)). Ïóñòü a = (k, S).
5. Åñëè HF (S) ≤ 0 è íå ñóùåñòâóåò a′ ∈ Pt, òàêîãî ÷òî a �EA a′,
6. òî ïîëîæèòü Pt := (Pt \ {a′ ∈ Pt | a′ �EA a}) ∪ {a}.
7. Êîíåö öèêëà ïî t.
8. Âûáðàòü min{G(S) : (n, S) ∈ Pτ} â ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè,

ëèáî max{G(S) : (n, S) ∈ Pτ} â ñëó÷àå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè.

Èç ñõåìû àëãîðèòìà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . , n} îñîáè âèäà (k, S) â
ëþáîé ïîïóëÿöèè Pt, t = 0, . . . , τ, ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî ñîñòîÿíèÿ S ∈ Sk, ò.ê. ñîñòîÿíèÿ
èç Zβ\Sk íå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ sel è mut çà k èòåðàöèé.

Âîññòàíîâëåíèå äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè ïî âûáðàííîìó S íà øàãå 8 EA∆ íå îïèñû-
âàåòñÿ, íî ïðè íåîáõîäèìîñòè ýòî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, òàêæå
êàê è â àëãîðèòìå ÄÏ∆.

4 Âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ àï-

ïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè, â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Π � çàäà÷à ìèíèìè-
çàöèè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî S ∈ Sk îáîçíà÷èì ÷åðåç θ(k, S) ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ
íîìåðó èòåðàöèè EA∆, íà êîòîðîé âïåðâûå ïîëó÷åíà îñîáü (k, T ), òàêàÿ ÷òî T (D, ∆k)-
áëèçêî ê S è S �qua T . Çàìåòèì, ÷òî ïî ñõåìå EA∆, íà÷èíàÿ ñ èòåðàöèè θ(k, S) â ïîïó-
ëÿöèè âñåãäà ìîæíî íàéòè íåêîòîðóþ îñîáü T , óäîâëåòâîðÿþùóþ äàííîìó óñëîâèþ.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåäîìèíèðóåìîãî S ∈ Sk â ñðåäíåì çà
ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå îò äëèíû âõîäà è îò 1/ε ÷èñëî èòåðàöèé áóäåò ïîëó÷åíà
îñîáü (k, T ), òàêàÿ ÷òî T (D, ∆k)-áëèçêî ê S è S �qua T . Çäåñü è äàëåå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì E[·].



Ëåììà 1 Ïóñòü Π ÿâëÿåòñÿ DPB-çàäà÷åé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k = 0, . . . , n è âñÿ-
êîãî íåäîìèíèðóåìîãî â Sk ñîñòîÿíèÿ S âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî E[θ(k, S)] ≤
nk(Lπ2(n, log2 |I|))β|F|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 0 óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîë-
íÿåòñÿ òðèâèàëüíî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íåäîìèíèðóåìîå ñîñòîÿíèå S â Sk. Ïóñòü
k > 0 è óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ Pk−1.

Îòíîñèòåëüíî àëãîðèòìà ÄÏ â [24] äîêàçàíî (ñì. ëåììó 3 â ïðèëîæåíèè), ÷òî äëÿ S
íàéäåòñÿ íåäîìèíèðóåìîå â Sk−1 ñîñòîÿíèå S# è îòîáðàæåíèå F# ∈ F , òàêèå ÷òî
F#(Xk, S

#) = S, è HF#(Xk, S
#) ≤ 0. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äàåò îöåí-

êó ñâåðõó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷èñëà èòåðàöèé θ(k − 1, S#) äî ïîëó÷åíèÿ
îñîáè (k − 1, T#), òàêîé ÷òî T# (D, ∆k−1)-áëèçêî ê S# è S# �qua T#. Íàçîâåì ìóòàöèþ
ñ ïðèìåíåíèåì F# ê îñîáè (k − 1, T#) óñïåøíîé ìóòàöèåé.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ C2 (i) èìååì:

HF#(Xk, T
#) ≤ HF#(Xk, S

#) ≤ 0,

à ïî ïðåäïîëîæåíèþ C1 (i) ëèáî (à) F#(Xk, T
#) áóäåò (D, ∆k−1)-áëèçêî ê S è S �qua

F#(Xk, T
#), ëèáî (á) S �dom F#(Xk, T

#).
Â ñëó÷àå (à), ïîñëå óñïåøíîé ìóòàöèè, ïîïóëÿöèÿ áóäåò ñîäåðæàòü ýëåìåíò

(k, F#(Xk, T
#)), ëèáî íåêîòîðûé äðóãîé ýëåìåíò (k, T ′), òàêîé ÷òî T ′ ïîïàäàåò â òîò æå

ïàðàëëåëåïèïåä B(i1,...,iβ), ÷òî è F#(Xk, T
#) è êðîìå òîãî T ′ �qua F#(Xk, T

#). Òî åñòü,
ïîñëå óêàçàííîé ìóòàöèè ïîïóëÿöèÿ áóäåò ñîäåðæàòü îñîáü (k, T ), òàêóþ ÷òî T (D, ∆)-
áëèçêî ê F#(Xk, T

#) è F#(Xk, T
#) �qua T . Äàëåå, ò.ê. F#(Xk, T

#) (D, ∆k−1)-áëèçêî ê S,
òî èç îïðåäåëåíèÿ áëèçîñòè ñîñòîÿíèé âûòåêàåò, ÷òî T (D, ∆k)-áëèçêî ê S. Êðîìå òîãî,
S �qua F#(Xk, T

#) �qua T , ñëåäîâàòåëüíî, S �qua T . Òî åñòü, â ñëó÷àå (à) óñïåøíàÿ ìó-
òàöèÿ îáåñïå÷èâàåò ïðèñóòñòâèå èñêîìîãî ïðåäñòàâèòåëÿ äëÿ S â ïîïóëÿöèè íà ñòàäèè k.

Â ñëó÷àå (á), ïîñëå óñïåøíîé ìóòàöèè áóäåò ïîëó÷åí ýëåìåíò (k, S), ò.ê. S � íåäîìè-
íèðóåìîå ñîñòîÿíèå, à F#(Xk, T

#)) �dom S. Â ðåçóëüòàòå, ïîïóëÿöèÿ áóäåò ñîäåðæàòü
ýëåìåíò (k, S), ëèáî íåêîòîðûé äðóãîé ýëåìåíò (k, T ′), òàêîé ÷òî T ′ ïîïàäàåò â òîò
æå ïàðàëëåëåïèïåä Br, ÷òî è S è êðîìå òîãî T ′ �qua S. Òî åñòü, ïîñëå óêàçàííîé
ìóòàöèè ïîïóëÿöèÿ áóäåò ñîäåðæàòü îñîáü (k, T ), òàêóþ ÷òî T (D, ∆)-áëèçêî ê S è
S �qua T . Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì, T òàêæå (D, ∆k)-áëèçêî ê S. Òàêèì îáðàçîì, óñïåøíàÿ ìó-
òàöèÿ îáåñïå÷èâàåò ïðèñóòñòâèå èñêîìîãî ïðåäñòàâèòåëÿ äëÿ S â ïîïóëÿöèè íà ñòàäèè k.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ îöåíèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñ-
ëà èñïûòàíèé θ∗ äî îñóùåñòâëåíèÿ óñïåøíîé ìóòàöèè ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ îñîáè
a# = (k − 1, T#) â òåêóùåé ïîïóëÿöèè Pt. Çàìåòèì, ÷òî ïî ñõåìå àëãîðèòìà âåðîÿòíîñòü
óñïåøíîé ìóòàöèè p∗ = (n · |{(k − 1, S ′) ∈ Pt}| · |F|)−1, ïðè ýòîì

|Pt| =
n∑

k′=1

|{(k′, S ′) ∈ Pt}| ≤
n∑

k′=1

|{(i1, . . . , iβ) : B(i1,...,iβ) ∩ Sk′ 6= ∅}|. (8)

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (8) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k′. Äëÿ êàæäîãî
` ∈ L1 èíäåêñ ïàðàëëåëåïèïåäà i` ìîæåò ïðèíèìàòü íå áîëåå L çíà÷åíèé. Êðîìå òîãî,



ââèäó óñëîâèÿ C4 (iv), äëÿ êàæäîãî `′ ∈ L0 êîîðäèíàòà s`′ â ñîñòîÿíèÿõ èç ìíîæåñòâà Sk′

ìîæåò ïðèíèìàòü íå áîëåå π2(n, log2 |I|) çíà÷åíèé.
Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (8) íå ïðåâûøàåò nL|L1|π2(n, log2 |I|)|L0| ≤

n(Lπ2(n, log2 |I|))β, à çíà÷èò, E[θ∗] = 1/p∗ ≤ n(Lπ2(n, log2 |I|))β|F|. Óòâåðæäåíèå ëåììû
äëÿ ñòàäèè k âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî E[θ(k, S)] = E[θ(k−1, T#)]+E[θ∗]. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ïîëó÷åííàÿ â ëåììå 1 îöåíêà E[θ(k, S)] ñëóæèò îñíîâîé äëÿ âûáîðà êðèòåðèÿ îñòà-
íîâêè àëãîðèòìà EA∆. Ïîëîæèì

τ = 4n2(Lπ2(n, log2 |I|))β|F|. (9)

Òåîðåìà 2 Åñëè çàäà÷à Π ÿâëÿåòñÿ DPB-çàäà÷åé, òî ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ EA∆ ñ
âûáîðîì ïàðàìåòðîâ ∆ è L ñîãëàñíî (6) è (7) è êðèòåðèåì îñòàíîâêè (9) îáðàçóåò
âïîëíå ïîëèíîìèàëüíóþ ðàíäîìèçèðîâàííóþ àïðîêñèìàöèîííóþ ñõåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà â [24].
Ñîãëàñíî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì, OPT (I) = min{G(S) : S ∈ Sn}. Ïîýòî-

ìó, ââèäó óñëîâèÿ C3 (ii), ñóùåñòâóåò íåäîìèíèðóåìîå ñîñòîÿíèå S∗ ∈ Sn, òàêîå ÷òî
OPT (I) = G(S∗). Ïî ëåììå 1, â ñðåäíåì íå áîëåå ÷åì çà n2(Lπ2(n, log2 |I|))β|F| èòå-
ðàöèé â EA∆ âû÷èñëÿåòñÿ ïîïóëÿöèÿ, â êîòîðîé íàéäåòñÿ îñîáü (n, T ∗), òàêàÿ ÷òî T ∗

(D, ∆n)-áëèçêî ê S∗ è S∗ �qua T ∗. Òîãäà ïî óñëîâèþ C3 (i):

G(T ∗) ≤ ∆gnG(S∗) =

(
1 +

ε

2gn

)gn

OPT (I) ≤ (1 + ε)OPT (I).

(Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî ÷òî gn ≥ 1, ïîýòîìó (1 + ε
2gn

)gn, êàê ôóíê-
öèÿ îò ε, íà îòðåçêå ε ∈ [0, 2] âûïóêëà è òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî íà êîíöàõ
îòðåçêà.) Â òàêîì ñëó÷àå àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò èñêîìóþ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïî
öåëåâîé ôóíêöèè è ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû îáðàòíîãî õîäà ïî T ∗ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî
ïîëó÷åíî (1 + ε)-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.

Ïðè âûïîëíåíèè EA∆ ñ êðèòåðèåì îñòàíîâêè (9), ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà,
âåðîÿòíîñòü íå íàéòè (1+ε)-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 1/4, êàê è òðå-
áóåòñÿ â îïðåäåëåíèè âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé ðàíäîìèçèðîâàííîé àïïðîêñèìàöèîííîé
ñõåìû.

Íàêîíåö, ïî óñëîâèþ C4 òðóäîåìêîñòü êàæäîé èòåðàöèè EA∆ ïîëèíîìèàëüíî îãðà-
íè÷åíà îò äëèíû âõîäà è 1/ε, ïîýòîìó äàííîå ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ïîëèíîìèàëüíîé ðàíäîìèçèðîâàííîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìîé. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äëÿ çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè ñõåìà àëãîðèòìà EA∆ è äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îí äàåò
âïîëíå ïîëèíîìèàëüíóþ ðàíäîìèçèðîâàííóþ àïïðîêñèìàöèîííóþ ñõåìó, àíàëîãè÷íû.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä ê èñïîëüçîâàíèþ ñïåöèôèêè çàäà÷è â ýâîëþöèîí-
íûõ àëãîðèòìàõ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ê ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìàì äëÿ



DPB-çàäà÷, íàðÿäó ñî ñõîäèìîñòüþ ê îïòèìóìó ïî÷òè íàâåðíîå (ñì., íàïðèìåð, [21]),
åñòåñòâåííî ïðåäúÿâèòü íîâûå òðåáîâàíèÿ â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòè ýôôåêòèâíîãî ïîëó-
÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Ïðåäëîæåííûé ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì íå îáëàäàåò áîëåå íèçêèìè îöåíêàìè òðó-
äîåìêîñòè â ñðåäíåì ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíêàìè òðóäîåìêîñòè äëÿ èçâåñòíûõ äåòåðìè-
íèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Òåì íå ìåíåå, íà ïðàêòèêå â îïåðàòîðàõ ñåëåêöèè è ìóòàöèè
ìîæåò áûòü ýâðèñòè÷åñêè ó÷òåíà ñïåöèôèêà çàäà÷è, ïîçâîëÿþùàÿ óñêîðèòü ïîëó÷åíèå
ðåøåíèé òðåáóåìîãî êà÷åñòâà. Äëÿ îöåíêè ïåðñïåêòèâíîñòè äàííîãî ïîäõîäà íåîáõîäèìû
äàëüíåéøèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ.

Ïðèëîæåíèå

Äëÿ çàìêíóòîñòè èçëîæåíèÿ ïðèëàãàþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ
èç [24], èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå.

Ëåììà 2 [24] Ïóñòü ∆ = 1 + ε/(2gn), òîãäà âåëè÷èíà L =
⌈

π1(n,log2 |I|)
ln ∆

⌉
ïîëèíîìèàëüíî

îãðàíè÷åíà ñâåðõó îòíîñèòåëüíî äëèíû âõîäà è îò 1/ε, è âñÿêîå ñîñòîÿíèå èç ìíî-
æåñòâà Sk, k = 1, . . . , n, ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ïàðàëëåëåïèïåäîâ B(i1,...,iβ), çàäàííûõ
óñëîâèÿìè (4) è (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ C4 (iv), ñóùåñòâóåò ïîëèíîì π1(n, log2 |I|), òàêîé
÷òî êîìïîíåíòû ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâ Sk, k = 1, . . . , n, ñóòü öåëûå ÷èñëà, íå ïðåâûøàþùèå
eπ1(n,log2 |I|) ≤ ∆L. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ñîñòîÿíèå S ∈ Sk ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ïàðàë-
ëåëåïèïåäîâ B(i1,...,iβ). Çàìåòèì, ÷òî ln ∆ ≥ (∆−1)/∆ (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ïðî-
èçâîäíûå ôóíêöèé ln ∆ è (∆−1)/∆). Ñëåäîâàòåëüíî, 1/ ln ∆ ≤ 1+1/(∆−1) = 1+2gn/ε,
òî åñòü, L =

⌈
π1(n,log2 |I|)

ln∆

⌉
ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíî îò äëèíû âõîäà è îò 1/ε. Ëåììà 2

äîêàçàíà.

Ëåììà 3 [24] Ïóñòü S � íåäîìèíèðóåìîå ñîñòîÿíèå â Sk äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ k ≤ n,
òîãäà äëÿ S íàéäåòñÿ íåäîìèíèðóåìîå â Sk−1 ñîñòîÿíèå S# è îòîáðàæåíèå F# ∈ F ,
òàêèå ÷òî F#(Xk, S

#) = S, è HF#(Xk, S
#) ≤ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ñîñòîÿíèå S ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî Sk, êîãäà F# ∈ F
ïðèìåíÿåòñÿ ê Xk è íåêîòîðîìó ñîñòîÿíèþ èç Sk−1. Ïóñòü H# ∈ H � îòîáðàæåíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå F#. Ðàññìîòðèì íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî S� ⊆ Sk−1,

S� = {S� : S� ∈ Sk−1, H#(Xk, S
�) ≤ 0, F#(Xk, S

�) = S}. (10)

Ïóñòü S# � íåäîìèíèðóåìîå ñîñòîÿíèå â S� (òàêîå ñîñòîÿíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò, ò.ê.
�dom � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê è S� êîíå÷íî). Äîïóñòèì, S# äîìèíèðóåòñÿ â Sk−1 íåêîòîðûì
ñîñòîÿíèåì S ′ ∈ Sk−1\S�. Òîãäà ïî óñëîâèÿì C2 (ii) è (10),

H#(Xk, S
′) ≤ H#(Xk, S

#) ≤ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, F#(Xk, S
′) ïðèíàäëåæèò Sk è äîìèíèðóåò S ñîãëàñíî óñëîâèþ C1 (ii).

Êðîìå òîãî, F#(Xk, S
′) 6= S, ò.ê. S ′ 6∈ S�. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì,

÷òî S � íåäîìèíèðóåìîå ñîñòîÿíèå â Sk. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîãî S ′ íå ñóùåñòâóåò, è S#

� íåäîìèíèðóåìîå ñîñòîÿíèå â Sk−1. Ëåììà 3 äîêàçàíà.
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