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Ч И С Л Е Н Н О Е Р Е Ш Е Н И Е К В А З И Л И Н Е Й Н О Г О С И Н Г У Л Я Р Н О . « 
В О З М У Щ Е Н Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я ВТОРОГО П О Р Я Д К А . . 

Р а с с м а т р и в а е т с я к в а з и л и н е й н о е о б ы к н о в е н н о е с и н г у л я р н о в о з м у 
щ е н н о е у р а в н е н и е второго п о р я д к а с к р а е в ы м и у с л о в и я м и II рода. На н е 
р а в н о м е р н о й сетке с т р о и т с я р а з н о с т н а я с х е м а и о б о с н о в ы в а е т с я ее рав
н о м е р н а я о т н о с и т е л ь н о малого п а р а м е т р а с х о д и м о с т ь . 

Р а с с м о т р и м и с х о д н у ю к р а е в у ю з а д а ч у 

<1а) Тги = -ги"+ а(х)и'+ f(x, и ) = 0 , 

(16) и(0)=А, Веи = хи(1)+г&и'(1)=В. 

П р е д п о л а г а е м , что 

(2а) а е С 4 [ 0 , 1 ] , / е С 4 ( [ 0 , 1 ] X R ) , 

(26) dfJdu^-$, р > 0 , а ( ж ) > а > 0 , е > 0 , 

(2в) а 2 - 4 р е ^ ч > 0 , х ^ 0 , 6 ^ 0 , к + б > 0 . 

В с л у ч а е п е р в о й к р а е в о й з а д а ч и р а з н о с т н ы е с х е м ы д л я н е л и н е й н ы х с и н г у л я р н о 
в о з м у щ е н н ы х у р а в н е н и й строились , н а п р и м е р , в [ 1 ] - [ 6 ] . В [ 1 ] - [ 4 ] п р е д п о л а г а л о с ь 
Sfjdu^O. Однако е с л и з а д а ч а (1) описывает с т а ц и о н а р н ы й о д н о м е р н ы й п р о ц е с с т е п 
л о о б м е н а с у ч е т о м х и м и ч е с к и х р е а к ц и й [ 7 ] , то в о з м о ж е н с л у ч а й df/du<0, что у ч т е 
н о в у с л о в и я х j ( 2 ) . В [ 1 ] и с п о л ь з о в а н м е т о д л и н е а р и з а ц и и Н ь ю т о н а д л я и с х о д н о г о 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о у р а в н е н и я . В [ 2 ] с х е м а , с т р о и т с я н а основе аппарата т о ч н ы х 
р а з н о с т н ы х с х е м , с х о д и м о с т ь с х е м ы о б е с п е ч и в а е т с я на с п е ц и а л ь н о й н е р а в н о м е р н о й 
сетке . В [ 3 ] о б о с н о в ы в а е т с я р а в н о м е р н а я с х о д и м о с т ь с х е м ы н а п р а в л е н н ы х р а з н о с 
т е й на сетке , о б е с п е ч и в а ю щ е й р а в н о м е р н о е и з м е н е н и е р е ш е н и я н а к а ж д о м ее ш а г е . 
В [ 5 ] д л я к в а з и л и н е й н о г о с и н г у л я р н о в о з м у щ е н н о г о у р а в н е н и я п о с т р о е н а с х е м а 
и о б о с н о в а н а ее с х о д и м о с т ь в L i -норме . 

В в е д е м о с н о в н ы е о п р е д е л е н и я . Б у д е м считать, что P^Qm[0, 1 ] , е с л и ф у н к ц и я 
Р о п р е д е л е н а н а [0 , 1] и и м е е т к у с о ч н о - н е п р е р ы в н ы е п р о и з в о д н ы е вплоть д о п о 
р я д к а т, п р и ч е м сама ф у н к ц и я и ее п р о и з в о д н ы е м о г у т иметь р а з р ы в ы только 
I р о д а в з а д а н н о м к о н е ч н о м м н о ж е с т в е точек. П о д С б у д е м п о н и м а т ь п о л о ж и т е л ь 
н ы е п о с т о я н н ы е , н е з а в и с я щ и е от е и шагов сетки. О п р е д е л и м н о р м у ф у н к ц и и : 

| | P | | = m a x * е [ 0 , 1 ] . 
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§ 1. А н а л и з д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й з а д а ч и 

П у с т ь L - л и н е й н ы й д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й о п е р а т о р , 

LP=-&P" + c(x)P' + b(x)P, же (0,1), 

с к р а е в ы м и у с л о в и я м и Р ( 0 ) , RtP. П р е д п о л а г а е м , что 6, c^Q°[0, 1 ] , 8 > 0 , х > 0 , б ^ 0 г 

х + 6 > 0 . У с т а н о в и м п р и з н а к , когда д л я о п е р а т о р а L с п р а в е д л и в п р и н ц и п м а к с и м у м а . 
Л е м м а 1. Пусть существует c p e C 2 [ 0 , 1 ] такое, что 

Ф(ж)>0, . ж е [ 0 , 1 ] , £ ф > 0 , Д е ф > 6 . 

Тогда из условий 

Р^С1[0, 1 ]П(? 2 [0 , 1 ] , Р ( 0 ) ^ 0 , ReP>0, LP(x)>0, *е (0 , 1 ) , 

следует, что Р(х) ^ 0 , х^ [0 , 1 ] . 
У т в е р ж д е н и е л е м м ы легко п о л у ч и т ь , п р е д с т а в и в ф у н к ц и ю Р в в и д е п р о и з в е д е 

н и я : Р=щ. 

Л е м м а 2. Пусть р, Я^СЛ[0, 1 ] Л ( ) 2 [ 0 , 1 ] . Тогда справедлива оценка 

\p(x)-q(x)\<a^-iri^V (2$а-1х)\\ТеР-Тед\\ + 

+ |p(0)-g(0) | е х р (2ра~ 1л:) + | Л е р - Л е б ? | ( х + а б / 2 ) - 1 е х р [ а ( 2 е ) - 1 ( ^ - 1 ) ] • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . О п р е д е л и м л и н е й н ы й о п е р а т о р 

Lz = -zz" + a(x)z'+[f{x, p)-f(x, q)]{p-q)-lz 

с к р а е в ы м и у с л о в и я м и z ( 0 ) , REz. Т о г д а 

Tep-T£q=L(p-q). 

.. О п р е д е л и м 

ф ( ж ) = е х р (2ра _ 1 д:) , г ( я ) = е х р [ а ( 2 8 ) _ 1 ( а ; - 1 ) ] . 

Н е т р у д н о у б е д и т ь с я , что 

£ ф > Р 7 а - 2 ф , Ьг>ч(4ъ)-*г, # е ф > 0 , Я е г = х + а 6 / 2 . 
В с о о т в е т с т в и и с л е м м о й 1, д л я о п е р а т о р а L с п р а в е д л и в п р и н ц и п м а к с и м у м а ^ 

Т е п е р ь д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы с в о д и т с я к п о с т р о е н и ю п о д х о д я щ е й б а р ь е р н о й ф у н к -
ции и и с п о л ь з о в а н и ю п р и н ц и п а м а к с и м у м а . Л е м м а д о к а з а н а . 

О п р е д е л я я р = и, q=0, и з л е м м ы 2 п о л у ч а е м 

(1.1) |и(*) | ̂ p - V 1 ( 2 р а - ^ ) | | / ( ж , 0)11+ \А \ е х р ( З р а " 1 * ) + 

+ | В | ( х + а б / 2 ) " 1 е х р [ а ( 2 е ) - 1 ( ^ - 1 ) ] . 

И з (1.1) с л е д у е т , что о г р а н и ч е н а р а в н о м е р н о п о е, н о м о ж е т экспоненциально^ 
расти с р о с т о м р/ос. 

§ 2. П о с т р о е н и е и о б о с н о в а н и е р а з н о с т н о й с х е м ы 

П у с т ь Q — н е р а в н о м е р н а я сетка и с х о д н о г о и н т е р в а л а : 

Q={xn : xn=xn-i + hn, XQ=0, xN=l), 

A n = K - i , xn], n=l, 2 , . . . , N, h=mdiXhn. 

Д л я п о с т р о е н и я р а з н о с т н о й с х е м ы п е р е й д е м от (1) к у р а в н е н и ю с к у с о ч н о - п о 
с т о я н н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и , д л я которого н е с л о ж н о в я в н о м в и д е в ы п и с а т ь т о ч н у ю 
р а з н о с т н у ю с х е м у . В с л у ч а е л и н е й н о й к р а е в о й з а д а ч и т а к о й п о д х о д п р и м е н я л с я , 
н а п р и м е р , в [ 8 ] . П р и таком п о д х о д е д л я а н а л и з а т о ч н о с т и в о з н и к а ю щ е й р а з н о с т 
н о й с х е м ы д о с т а т о ч н о о ц е н и т ь б л и з о с т ь р е ш е н и й и с х о д н о й и в о з м у щ е н н о й д и ф ф е 
р е н ц и а л ь н ы х з а д а ч . 

Итак, от (1) п е р е й д е м к у р а в н е н и ю с к у с о ч н о - п о с т о я н н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и : 

(2.1) Г 8 У = - е У " + а ( х ) У ' + 7(ж, У)=0, V(fl)=A, # е У = Я , 
г д е п р и яе=Д п 

a(x)=an=a(xn-,i), J(x, V(х)) = / n =/(sn- i , V(xn-i)). 
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Р е ш е н и е у р а в н е н и я (2.1) н а к а ж д о м и н т е р в а л е Д п с у ч е т о м з н а ч е н и й н а к о н ц а х 
и н т е р в а л а м о ж н о выписать так: 

(2.2) V{x)=4iW е х р {anE-ix)+42(n)-fnan-ix, 

г д е к о э ф ф и ц и е н т ы i i ( n ) и ^ 2

{ п ) о п р е д е л я ю т с я из у с л о в и й 

V » - i = V ( * „ - i ) , . Vn

h=V(xn). 

.Исходя из т р е б о в а н и й F ^ C ^ O , 1 ] , в ы п и ш е м с о о т н о ш е н и е 

l i m V'(x) = l i m V (х), п=1, 2 , . . . , 'N-1. 
x-+xN—Q x-^-xn+0 -

V 

П о д с т а в л я я с ю д а в ы р а ж е н и я д л я V (х) из (2.2) д л я и н т е р в а л о в A n , An+i , п р и х о д и м 
к к о н е ч н о - р а з н о с т н ы м с о о т н о ш е н и я м 

<2.3а) AnVjLi-BnVnb+DnVnl^Fn, 

ап <^n+i 
.(2.36) Ап = , Dn = — • , 

l - e x p ( - a n / i n 6 _ 1 ) exp(an+ihn+le A ) - l 

Bn=An+Dn, V0

h=A, 

<2.3в) Fn=fnan-i(-e+Anhn)+fn+ian+i(e-Dnhn+i), n=l, 2 , . . . , N-1, 

{2.3т) xVN

h+aNd[l-exvi-aNhNE-i)]-l(VN

h-VN-l) = 

= 5 + 6 / j v { e a J V - 1 - / i i V [ l - e x p ( - a i v ^ J v e ~ 1 ) 

С о о т н о ш е н и е (2.3г) п о л у ч е н о п р и п о д с т а н о в к е V(x), в ы р а ж е н н о г о согласно (2.2) н а 
интервале Д^, в к р а е в о е у с л о в и е ReV=B. 

Согласно т а к о м у м е т о д у п о с т р о е н и я , с х е м а (2.3) я в л я е т с я т о ч н о й н а ф у н к ц и и 
V(x). О ц е н и м ||в-Л1. . 

Т е о р е м а 1. Пусть и и V — соответственно, решения задач (1) и (2 .1 ) . Най
дется С такое, что \\u—V\\<C е х р (2^>a~i)h: 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала п о к а ж е м , что н а й д е т с я С такое , что 

(2.4) \u'{x)\<C{l+&-iexv[ae-i(x-l)}}. 

С у щ е с т в у е т q такое , что и(1)-и(1-е) =zu'(q). Согласно. ( 1 .1 ) , \и(х)\<С, п о э т о м у 
\u'(q) | < 6 , 8 ~ 1 . И н т е г р и р у я у р а в н е н и е (1) от q д о 1, п о л у ч а е м |и'(1) \<Се~1. Т е п е р ь 
у р а в н е н и е (1) п р е д с т а в и м в в и д е 

ё ( е х р [ 8 _ 1 / ? ( ^ ) ]u')'=f(x, и) е х р [г~1р(х)], . 
где 

1 

р(х)= ^ a(s)ds. 

X 

И н т е г р и р у я п о с л е д н е е у р а в н е н и е от х до 1, п о л у ч а е м 

1 

е и ' ( 1 ) - е e x p t e - 1 / ? ^ ) ] t t ' ( £ ) = u(s))ex^[E~ip(s)]ds. 
X 

С л е д о в а т е л ь н о , 
1 

| и'(х) | < с { 8 - 1 е х р [ - 8 ~ ^ \ х ) ] + е - 4 j е х р - d , } , 

о т к у д а и с л е д у е т т р е б у е м а я о ц е н к а (2 .4 ) . 
Оценим \TsU-TeV\. И м е е м 

(2 .5) Teu^TeV=[a(x)-a(x)]u' + J(x, u)-f(x, и). 
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Я р и х^Ап 

Таблица 1 

8 

h 
1 ю- 1 Ю-2 ю- 3 ю- 4 

0.1 0 . 6 М 0 - 1 0 . 7 7 - 1 0 - 1 0.11 0.12 0.12 
0.02 0 . 1 2 1 0 - 1 , 0 .14 -10" 1 0 . 1 7 - 1 0 - 1 0.23-10-1 0 . 2 3 - Ю - 1 , 
0.01 0 . 6 1 - 1 0 - 2 0 .69 -10~ 2 0 . 7 6 - 1 0 - 2 0.12-Ю-1 0 . 1 2 - 1 0 - * 
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\J(x, u)-f(x, и) | < С J \u'(s)\ds. 

Xn-l 
У ч и т ы в а я о ц е н к у (2 .4 ) , из (2.5) п о л у ч а е м 

(2.6) I f e H - f e V l ^ C M l + . e - ^ e x p [ a ( 2 e ) ~ 1 ( ^ - l ) ]}. 

О п р е д е л и м л и н е й н ы й оператор 

Lz=—zz" + a(x)z'+G(x, и, V)z 

с к р а е в ы м и у с л о в и я м и z ( 0 ) , Rez, где п р и х^Ап 

G(x, U, V) = [f(xn-il Un-l)-f{Xn-U Vn-i)](Un-i-Vn-i)~i, 

un-i = u(xn-i), Vn-i = V(xn-i). 
П р и х е Д „ 

(2.7) L(u-V)=T&u-TeV+G(x, и, V)[u—un-i- {V—Vn-i) ]. 

Н е т р у д н о у б е д и т ь с я , что, как и д л я и ' ( я ) , д л я У (я) с п р а в е д л и в а о ц е н к а ( 2 . 4 ) . У ч и 
т ы в а я ( 2 . 4 ) , ( 2 . 6 ) , и з (2.7) п о л у ч а е м 

(2.8) |1(1г-У) |<С/1{1+8- 1 ехр [ а ( 2 е ) - 1 ( ^ - 1 ) ] } . 

Н е с л о ж н о показать , что 

(2.9) 1ф^Рчсс- 2 ср , 1 ^ ( 4 8 ) - ^ . 

У ч и т ы в а я эти н е р а в е н с т в а , о п р е д е л я е м б а р ь е р н у ю ф у н к ц и ю 

¥ (х) =Ch[ф(х) +r(x) ]± (u-V). 

И с п о л ь з у я ( 2 . 8 ) , ( 2 . 9 ) , п о л у ч а е м , что д л я н е к о т о р о г о С 

LW(x)>0, ж е ( 0 , 1 ) , 4 ^ ( 0 ) ^ 0 , Re^^O. 

Согласно п о с т р о е н и ю , Ч ^ е С 1 [0 , 1 ] Л ( ) 2 [ 0 , 1 ] . И с п о л ь з у я л е м м у 1 и п р и м е н я я п р и н -
ц и п м а к с и м у м а к о п е р а т о р у L, п о л у ч а е м (х) >0. Это д о к а з ы в а е т т е о р е м у . 

Схема (2.3) точна н а ф у н к ц и и V(x), п о э т о м у , в с о о т в е т с т в и и с д о к а з а н н о й т е о р е 
м о й , она с х о д и т с я со скоростью 0(h) р а в н о м е р н о о т н о с и т е л ь н о п а р а м е т р а 8. 

Р а з н о с т н а я Схема (2.3) я в л я е т с я н е л и н е й н о й с и с т е м о й а л г е б р а и ч е с к и х у р а в н е 
ний . М е т о д ы р е ш е н и я т а к и х с и с т е м п р о а н а л и з и р о в а н ы , н а п р и м е р , в [ 9 ] . 

О с т а н о в и м с я н а р е з у л ь т а т а х ч и с л е н н ы х э к с п е р и м е н т о в . Р а с с м о т р и м к р а е в у ю 
з а д а ч у -

(2.10) -&u"+u'-exv(-u)=G(x), и(0)=А, ги'(1)=В, 

г д е А, В, G(x) п о д б и р а л и с ь таким о б р а з о м , ч т о б ы р е ш е н и е з а д а ч и (2.10) и м е л о вид: 

и (х) = е х р - [ (х-1) е - 1 ] +1п ( 1 + х ) . 

Р е ш е н и е с х е м ы (2.3) н а х о д и л о с ь м е т о д о м и т е р а ц и й Пикара . Н а ч а л ь н а я и т е р а ц и я 
V0

h(x)=0 о б е с п е ч и в а л а с х о д и м о с т ь и т е р а ц и о н н о г о п р о ц е с с а . На к а ж д о м ' и т е р а ц и о н 
н о м ш а г е р е ш е н и е н а х о д и л о с ь м е т о д о м прогонки. В табл . 1 д л я с х е м ы (2.3) п р и в е 
д е н а н о р м а п о г р е ш н о с т и (сетка Q р а в н о м е р н а ) 

б (/г, е ) = max \u(x)-Vh(x) \ 
зсей 

X 



Таблица 2 

h 

г 

h 
1 Ю- 1 ю - 2 Ю- 3 Ю- 4 

0.1 0.26 1 0 - 1 0.93 0 .99-10 1 1 0 2 1 0 3 

0.02 0 . 5 5 - Ю - 2 0.19 • 0 .20-10 1 0.20-10 2 0.20-10 3 

0.01 0 . 2 8 - Ю - 2 0 . 9 3 - Ю - 1 0.10-10 1 ОЛО-10 2 ОЛО-10 3 

п р и р а з л и ч н ы х з н а ч е н и я х 8 и h. Р е з у л ь т а т ы э к с п е р и м е н т о в п о д т в е р ж д а ю т , что с х е м а 
(2.3) с х о д и т с я р а в н о м е р н о о т н о с и т е л ь н о 8, точность с х е м ы - п о р я д к а 0(h). В т а б л . 2 
д л я с р а в н е н и я п р и в е д е н ы з н а ч е н и я б (/г, е) д л я с х е м ы н а п р а в л е н н ы х р а з н о с т е й п р и 
р а з л и ч н ы х 8 и h. 
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О Н О В Ы Х К Л А С С А Х Р Е Ш Е Н И Й Н Е Л И Н Е Й Н О Г О О П Е Р А Т О Р Н О Г О 
У Р А В Н Е Н И Я , О П И С Ы В А Ю Щ Е Г О С Т А Ц И О Н А Р Н О Е Т Е Ч Е Н И Е Ф Л О Т И Р У Ю Щ Е Й 

Ж И Д К О С Т И Н А Д Н Е Р О В Н Ы М Д Н О М 

На основе методов т е о р и и в е т в л е н и я р е ш е н и й н е л и н е й н ы х опера
т о р н ы х у р а в н е н и й и с с л е д у е т с я у р а в н е н и е , в о з н и к а ю щ е е в с в я з и с и з у ч е 
н и е м с т а ц и о н а р н о г о т е ч е н и я ф л о т и р у ю щ е й ж и д к о с т и н а д неровным, 
п е р и о д и ч е с к и м е н я ю щ и м с я д н о м . В о к о л о р е з о н а н с н о м с л у ч а е п о л у ч е 
н ы новые р е ш е н и я этого у р а в н е н и я , в ы р а ж а ю щ и е с я ч е р е з н е а н а л и т и 
ческие ф у н к ц и и . 

§ 1. В в е д е н и е 

У р а в н е н и е , о п и с ы в а ю щ е е с т а ц и о н а р н о е , д в у м е р н о е т е ч е н и е ф л о т и р у ю щ е й 
ж и д к о с т и (т. е. ж и д к о с т и с в е с о м о й с в о б о д н о й п о в е р х н о с т ь ю ) н а д н е р о в н ы м , п е 
р и о д и ч е с к и м е н я ю щ и м с я д н о м , б ы л о в ы в е д е н о С. А. Г а б о в ы м в [ 1 ] , где , к р о м е 
того, б ы л и н а й д е н ы н е к о т о р ы е д о с т а т о ч н о о б щ и е к л а с с ы его р е ш е н и й . П р и о б н у л е 
н и и параметра , х а р а к т е р и з у ю щ е г о п е р е п а д г л у б и н ы в п р е д е л а х п е р и о д а , что соот
в е т с т в у е т с л у ч а ю ровного д н а , все эти р е ш е н и я в ы р о ж д а л и с ь в т р и в и а л ь н ы е п р и 
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