
y = x z £ R . Так как R y R = R, то элемент у + J ( R ) обратим в кольце R / J ( R ) . 
О т с ю д а следует, что и y£U(R), а поэтому R x -- R z z R = x R . Ввиду про
извольности элемента х теорема 2 доказана. 

В заключение выражаю благодарность рецензенту за замечания, способ
ствовавшие выявлению и исправлению недостатков работы. 
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А . И. Задорин, В. Н. Игнатьев У Д К 519.62 

Ч И С Л Е Н Н О Е Р Е Ш Е Н И Е С И Н Г У Л Я Р Н О - В О З М У Щ Е Н Н О Й 
ТРЕТЬЕЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

Д Л Я ОБЫКНОВЕННОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Построение разностных схем, обладающих свойством равномерной сходи
мости, является актуальным для численного решения сингулярно-возмущенных 
уравнений. Разностные схемы целесообразно строить на неравномерной сетке, 
если требуется информация о решении в узкой погранслойной области. 

В данной работе дается обобщение разностной схемы из [1] на случай 
неравномерной сетки и краевых условий третьего рода. 

Итак , рассмотрим и с х о д н у ю краевую задачу: 

Lu = т" + а(х)и' — b (х) и = f (х), (1) 

\и (0) - е^и' (0) = Л, Ьф (1) + %и'{\) = В. (2) 

Предполагаем, что а, Ь, / £ С 2 [0, 1], т > \ а' (х) |, m > а (х) > а > 0, b (х) > 0, 
е > 0, §i > 0, PJ > 0, §i + ?! > 0, S 2 > 0, р2 > 0. П о д С и С с индексами будем 
понимать положительные постоянные, не зависящие от е и шагов сетки. П о д 
нормой сеточной или непрерывной функции W (х) будем подразумевать ||W|| = 
^max\W(x)\. 

П о л у ч и м сначала оценку на решение задачи (1)—(2). 
Л е м м а 1. Найдется С такое, что 

И < с ( | Л | + \ я | + | / | ) . (3) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим вспомогательную функцию 

¥ (х) = YJ ехр (—ае- 'х) + т 2 (1 — х ) + Т з ± и ( х ) . 

Утверждение леммы следует из принципа максимума [2] при подходящем вы
боре постоянных Тр Тг> Тз-
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Нетрудно заключить, учитывая (3), что решение задачи (1)—(2) сущест 
вует и единственно. Задача (1)—(2) эквивалентна первой краевой задаче с 
некоторыми условиями u ( 0 ) = D x , u ( \ ) = D2. В силу леммы 1 величины Dx и 
D2 по модулю ограничены. В соответствии с [3] для решения задачи (1)—(2) 
справедливо представление 

u(x)^1VQ(x) + P(x), (4) 

где V0 (х) = ехр (-а^х), 1 71< С, а0 '= а (0), | d}P\dx] | < С [ 1 + е 1--' е х р ( - а е - 1 * ) ] , 
/ > 0 . П у с т ь 2 — неравномерная сетка исходного интервала: 

Q= {х}:х} = Xj_x + hj, х0 = 0, x N + 1 = 1}, h = m a x h n , 

2° = 2 \ { 0 , 1}. П р и построении разностной схемы учтем, что основной рост 
решения в погранслойной области задает функция V0 (х). 

Введем в (2) аппроксимацию производной, и' (0), точную на функции V0(x): 

Muh = а0г~1 (и\ — и*)[1 — е х р ( — а о е - ' д , ) ] - 1 . (5) 

Л е м м а 2. Пусть и (х) —решение задачи (1)—(2). Найдется Сх такое, 
что 

\M[u\h-u'{0)\<Cxhf-\ (6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся для решения представлением (4). 
В результате получим \ М [u]h — и' (0) | = | М \P\h — Р' (0) | = | a 0 s - ' (Я (А,) — 
— Р ( 0 ) ) [1 — ехр ( — a 0 & " 1 h x ) ] ~ 1 — Р' ( 0 ) |. Рассматривая два соотношения между 
s и h\ (s < m h v е > m h x ) и учитывая представление (4), приходим к (6). Лемма 
доказана. 

Аппроксимацию уравнения (1) осуществим по аналогии с [1], производную 
и' (0) заменим с учетом (5). Тогда придем к разностной схеме 

LnUh = £nXxxUn + ^ „ Х ^ И п — b„Un = fn' 

L%uh = - Ъ ^ + а0$х11-ехр(-а0г-1пх)]-1(и%-и%)=г--А: (7) 

L%+Xuh = - 8 2 < + 1 - M^i K+i - О = ~fi-

где an = a(xn), bn = b(xn), /* =/(.*„), дг„^2°, я = 1 , 2, .:. , M 

Х „ и * = 2 [ я „ ( и * + 1 - и*) - я я + 1 (и* - и*_!) ] [ М я + 1 (я» + A „ + i ) ] - 1 . 

_ д д

 hl+\ [ е х Р (ЯЯ^Е~~') — 1] + ^ [1 - ехр (—anhn+xz-l)\ 
" 2 Л„+1 [ехр (a„ / i„s - i ) — 1] — й„ [1 — ехр ( — л „ А „ + , е - ' ) ] 

Н е т р у д н о убедиться в монотонности схемы (7). В случае первой краевой за
дачи это показано в [4], аппроксимация краевых условий монотонности не 
нарушает. 

В дальнейшем нам потребуется неравенство, в справедливости которого 
легко убедиться: 

1 > - ] ~ е х р > ехр ( -у ) при у > г > 0. (8) 
у 1 — ехр (—г) 

Л е м м а 3. Пусть и'1 — решение схемы, (7). Найдется С 3 такое, что 

| И | < С 3 ( | А | + |£|-Н[/ / г||). (9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся принципом максимума [5]. Определим 
сеточную функцию 

Wh (х) = ft ехр ( - ю - 1 * ) + Т г (1 - х) + тз ± « / г (х), x £ Q . 
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П о д б е р е м положительные величины т,- таким образом, чтобы выполнялись не
равенства 

l£wh<0, Л = 0, 1, - , N+1. (10) 

П у с т ь 2, ... , /V} . Предварительно докажем, что 

LH

N ехр ( - а е - ^ Х 0, X £ 2° . (11) 
Определим 

£«(0) = К+х [ехр (6й„) - 1] + h\ [1 - ехр ( - В А я + 1 ) ] 
А „ + , [ехр (6А„) — 1] — А я [1 — ехр (—8А л + 1)] 

О т с ю д а получим L„ ехр (— ае 1 х ) = ап ехр (—as *х„) \Еп ( а „ е - 1 ) — Еп («е" -1)] \ h n + l X 
X [ехр ( а е - 1 ^ ) — 1] — А я [ 1 — ехр ( - a e - ' A „ + 1 ) ] } [ А я А я + 1 (А я + / г „ + 1 ) ] - 1 - & я е х р ( — а Х 
X ь ~ 1 х п ) . Н е т р у д н о убедиться, что выражение в фигурной скобке всегда 
положительно, функция Е п ( в ) убывающая при б > 0. О т с ю д а вытекает (11). 
Следовательно, при 2, ... , N } выполняются неравенства 1 « ¥ л < — ^ ъ а п ± 

± / * < 0 , если Т 2 > а _ 1 1 1 / Л | | . П у с т ь - я = 0. Тогда имеем Lh

0Wh < — f l [8 t + х 
X (1 — ехр (—a 0 s — 1 / г 1 ) ) — 1 (1 — ехр (—ae^ 'AJ) ] + Л . Учитывая (8), получим оценку 

(1 — ехр ( — a ^ h i ) ) - 1 (1 — ехр (—as^Aj)) > а а ^ 1 . (12) 

Следовательно , / , о ¥ й < 0 , если Ti > I ̂  + aPi)- П у с т ь n = N + l. Тогда 
ZAT+IW* < Ti/^v+ij^ ехр (—as" 1) [ехр (ае-'Адч-г) — 1] + Т2Р2 + 8 г I в I — &гТз- Найдется 
С 4 такое, что Ajv+i ехр (—ae _ 1 ) [ех,р (ae^Ayv+i) — 1] < С 4 . П о э т о м у •LN+I®'1 < 0, 
если Т з > ( т,р 2С 4 + Т а р 2 + I В | \ ) Ь-\ 

Итак , можно подобрать положительные величины т г таким образом, что 
будут выполнены неравенства (10). Воспользовавшись принципом максимума 
[ 5 ] и учитывая сделанные ограничения на T L Т2, ТЗ> приходим к утверждению 
леммы. 

Исследуем вопрос равномерной сходимости схемы (7). Н а сетку 2 нало
жим ограничения 

l < h n + J k n < q , л £ { 1 , 2, ... , /V} , (13) 

где <7 — положительная постоянная, не зависящая от е. П е р в о е ограничение 
соответствует тому, что пограничный слой находится у левого конца исход
ного интервала, второе — тому, что нет резких изменений в шагах сетки. 
Предварительно докажем несколько лемм. 

Л е м м а 4. Н а й д е т с я С5 т а к о е , ч т о 

К - в К С А , xn£Q°. (14) 

Д о к а з а т е л ь с т в о / В в е д е м 

z = a „ A e e - 1 , у = а я « я + 1 б - 1 . ' (15) 

Тогда е„ = вер (z, у)/2, где 

ср ( Z у) == У 2 [ е х р ( г ) - 1 ] + g» [ l - e x p ( - y ) ] 
V^'y> y [ e x p ( z ) _ l ] - 2 l l _ e x p ( - y ) ] 

В случае у < 1, раскладывая экспоненты в ряд, получим \еп — е | == О (А„). 
П у с т ь у > 1. Тогда имеем 

Учитывая неравенство (8), получим 

«p(z, у ) < у cth (z/2). 
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Используя то, что у > 1 , и принимая во внимание (13), приходим к утвержде
нию леммы. Погрешность аппроксимации оценим отдельно на функциях V0 (х) 
и Р ( х ) , определенных согласно (4). 

Л е м м а 5. Пусть при всех п 

hn < С 6 , С 6 = (а0 - (3/4) *)/т. (16) 

Тогда найдется С7 такое, что 

\LknV0 (х) - (LV0)x=Xn I < C A V 1 ^ P ( - « „ / ( & ) ) , (17) 

где й-£{1, 2, ... , N}, х я = т а х ( я я , e). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Несложные вычисления дают L h

n V u ( х ) — ( L V 0 ) x = x n = 
= П W a ' e - 1 / 7 ^ ) [у (ехр (z) - 1) - г (1 - ехр (-у))]-' , где F ( s ) = ( l - ехр ( ~ у ) ) Х 
X [ехр (sz) — 1 + s 2 z — sz] — (ехр(г) —1) [1 — ехр ( — s y ) + s 2 y — sy], s = a 0 a ~ l , z и у 
соответствуют (15). Н е т р у д н о убедиться, что .F(1) = 0, поэтому j / r ( s ) f < 
< I s — 11 max I F' (£) |, | \ — 11 < | s — 11. Асимптотический анализ | F' (s) | при z, 
у—•О 1 и при г, у—>оо показывает, что существует С 8 такое, что | . F ' ( s ) | < 
< С 8 [ехр (г) — 1] [1 — ехр (—у)] г 2 (1 + г ) - 1 ехр ( | s — 1 \ z ) . Следовательно , 
| F (s) | < С81 s - 11 [ехр (г) - 1 ] [1 - ехр ( - y ) ] z 2 (1 + г ) " 1 ехр (| s - 11 г). Н е т р у д н о 
показать, используя неравенство ( 8 ) , что у [ехр (z) — 1] — z{\ — ехр(—у)] > у X 
X [ехр (г) — 1] [1 — ехр ( — г ) ] . Учитывая два предыдущих неравенства, получим 
оценку для погрешности аппроксимации: 

[ L*V0 (х) - (LV0)x^Xn I < CSV0 (xn) аУ11 s - 11 г (1 + 

+ z ) _ 1 z y - 1 [1 — exp ( ~ y ) ] [ l — exp (—z)]~' exp ( | s — 1 \ z ) . 

Используя неравенство (8) и замечая, что | s — 11 < т а ^ х п , получим 

I Lh

uVo {х) ~ (LV0)^Xa I < C9z (1 + г ) " 1 X 

Учитывая условие (16), имеем 

| Lh

nV0 (х) - (LVQ)x=Xn I < C 1 0 z (1 + z)-1 exp ( -ax„ / (2e) ) , 

откуда следует утверждение леммы. П у с т ь Рп — ехр (—аае~ 1х п), 0 < о < 1/2, 
х я £ 2 . 

Л е м м а 6. Найдется Сл1 такое, что 

4 Я Л < - С и ч - 1 Р ^ , « £ { 1 , 2, ... , Д/}. (18) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Непосредственные вычисления приводят к следую
щему выражению: 

= -Py'alF (s, г , у) [у (ехр (z) - 1.) - г (1 - ехр ( -у)) ] - 1 - й„Р„\ (19) 

где у, г соответствуют (15), F (s, z, у) = [ехр (г) — 1] [1 — ехр (—sy)J — [ехр (sz) — 
— 1] [1 — ехр (—y)J, s = с а д - 1 < 1/2. В (19) числитель оценим снизу, а знамена
т е л ь — с в е р х у . Нетрудно убедиться, что F(s, z, y)>F(s, z, z ) , причем 

F(s, z, z) == 8shIsh-~ s h ^ y ^ . (20) 

Учитывая (8), получим 

У lexp (г) - 11 - z [1 - exp (-у)] < у [exp (z) - 1] [1 - exp ( - z - у)]. (21) 
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Применяя к (19) оценки (20) и (21) и принимая во внимание существование 
С 1 2 , С 1 3 таких, что 

С 1 2 ехр (0 < sh (0 < С 1 3 -L- ехр (0, f > г 0 , 
I + С 1 + С 

приходим к утверждению леммы. 
П у с т ь да (х) — произвольная достаточно гладкая функция. 
Л е м м а 7. Найдется Си такое, кто 

хп + 1 

| Lh

nw (х) - (1да) л-=, л | < С 1 4 J • [е | да'" (s) | + | да" (s) | ] Хя, £ Q°. ( 2 2 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Распишем погрешность аппроксимации следующим 
образом: 

+ *frxx*>n — w'l) + « я ( Х * « ' я — Ч ) ' ( 2 3 ) 

где 

wl = dJw(xn)/dxJ, у' = 0, 1, 2. 

Оценим модуль каждого слагаемого этой суммы, используя следствия инте
грирования по частям: 

? 
да (?|) — да (0 = (п — Й-да' (0 + \ (-ц — s) w" (s) ds, 

с 
да (?]) — да (£) = (•») — |) да' (»i) — j (s — £) да" (s) rfs. 

л 
Оценим первое слагаемое: 

хп + \ 
\Kx^n\ = 2\hn[hn+lw'n+ J" (xn+l-s)w"(s)ds\-

хп 
хп 

-hn+l[hnw'n- j (s — xn_l)w"(s)ds]\[h„hn+l(hn + 
xn-l 

+ / г й + 1 ) ] - 1 < 2 ( / г „ + д й + 1 Г 1 J1\w"(s)\ds. 
' xn-l 

Учитывая (14), получим 

К - г | | Х Л ) < С 1 4 J1\w/'(s)\ds. 
xn~l 

Оценивая аналогичным образом остальные слагаемые в (23), приходим к ут
верждению леммы. 

Т е о р е м а . Пусть и — решение задачи (1)—(2), ин — решение схемы (7), 
2 удовлетворяет ограничениям (13). Тогда найдется С такое, что 

\uh(x)~u(x)\<Ch, x£Q. (24) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу лемм 1 и 3 достаточно рассмотреть случай 
h < С 6 , где С б соответствует (16). Д л я доказательства равномерной сходимости 
в о с п о л ь з у е м с я принципом максимума. Определим сеточную функцию 
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< = h [ T l ( 1 - xn) + Ъ exp ( ~ a x „ / ( 2 e ) ) + 

+ Тз exp ( - « г " 1 (x„ - A,)) + T4 exp (-аг-гхп) + Тб] + (»* — « (*«)), 

где x „ £ Q , o = l / ( l + <?). П о к а ж е м , что можно подобрать положительные огра
ниченные тг таким образом, что будут выполнены неравекстьа ( 1 0 ) . 

П у с т ь x n £ Q ° . Учитывая ( 1 1 ) , получим 

L ^ h < bhL'' ( 1 - х) + l2hLh

n ехр ( - a x / ( 2 e ) ) + 

+ bhL?lexp(-™e-i(x-nl)) + \Lh

n(uh-m\. ( 2 5 ) 

Используя представление ( 4 ) , запишем Lh

n ( u h — \ u \ h ) = т ( ( ^ о ) ^ * — [КоУ + 

+ ( ( Z P ) , = t . — L h

n \ P \ h - Д о к а ж е м , что существует С , 5 такое, что 
я . 

I (£Р)^ - Lh

n\P\h|< С 1 5 ( А я + ехр ( - a s - 1 (*„ - А Л ) . X 
я 

( 2 6 ) 
X ( 1 - ехр ( - a s - 1 (А я + Л я + 1 ) ) ) . 

Д л я этого воспользуемся оценками производных ( 4 ) и леммой 7 . Заменяя 
производные в ( 2 2 ) соответствующими оценками и производя интегрирование, 
придем к ( 2 6 ) . Применяя к ( 2 5 ) оценки ( 1 7 ) " , ( 1 8 ) , ( 2 6 ) , группируя слагаемые, по
лучим 

Lh^h < - a A ( i , - Clb^hnbTx) - А х ^ С ц exp ( - a x „ / ( 2 s ) ) fr2 - CQCn'A,,* - 1! 

h x - l C n exp ( -csas- 1 (хя - A J ) [тз - С ^ Ч А - 1 exP Ы X 

Х ( 1 - е х р ( - а е - 1 ( А я + А я + 1 ) ) ) ] , 

где 

т я = aas - 1 (xn — A,) — a s " 1 (xn — A„). 

П о к а ж е м , что х л < 0 . В случае п = \ это очевидно. П р и я > 1 имеем 

= 1 + < 1 + к 1 + ^ = 0-!, 
xn — hn хп hn hn—\ 

следовательно, т я < 0 . Н е т р у д н о убедиться, что величина Fn=r.nhrx [ 1 — е х р ( — » Х 
X s - 1 (А я + hn+l))] ограничена равномерно по е и шагам сетки. Следователь
но, можно подобрать постоянные Yi> Тг> Тз такими, что будет выполнено не
равенство ( 1 0 ) при всех x n £ Q ° . 

П у с т ь п = 0. М о ж н о убедиться, что при s > 0 Lo е х р ( — a s s _ 1 x ) < 0 . С л е д о 
вательно, L o ^ h < Ti«Zo ( 1 — х ) + ^ h L o ехр ( — a s " 1 * ) + | Lo \tih — [ u ] h ) |. Учитывая 
неравенство ( 1 2 ) , получим LoWh < —т4А ( 8 t + a p , ) + ер, | и' ( 0 ) — Л?\u\h |. Принимая 
во внимание ( 6 ) , имеем / . о ^ < О, если т 4 > С г р 1 / ( 5 1 + 

П у с т ь n = N+l. Найдется С 1 6 такое, что F = АЯчлехр ( — a e _ 1 s ( 1 — А , — 

— V+i)) 1 1 "~ е х Р (— a £ _ l s A 7v+i) 1 < C i 6 ' г Д е 5 > 0» причем + 1 ехр (—ae _ 1 sx) < 
< F$2 ехр ( - a s - 1 shy). П о э т о м у Lh

N+iWh < р2А ( T l + С 1 б Ъ + С 1 б Т з + С1б1л) - Т 5 8 2 А + 
+ р21 и' ( 1 ) — A - ^ j [и ( 1 ) — и ( 1 — hA+l)] |. С п о м о щ ь ю представления решения ( 4 ) 
нетрудно показать, что существует С 1 7 такое, что | и' ( 1 ) — [и ( 1 ) — и ( 1 — 
— hN+i)\/hN+i | < С 1 7 А . Следовательно, LN+№H < 0 , если Ts > ' ^ \ [TI + ( Т г + 
+ Тз + Ti) + Сп

итак , можно подобрать ограниченные положительные величины тг таким 
образом, что будут выполнены неравенства ( 1 0 ) . И з принципа максимума, 
приведенного в [ 5 ] , следует, что W„ > 0 , x n £ Q . Э т о доказывает теорему. 
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О Н Е П Р И В О Д И М Ы Х П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я Х МАКСИМАЛЬНЫХ 
П О Д А Л Г Е Б Р А Л Г Е Б Р Л И КАРТАНОВСКОГО ТИПА 

В данной работе мы изучаем неприводимые представления максимальной 
подалгебры Х0 /^-алгебры Л и X картановского типа серий Wni Sn и Нп \\]. 
О с н о в н о е - п о л е k всюду предполагается алгебраически замкнутым, характерис
тики р ~ > 2 . Если М — неприводимый ^ „ - м о д у л ь , то элементы 1Р — 1[Р\ 1£Х0, 
действуют скалярно на этом модуле. Возникающую таким образом функцию 
мы обозначаем через X. Если ~ к ( Х х ) Ф 0 , где Хх — радикал алгебры Х0, то Х0-
модуль М изоморфен модулю, индуцированному с одномерного модуля, опре
деляемого некоторой поляризацией Р алгебры Х0. 

Напомним некоторые определения. Обозначим через Q „ факторалгебру 
k\xv ... , x n ] / J , где / — и д е а л , порожденный элементами хр, ... , хр

п. Тогда 
п 

W „ — это алгебра всех дифференцирований алгебры Q „ , т. е. ' W.„ = 

fi€Qn}> где операторы dt индуцируются в Q „ частными дифференцированиями 
d l d x , , заданными на k[xv ... , хп\. Алгебра Sn определяется как А п п ^ (ш) = 

^ я 

= Wn\D(t> = 0}, где 4> = dxxf\ ... f\dxn. Наконец , Sn=[Sn, Sn\. Векторное 
пространство Sn порождено дифференцированиями Dk 1 {и} = { d t u ) dk — ( d k u ) dt, 
K£Q„. Алгебра H n ( n = 2 m ) состоит из всех дифференцирований, аннулирую

щих форму ш = dxx Л dxm+l + ... +dxm/\dx2m. Обозначим Нп = [[Нп, Нп], 

\Нт Н „ ] ] . Тогда 

Здесь Qn — совокупность срезанных многочленов, не содержащих моном 
x f - 1 ... хР~1, тс — перестановка множества {1, 2, ... , п ) , определенная равен
ством ш = т ± i, 

1, если i < т; 
—1, если i > т . 

Умножение в Нп выражается формулой [ D u , Dv\ = Dw, где w = {и, v ) == 
п 

= Б \ ( д ^ ) - Таким образом, если Qn снабдить структурой алгебры Л и 

с п о м о щ ь ю умножения (и, v) —> {и, v], то Hn^Q'a/k. 
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