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Рассматривается, третья краевая задача для обыкновенного диффе
ренциального уравнения второго порядка: с малым параметром при стар
шей производной. На неравномерной сетке строится монотонная раз
ностная схема, учитывающая погранслойный рост решения; В случае 
равномерной сетки получена оценка скорости сходимости разностной 
схемы. Проведены численные эксперименты. -

Вопрос о построении равномерно сходящихся разностных схем для сиш-
гулярно-возмущенной задачи Дирихле изучен в ряде работ, например* 
в [1] , [2] . Случай третьей краевой задачи менее изучен, этому посвящены,, 
например, работы [3], [4] . В [3] производная от решения в краевом 
условии предполагается ограниченной. В [4] строится разностная схема* 
для системы двух уравнений. В обеих работах производная от решения! 
выделялась в качестве неизвестной функции и исходное уравнение вто
рого порядка сводилось к системе двух уравнений первого порядка. 

В настоящей статье строится монотонная разностная схема на нерав^ 
номерной сетке, причем осуществляется аппроксимация, производной; 
в краевом условии с учетом экспоненциального роста решений. Получена* 
оценка скорости сходимости схемы в случае равномерной сетки. В заклю
чение приводятся результаты численных экспериментов. 

§1. Построение разностной схемъг 

Рассмотрим исходную краевую задачу 

(1.1) Lu=su"+a(x)u'—b(x)u=f(x)r 

(1.2) ^ ( 0 ) = Л / е , и(1)=В. 

Предполагаем, что е > 0 , функции a, b; f дважды непрерывно диффе
ренцируемы, причем C2^\A\>Ci>0, b(x)>0, т>а(х)>а>0. 

Под С и d будем понимать положительные постоянные, не зависящие 
от е и h. За норму сеточной или непрерывной функции g(x) принимаем. 
| |g | |=max|g(s)f . 

Предварительно докажем две леммы относительно решения задачш 
(1.1), (1.2). • 

Л е м м а 1. Пусть и(х) —решение задачи (1.1), (1.2). Тогда 

\и(х)\< iU- ехр ( - —) + — {Х-х) + \В |. 
а \ 8 / а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В соответствии с [5] , для задачи (1.1), (1.2)* 
справедлив принцип максимума. Определим функцию 

уу (я) = HI ехр ( - — Х*-х)+1'В\.±к(*%-• 
а \ е / а 
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Тогда LW(x)<0, ^ ' ( О ^ О , —T (1)^0 . В силу принципа максимума,, 
W ( # ) ^ 0 , откуда следует утверждение [леммы. 

Л е м м а 2. Решение задачи (1.1), (1.2) представило в виде и(х)—. 
=V(x)+w(x), где • 

V(x)= ехр } , - ,. — ^Сзе 1-', 
а0 \ 8 / I ая' I 

7 = 1 , 2 , 3 , 4 , а 0 = а ( 0 ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (1.1), (1.2) нетрудно получить,5 что, щ{х)} 

является решением задачи ; 

(1.3) ( zw"{x)+a(x)w'(x)--b(x)wXx)=F(x), 

(1.4) и/,(0)=0, w(l)=B+a0->A ехр {-а0г^), 
где 

п/ ч ,/ ч , А • : / а0х \ Ъ(х);4 /• а 0 # \ 
^ W = / w + — [а 0 -а(а:)]ехр l^-^p] а ~ ~ ~ е / ' 

Учитывая, что \of (х) | < С 4 , получаем JF(#) | < С 5 . Исходя из задачи (1.3),., 
(1 .4) , приходим к следующему выражению: 

w'(х) =г~1 J [ft(s)w(s) +F(s)]ехр[ф($) — ф(x)]ds, 
о 

где 

ф ( ^ ) = 8 " 1 J a ( x ) d x . 

В соответствии с леммой 1, функция u)(s) ограничена, поэтому 

С * 
\w'(x)\<— |ехр[ф($) — <p(x)]ds< 

' 8 <3 ! 
8 

х 
J e x p j 

а ( 5 — ж ) 1 
Теперь из уравнения (1.3) следует, что \w"(x) I ^ C s S - 1 . Д и ф ф е р е н ц и р у е т 
(1.3), приходим к утверждению леммы 2. 

Введем неравномерную сетку Q=T{XJ : Xj=x^i+hh х 0=О, ^ + i = l , 7= 
= 1 , 2 , . . . , N } , Q ° = Q \ { 0 , 1 } . Определим в (1.2) аппроксимацию произ-_ 
водной, точную на функции пограничного слоя V(x): 

(1.5) x „ ^ = ( t t l

f t - ^ ) - ^ [ l - e x p ( L ^ ) ] _ 1 , 

Оценим относительную погрешность такой аппроксимации; 
Л е м м а 3. Пусть и(х) — решение задачи (1.1), {1.2),.тогда 

и'(0) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся представлением и(х) в соответ

ствии с леммой 2 и получим 

( 1 7 v \Ыи]н-и'(0) \^ е й [г^Ш-и>(0)]а0 7 
Х ' } I и'(0). \^СЛ 8 [ l4exp ( -a 0 fe 1 8- 1 ) 1 W m { ' 
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Пусть e^mhi. Тогда 1-ехр (—а0к±г-1-)>'1—ехр (--ат-1)>0. Согласно лем
ме 2, функция w'[х) ограничена, поэтому из (1.7) следует, что 

I „ ' . ( О ) ' 

Учитывая, что e<mhu приходим к (1.6). Пусть теперь e>mhi. Осущест
вляя в (1.7) разложения в ряд и используя лемму 2, получаем оценку 
(1.6). Лемма доказана. 

Осуществим аппроксимацию уравнения (1.1) по аналогии с [1] , [6 ] . 
Аппроксимируя в соответствии с (1.5) краевое условие (1.2), приходим 
к разностной схеме 

/ А 0 ч г h o hn (un+i—un

h) —hn+i (un

h—Un-i) (1.8) Lhun

h=2&n — 
hnhn+i(hn+hn+i) 

" . K2{un^i-un

h)+hl+i(un

h-un-,) •• ' ' 
+an — — 7 7 - — г — ч -b(xn)un

h= 

(1.9) I -Uoh+ui

h=A[l-exv(-a0hie,-i)]a0-\ 

( 1 . 1 0 ) - н * + 1 = - Я , 
где 

8 n = 0 . 5 a n | ftn+i l̂ exp ^ - ^ ^ j-1 j + 
W [ l ^ e x p ( - ^ i ) ] } { Л п + 1 [ е х р ( ^ ) - 1 ] -

- A n £ 1-exp ^ -
 g n^ n + 1 j| J j , a n = a (xn). 

Нетрудно проверить, что схема (1.8) —(1.10) монотонна [7] . 
Л е м м а 4. Пусть uh — решение схемы (1.8) —(1.10), тогда 

(1.11) \Щ^а-\{\А\+\\р\\) + \В\, f=[f]0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Схема (1.8) —(1.10) монотонна, поэтому для нее 
справедлив принцип максимума [7] . Определим сеточную функцию 

Ч Г ( я ) = М1-ехр(-— ) + { ^ ( l - x ) + \B\±uh(x). 
а \ 8 / а 

~ ' . - . J 

Покажем, что ShW (xh)<0 для всех xh^Q, где ^ — оператор схемы (1.8) — 
(1.10). Случай k=N+l очевиден. Пусть &=0. Заметим, что при 9 > 0 

•функция ф(9) = [1—ехр (—Qh/г)]б"1 монотонно убывает при всех 8 и ft. 
Поэтому 

ShW (х0) \А |<р (а) ± Л Ф (а0) <0. 

Рассмотрим теперь случай 0.<ft<iV+l. Сначала покажем, что 

{1.12) L f cexp ( - а е - ^ Д ^ О . : 
Введем 

^ ( e ) = { f e A + i [ e x p ( 0 W - l ] + V [ l - e x p ( - e ^ + i ) } } X 
X [hk+i [ехр (6ft*) - 1 ] - f t j 1-ехр ( -9ft A + 1 ) 
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Тогда нетрудно показать, что -

(1.13) L A e x p ( - ^ - ) = a A e x p ( - ^ ) x / , ~ 

* И т ) - Ч т ) ] ы ч * н 1 -
- f e f e [ l - e x p ( ~ а

о

& + 1 " ) ] } [hkhk+i(hh+hh+i) I" 1— 

Пусть x=ae~ihh1 у=аг-*1гк+и тогда условие положительности фигурной 
скобки в ( 1 . 1 3 ) сводится к справедливому неравенству 

( 1 1 4 ) у[ехр(х)-Ц+х[ех$(-у)-1]>0, х, у>0. 

Покажем теперь, что функция Ек(в) убывающая .при 9>0. Условие* 
dEJdQ^O имеет вид 

йА[ехр ( 6 A A + I ) - 1 ] +hk+i [ехр (-Qhh)-1J >0. 

Это неравенство справедливо в силу ( 1 . 1 4 ) . Итак, из ( 1 . 1 3 ) следует ( 1 . 1 2 ) . , 

Теперь легко получить 

ShW (хк) =LhV (xh) < » a - 1 | | h a (xk)±f(xh)<&. 

Из принципа максимума следует утверждение леммы. 
Нетрудно убедиться, что схема ( 1 . 8 ) — ( 1 . 1 0 ) первого порядка-точно

сти при фиксированных значениях е. ; 

§ 2. Оценка сходимости на равномерной сетке 

Изучим сходимость разностной схемы ( 1 . 8 ) — ( 1 . 1 0 ) в случае равномер
ной сетки Q с шагом h. 

Т е о р е м а 1 . Пусть ин — решение схемы ( 1 .8 ) — (1.10)*, тогда справед
лива оценка 

( 2 . 1 ) \uh(x)-u(x)\<C9(h+s\.lnh\), x e Q . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Краевой задаче ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 ) сопоставим эквива
лентную ей задачу Дирихле с некотором левым краевым условием: 

( 2 . 2 ) . ги »+а(х) и/-Ъ{х)и=Цх)1 и ( 0 ) = Д и(1)=В. 
\ 

В соответствии с леммой 1 , величина1 D по модулю ограничена. Выпишещ 
разностную схему для задачи ( 2 . 2 ) : 

( 2 . 3 ) Lhyn

h=f(xn), хп^®\ jf 0 f=A yN\i=B: 

Согласно [ 1 ] , 

( 2 . 4 ) | yn

h-u {хп) | < C 1 0 f t , xn^Q\ 

В силу оценки ( 1 . 6 ) , 

e - ' a o [ a W - u ( 0 ) ] i 
— - - — и (0)=ци (0 7г„ ц\ <С7.. 

1—ехр(—а0е Л) \ 
1 0 1 1 : 



Отсюда найдем выражение для D: 

B-»W-±[l-w{-f-))(l+nV>. 

Разностная схема (2.3) монотонна, поэтому, в силу принципа максиму
ма, малые изменения краевых условий приводят к малым изменениям ре
шения. Перейдем от (2.3) к схеме 

(2.5а) LSI = / ( * Л ) , xn^Q\ 

(2.56) z0

(i)^u(h)-ao-iA[l-exV(-aohE'-i)], z ^ B . 

Тогда -упН\<Спк, xn<=Q. В силу (2.4), 

(2.6) \z^y-u{xn)\<C,A хп<в&, 
\ 

в частности \z[V —u(h)\<Ci2h. Продолжая рекуррентно поправку краево
го условия, приходим к итерационному процессу: 
(2.7а) Lhz(

n

h+i)=f(xn), ;xn=Q°, 

<2.7б) z ^ ^ z ^ - a ^ A [ l - e x p ( - a 0 f t e - 1 ) ] , №?=В. 

Заметим,-что на каждой итерации этого процесса 

(2.8) \\z<h+i)-zw\\<Ci2h, 

причем для первой итерации справедлива оценка (2.6). Покажем, что про
цесс (2.7) сходится и limz{h)=uh. Для этого представим z(k) в виде суммы 
z w = R ( f t ) + z z \ где R{h) определяется следующим образом: 

(2.9) L f c f l ( * + 1 >=0, Д „ к + 1 ) = Д | * \ i t f ^ - O , -z?-uf. 

Докажем, что последовательность R(h) сходится к нулю. Сначала пока
жем, что последовательность R{h) ограничена. В самом деле, сеточная 
функция z ( 1 ) ограничена как. решение схемы (2.5), а ин ограничена в силу 

леммы 4; тогда | J ? i ( 1 )
 | < | +1iz ± ^|^^7 1 3 . Для схемы (2.9) справедлив 

принцип максимума, поэтому если | Л ^ | ^ С 1 3 , то | |R ( f t + 1 ) | |<C , i 3 . Итак, 
| |# ( f e ) [ |<C 1 3 . Теперь докажем монотонность последовательности R{k). 

Для процесса (2.9) возможен только один из случаев: R?2) >Rt

(li) или 

Ri2) <R[1) .Остановимся на первом, так как второй рассматривается анало

гично. Монотонность R{h) докажем по индукции. П у с т ь R r > R i .Из (2.9) 

следует Lh(R^-R™)=0,"дГ^-Я?* =Rlk) -R^^OMT -RNI=0. 

В силу принципа максимума, покомпонентно R(h+i)>R{h). Итак, после
довательность R{h) в конечномерном пространстве монотонна и ограниче
на, следовательно, существует i?=limi? ( f t ) ; R удовлетворяет (1.8) —(1.10) 
при однородных краевых условиях и нулевой правой части, поэтому, 
в силу (1.11), Я=0. Следовательно, \\mz{h)=uh. 

Оценим скорость сходимости итерационного процесса (2.9). Заметим, 
что на каждом шаге по к решение схемы (2.9) равномерно по 8 сходится 
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IK решению задачи 

гТ"+а(х)Т'-Ъ(х)Т=0, Г(0)=дГ\ Т ( 1 ) = 0 . 
В соответствии с [8] , •* 

T(x)=R{? [ехр{-арг-1х)+0{г)}, 
поэтому 

fl?+1W?!(k) [ехр(--а0г-%+О(к+г) ] . 
Следовательно, на произвольной М-итёрации 

| | Д ( М ) И С 1 3 [ е х р ( - a o f o r 1 ) +<9;(/Н-е) ] м ~ \ 

Определим номер итерации М, на которой | | Л ( м ) | | < С ,

1 4 ( й + 8 ) , где Ск — 
некоторая постоянная. Если ехр(—apfe8~1)==0(fe+e), то Ж —конечное 
число независимо от е и h. Пусть е х р ( — а ъ Ы ^ у Ж + г , тогда с точностью 
до постоянной Af=ea 0" 1fe~ 1 |ln(fe+e) |. При таком выборе М 

( 2 . 1 0 ) \\ин-^м)\\<Си(к+г). • 

Учитывая неравенства (2.6), (2.8), (2.10), получаем 
г • •' • •!- « • -.: 

| и" (ж) - и ( z ) | < | и" ( х ) - z ( M ) ( х ) | + ^ | z<*> ( х ) -

- z ^ O ) I + | « С 1 ) ( « ) - » . ( * ) Н С Й ( Й + Е ) + С 1 2 1 А , 

откуда следует утверждение теоремы. | 
Т е о р е м а 2. Пусть mh<e. Тогда для решения схемы (1.8) — (1.10) 

справедлива оценка ' 

(2.11) '\uh(x)-u{x)\<Cu(h+h2le% i e Q . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим погрешность аппроксимации схемы 
(1.8) —(1.10). Воспользуемся представлением и(х) в соответствии с лем
мой 2. Погрешность аппроксимации ореним отдельно на функциях V (х) 
ш w(x): ; , 

I Г Т 7 / Ч Г Г Т 7 / M l ! / a°Xk \ \А\ I 
\LV(x)-Lh[V(x)]h\x==x=exp{-- ) - — L X 

• * Л e / aQ I 8 

Раскладывая гиперболические функции в ряд, учитывая, что | а Л -^а 0 | < 
<C 1 6 # f t , х2 ехр(—a 0 8~ 1 ^)<Ci 7 8 2 , получаем 

(2.12) | L F ^ ) - L , [ F ^ ) ] , | < C 1 8 f t 2 8 ; - V «^Q°. 

Используя оценку производных функций w(x) в соответствии с леммой 2, 
нетрудно получить 

(2.13) \1т(х)-1к[ю{х)]п\<С^2^-2,' x^Q°. 

Пусть zh(x)=uh(x)—u(x), x^Q. Тогда с учетом (2.12), (2.13) запишем 
I 

(2.14) Lhzh(x)=0(h2e-2). ' 

Используя лемму 2, получаем 

--zf+zf^w (0) —w(h) =0 ( / r e - 1 ) . 
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Следовательно, zh(x) удовлетворяет схеме (1.8) —(1.10) с правой частью 
из (2.14), 5 = 0 , А=0 (h). Воспользовавшись неравенством (1.11), прихо
дим к утверждению теоремы. Используя оценки (2.1), (2.11), нетрудно 
прийти к выводу', что ' } 

\uh(x)-u(x)\<Ch2l3\liih\zl% x(=Q. 

Заметим, что указанный подход к построению разностной схемы при
меним и в случае, когда пограничный слой находится у правого конца 
исходного интервала. ; 

§ 3. Численные эксперименты 

Рассмотрим краевую задачу 

(3.1) ги''(х)-и'(х)=-ех$(х), 

(3.2) и(0)=0,- и'(1)=Л/е, 

где величина А соответствует условию и(1)=0 . 
На равномерной сетке с шагом 7^=0.02 рассмотрим разностную схему 

(1.8) с различными способами аппроксимации производной в краевом ус
ловии (3.2): 

а) аппроксимация с первым порядком: 

(3.3) и ' ( 1 ) « ( С - в / ) / А ; 

б) аппроксимация со вторым-порядком: . . ' 

в) аппроксимация, точная на цогранслойной функции: 

(3.5) и ( 1 ) « ( u N + i - u N

h ) — 1 - е х р ^ — JI . 

В табл. 1 приведена норма погрешности zh(x)=uh{x)—u{x) в зависи г 

мости от способа аппроксимации производной в краевом условии (3.2). 
Из анализа табл. 1 можно сделать вывод о преимуществе аппроксимации 
производной в краевом условии в соответствии с (3.5). 

Таблица 1 

Способ 
8 > • 

аппрокси
мации 2 2-10- 1 2-Ю- 2 2-Ю- 3 2-10-* 2-Ю- 5 

(3.3) 
(3.4) 
(3.5) 

/0 .13-10- 1 

1 0 - 4 
0.11-10- 1 

0.10 
0.38-Ю- 2 

0.27-Ю- 1 

0.10-10 1 

0 3 7 
0.29-Ю- 1 

0.15-Ю 2 

0.71-10 2 

0.35. Ю - 1 

0.17-103 

0.84-10 4 

0.3.7-10-1 

0.17-10 4 

0.85-10 6 

0.37-Ю- 1 

Остановимся на случае неравномерной сетки. В погранслойной области 
ширины 1.5е бралось 20 шагов, вне ее 30. Сетка строилась так, чтобы 
вне погранслоя она была равномерной, а внутри него функция погранич
ного слоя V(x) на каждом шаге имела бы одинаковые приращения. По
дробнее алгоритм построения сетки описан в [6] . В табл. 2 приведена 
норма погрешности zh(x) в зависимости от способа аппроксимации про
изводной в (3.2), причем h в (3.3) — (3.5)— последний шаг сетки. Из ана-
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Таблица 2 

Способ ап
проксимации 

!' е ' ' . 
Способ ап

проксимации 
2 • 10- 2 2-Ю- 3 2-Ю- 4 2-Ю- 5 2-10- 6 

(3.3) 
(3.4) 
(3.5) 

0.38-Ю- 1 

0.68-Ю- 2 

0.57-10-2 

0-23-Ю- 1 

0.25-Ю- 1 

0.24-Ю- 1 

0.26-Ю- 1 

р.28-10" 1 

0 .27-Ю - 1 

0.26-Ю- 1 

0.29-10- 1 

0.28-Ю- 1 

0.26-Ю- 1 

0.29-Ю- 1 

0.28-10- 1 

Таблица 3 

8 

Схема 
1 Ю - 1 ю - 2 ю - 3 ю-* 

( 1 . 8 ) -
- ( 1 1 0 ) 
Из [3] 

0.54-Ю- 4 

0.44-Ю- 5 

0.37 - 1 0 - 3 

0.16-10-2 

0.32-10-2 

0.15 

0.90-Ю- 2 

4.4 

Ю - 2 

49 

Ю - 2 

500 

лжза табл. 2 можно заключить, что при мельчении сетки в погранслое 
(hN+i<0.05&) улучшается аппроксимация производной в (3.2) в соответ

ствии с (3.3) или (3.4). ' 
Теперь рассмотрим краевую задаче 

гп" (х)+и'(х)=*х, и'(0)=А/е, , и ( 1 ) = 0 , 
i 

где А соответствует условию и (0) =0.!; В табл. 3 приведена норма погреш
ности zh(x) для схемы из [3] и схемы!; (1.8) —(1.10), причем Q — равномер
ная сетка с /г—0.02. Данный эксперимент подтверждает, что схема (1.8) — 
( 1 . 1 0 ) сходится равномерно относительно е. 

В заключение автор искренне благодарит В. Н. Игнатьева за внима
ние к работе и полезные замечания. 1 
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