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Рассматриваются обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка с малым параме
тром при старшей производной на полубесконечном интервале. Предлагается способ перехода к задаче 
на конечном интервале. Для решения вспомогательной сингулярной задачи Коши предлагается исполь
зовать асимптотический подход. 
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The ordinary second order differential equations with a small parameter effecting the higher derivative on 
the semi-infinite interval are considered. The method of the transition of that problem to the finite interval is 
proposed. To solve the auxiliary Cauchy problem the asymptotic method is used. 

При математическом моделировании различных физических явлений, например, пе
реноса примеси или распространения пламени, краевые условия могут ставиться на 
бесконечности. При решении таких задач конечно-разностным методом необходимо пе
рейти к ограниченной области. В данной работе рассматривается вопрос переноса кра
евых условий из бесконечности в случае обыкновенных дифференциальных уравнений с 
малым параметром при старшей производной. 

Для переноса краевою условия из бесконечности используется подход, предложен
ный в [1-3]. В соответствии с этим подходом выделяется одномерное многообразие ре
шений исходного уравнения, удовлетворяющих предельному условию на бесконечности. 
Из условия принадлежности решения этому многообразию следует граничное условие 
в конечной точке. Наличие малого параметра в дифференциальном уравнении позво
ляет решить вспомогательную сингулярную задачу Коши асимптотическим методом. 
Исследуется влияние погрешности, возникающей при редукции задачи к конечному ин
тервалу, на решение задачи, сформулированной на конечном интервале. 

Всюду под С и d понимаются положительные постоянные, не зависящие от е, причем 
в случаях, где это не вызывает недоразумений, различные величины ограничиваются 
сверху одной постоянной С. Под нормой сеточной функции или функции непрерывного 
аргумента р(х) подразумевается \\р\\ — тах|р(а:)|, где х пробегает область определения 
функции. 
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1. Случай несамосопряженной линейной задачи 
Рассмотрим краевую задачу: 

Leu = -ей" + а(х)и' + с(х)и — f(x), u(0) = A, lim u(x) = 0. (1.1) 

Предполагаем достаточную гладкость а, с, / , 

Я > а(х) > а > 0, е е (0,1], -В > с{х) > Ъ > 0, 

/(ж) —>• 0, а(ж) —» ао, с(ж) —> со, ж —> оо. 

Согласно [4], при наложенных ограничениях существует единственное решение зада
чи (1.1). 

Как известно, если для оператора L£ справедлив принцип максимума, то для доста
точно гладкой функции Ф(ж) из условий 

Ф(ах) > 0, Ф(а2) > 0, ££Ф(ж) > 0, ах < х < а2, 

следует Ф(ж) > 0, a i < ж < а2. Аналогично принцип максимума может быть применен 
к краевым условиям третьего рода и к дифференциальным операторам для уравнений 
первого порядка. На основании принципа максимума можно показать: 

Ml < Ш + № 
с[х) 

Остановимся на вопросе переноса краевого условия из бесконечности. Используем 
подход [1-3], согласно которому предельное условие на бесконечности выделяет одно
мерное устойчивое многообразие решений в фазовом пространстве переменных (и, и'). 
Для заданного LQ > 0 условие принадлежности (U(LQ), и'(LQ)) этому многообразию за
дает граничное условие в этой точке. 

Итак, следующим уравнением определим многообразие решений уравнения (1.1), для 
которых выполнится предельное условие на бесконечности: 

и'{х) = -у(х)и(х) + /3(х), 

где j(x) и (3{х) являются решениями сингулярных задач Коши: 

Д£7 = е1 ~ й(я)7 + е 7 2 ~~ с(х) — 0) u m l(x) — ri 

где г - отрицательный корень уравнения ег2 — а$г — со = 0, 

е/31 - [а{х) - ф)е]0 = f{x), lim p(x) = 0. 

(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 

Уравнения (1.3) и (1.4) можно получить, если использовать соотношение (1.2) в уравне
нии (1.1). В дальнейшем соотношение (1.2) при заданном х = L$ будем использовать в 
качестве правого граничного условия. 

Перейдем к анализу свойств решения задачи (1.3). Введем 

v(x) = ехр /7(0 dt (1.5) 

Учитывая предельное условие на j{x), можно заключить, что функция v(x) является 
решением линейной краевой задачи: 



Перенос краевого условия из бесконечности ... 23 

-ev" + a(x)v' + c(x)v = 0, v(0) = 1, lim v(x) = 0. 
x—>oo 

(1.6) 

Задача (1.6) является частным случаем задачи (1.1), для нее справедлив принцип макси
мума, решение этой задачи существует и единственно. Из этого следует существование 
и единственность решения задачи (1.3). 

Применяя принцип максимума к задаче (1.6), можно показать, что 

exp(rio;) < v{x) < ехр(г2ж), гх = —-
2В 26 

:, г2 D + VD2+Abe' а + Va2 + 4Бе 

Покажем, что v'(x) < 0 при х < оо. Это следует из представления производной: 

ОО X 

v'(x) = —е -1 / c{s)v(s)exp - / a(t) 
X L S 

Из (1.5) следует v'(x) = -y(x)v(x), поэтому при всех х < оо 

j{x) < 0. 

Лемма 1. При всех х 

2В , ч 26 

idi ds. 

а + Va2 + 4Ве < 7(ж) < D + VD2 + Abe 
< 0 . 

(1.7) 

(1.8) 

Доказательство. Докажем вторую часть этого неравенства (первая часть доказыва
ется аналогично). Пусть 

26 

D + VD2 + Abe' 

Тогда eS2 - DS - 6 = 0. Пусть z(x) = S - -у{х). Тогда 

Lz = ez - (а{х) - e(S + -y{x)))z = (D - a(x))S + b- c(x) < 0, lim z(x) > 0. 
x—>oo 

В соответствии с (1.7) 5 + 7(x) < 0, поэтому из рассуждений от противного следует 
z(x) > 0, х < оо. • 

Остановимся на вопросе приближенного решения задачи (1.3). Покажем, что решение 
задачи (1.3) устойчиво к возмущению коэффициентов. Перейдем от (1.3) к задаче: 

£7' — а(ж)7 + ej — с(х) — 0, lim j(x) = г. 
х—>оо 

(1.9) 

Предполагаем, что 

а(х) -)• о0, с(ж) ->• с0, ж -> оо, £> > а(ж) > а > 0, В > с(х) > b > 0. (1-Ю) 

Лемма 2. Пусть \а(х) — а(х)\ < Д, |с(ж) — с(х)\ < Д для х > LQ. Тогда найдется С: 

|7(ж) - 7(ж)| < С А для х > L0. (1.11) 
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Доказательство. Пусть z = 7 — 7- Тогда 

Ле2 = ez' — [а — e(j + ̂ )}z = с — с + (а — 0)7, lim г(ж) = 0. 
х—>оо 

Теперь утверждение леммы можно получить с помощью принципа максимума. П 

На основании леммы 2 для достаточно больших х функцию ~у(х) можно приближенно 
найти на основе разложения коэффициентов а(х) и с(х) в ряды по обратным степеням 
х. Такой подход использовался в [3]. 

Если при достаточно больших х справедливы представления: 

N N 
а(х) « а{х) = У^а-гХ*1, с(х) « с(х) = y^CjX-1, (1-12) 

i=0 г=0 

то 7(ж) может быть приближенно найдено в виде: 

N 

7(ж) «тМ = 5Г^ж_г-
г=0 

Для этого необходимо подставить разложения а, с, 7 в (1.3) и получим рекуррентную 
формулу относительно 7г- Если для х > LQ имеют место разложения (1.12), и при этом 

\а(х) - а(а:)| < C/xN+1, \с{х) - с(ж)| < C/xN+\ 

то, в соответствии с леммой 2, |7(ж)—7(ж)| < Ci/L0
 + при х > Lo. При переносе краевого 

условия из бесконечности длина конечного интервала, к которому редуцируется исходная 
задача, должна быть достаточно большой. 

Для приближенного нахождения 'y(x) можно использовать малость параметра е 
и строить асимптотический ряд по параметру е. Такое разложение решения будет 
применимо при всех х > 0. При этом длина интервала, к которому сводится исходная 
задача, может быть произвольной. Параметр е должен быть достаточно мал. 

Решение задачи (1.3) ищем в виде асимптотического ряда: 

N 

yN(x) = Y,ln(x)en. (1.13) 
п=0 

Подставляя это разложение в (1.3) и собирая члены при одинаковых степенях е, получим 
рекуррентную формулу: 

7n(s) =а(х) г 7n - i ( a 0+ S 7«(a07j(a 
i+jrrn—1 

(1.14) 

где 0 < i,j < n — 1, п > 1, 
7о (ж) = -с(ж)/а(а;). (1.15) 

Лемма 3. Пусть функции а(х) и с(х) - N раз непрерывно дифференцируемые функции. 
Тогда для достаточно малых значений е для некоторой постоянной С при всех х 

\-у(х) -7лг(ж)| < Се N+1 



Перенос краевого условия из бесконечности ... 25 

Доказательство. Для величины г, соответствующей предельному условию на беско
нечности, сделаем разложение в ряд по е: 

N 

FN = 5 Z rfc£ • 
fc=0 

Подставляя это разложение в уравнение ег2 — а,(,г — со = 0 и приводя подобные при 
одинаковых степенях е, получим: 

гп — ао Е • 
i+j—n—1 

ГО = 
Со 

ао 
(1.16) 

Из сравнения (1.14) и (1.16) следует lima;_KX)7Jv(:E) = Глг- В силу того, что производная 
r(N+l) 

где 

(е) ограничена равномерно по е, 

И е ) - ^ ^ ) ! < Сое̂ 4"1. 

Определим z — 7 — 7JV- Тогда 

Л£2 — EZ - {а(х) - е(/у(х) + 7AT(Z))}Z = F(a;), Urn z(x) = s, 

\F{x)\<C0eN+\ \s\<C0eN+1. 

(1.17) 

(1.18) 

Для некоторой постоянной С\ справедливы неравенства |7г(ж)! < С\, г = 1,2,...,iV. 
Следовательно, |7лКж)1 < С\/(1 - е). Тогда а(х) - е(7(ж) + 1N{X)) > ot/2 при 
е < а/{а + 2С{). Определим Ф(ж) = CeN+l ± z{x). Тогда с учетом (1.18) для некоторой 
постоянной С выполнятся условия: 

l im Ф Ы > 0, ДеФ(ж) < 0, 0 < х < оо. 
ж—>оо 

В силу принципа максимума Ф ( ж ) > 0 , 0 < а ; < о о . • 

Итак, решение задачи (1.3) может быть найдено с помощью асимптотического 
разложения (1.13). 

Теперь остановимся на вопросе нахождения /3(х) из (1.4). Нетрудно показать, что 

а(х) №)11 < 
Перейден ит (; 4, *. уравнению с возмущенными коэффициентами: 

е(3' - Шх) - i(x)e]i3 = f(x), lim 0(x) = 0. 
ж—>оо 

Предполагаем, что 

а(х) -> ао, 7(ж) —> r , f{x) -> 0, ж -> 00, а > а > 0, 7(ж) < 0. 

Пусть для ж > LQ 

\а(х) - а(х)\ < A, \f(x)-f(x)\<A, \<у{х) - 7(ж)| < Av 

Покажем, что тогда найдется С: 

\(5{х) - 0{х)\ < С[А + Д1£] для х > L0. (1.19) 
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Пусть z = (3 — (3. Тогда 

Rez = ez' - [а - sj]z = f - f + /3(a - a) + 0e(j - 7), lim z(x) = 0. 
x—»oo 

Применяя принцип максимума к оператору Re, нетрудно получить оценку (1.19). 
Таким образом, если функция j(x) найдена с некоторой погрешностью, то это не 

вызывает увеличения погрешности при расчете (3(х). 
При достаточно больших х функция /3(х) может быть найдена на основе разложения 

коэффициентов а, 7, / в ряд по степеням ж - 1 по аналогии с "у(х). 
Для нахождения (3(х) можно использовать и малость параметра е. Пусть 

N 
(3(х)*-£Рп(х)еп. 

Подставляя это соотношение в уравнение (1.4), получим: 

(3'п(х)+1(хЩх) f{x) 
Рп+\{х) = т-, , Д) (я) = а(х) а(х) 

Если а, с, / - N раз непрерывно дифференцируемые функции, то на основании 
принципа максимума нетрудно показать, что для некоторой постоянной С при всех х 

N 
(3(х)-^Рп(х)ЕП 

п=0 
<Се N+1 

Покажем, что соотношение (1.2) задает устойчивую сепаратрису особой точки (0,0) 
в фазовом пространстве переменных (и,и'). Из (1.2) следует: 

и(х) — U(XQ) ехр 
X X X 

!-y{t)dt + I P{s)exp fi{t)dt 
.Хо XQ 

ds. 

Учитывая неравенства (1.8) и условие /3(ж) —> 0, х —> со, теперь несложно получить 
(и(х),и'(х)) —>• (0,0) при х -> со. 

С учетом уравнения сепаратрисы (1.2) задачу (1.1) можно записать на конечном 
интервале [0,LQ]: 

L£u = —ей" + а[х)и + с(х)и = fix), 
(1.20) 

u(0)=A, v!{Lo)->y{Lo)u{Lo)=0(Lo). 

При переходе от (1.1) к задаче (1.20) значения J(LQ)-H 0(LQ) могут быть найдены с 
некоторой погрешностью. Оценим влияние этой погрешности на решение задачи (1.20). 

Теорема 1. Пусть й(х) -решение задачи (1.20) в случае возмущенных значений J(LQ), 

/3(LQ). Пусть 

7(Lo) < 0, h(L0) - j(L0)\ < Д ь |/?(L0) - fc>)| < Д2 . 

Тогда при всех х G [0, LQ] 

\и{х) -й(х)\ < е а _ 1 [ д 2 +Ai |u(L0) | ] expiate'1 (х - L0)}. (1.21) 
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Доказательство. Определим z = и — й. Тогда z(x) является решением задачи: 

L£z = 0, г(0) = 0, z'(Lo) - j(L0)z(L0) = /3(L0) - 0{LO) + (7(L0) - j(L0))u(L0). 

Определим функцию 

Ф(ж) = [Д2 +Ai |u (L 0 ) | ] ea~ 1 exp[e~ 1 a(x-L 0 ) ] ±z{x). 

Тогда 

Ф(0) > О, *'(L0) - 7(L0)*(L0) > 0, L£V{x) > 0, 0 < х < L0. 

Из принципа максимума следует Ф(ж) > 0 при 0 < х < LQ. • 

Используя уравнение (1.2), от задачи (1.1) можно перейти к задаче Коши: 

и'(х)~'у(х)и{х)=13(х), и{0) = А. (1.22) 

Функции j(x) и /3(х) в (1.22) из задач (1.3) и (1.4) могут быть найдены с некоторой 
погрешностью. На основании принципа максимума можно показать, что если при всех х 

7 ( z ) < - 0 , 0 > O , | 7 ( z ) - 7 ( x ) | < A , \(3{х) - ${х)\ < А, 

то | | « - й | | < в_ 1(1 Ч- ||г*[|)Д. 
Для решения задачи (1.22) можно использовать один из методов решения задачи 

Коши [5]. 

2. Линейное уравнение без первой производной 
Рассмотрим краевую задачу 

L£u = е2и" - с2(х)и = fix), u(0) = A, lim u(x) = 0. (2.1) 
х—>оо 

Предполагаем достаточную гладкость с(х), /(ж), 

е е (0,1], В>с{х)>Ъ>0, / (ж) ->0 , c(s)->co, x -> оо. (2.2) 

Согласно [4], при наложенных ограничениях существует единственное решение зада
чи (2.1). На основании принципа максимума нетрудно показать, что 

lull < \А\ + / ( * ) 
с2{х) 

(2.3) 

Правому предельному краевому условию в фазовом пространстве переменных (и, и1) 
соответствует особая точка (0,0). В соответствии с подходом [1-3] зададим устойчивую 
сепаратрису этой особой точки соотношением: 

еи'{х) = -у{х)и{х) + /3{х), (2.4) 

где у(х) и f3(x) являются решениями сингулярных задач Коши: 

Rel = Н + 72 - с2(ж) = 0, lim 7(ж) = - с 0 , (2.5) 

£/3' + ф)(3 = / (х) , £т^0{х) = 0. (2.6) 
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Перейдем к анализу свойств решения задачи (2.5). Введем 

v(x) = ехр dt (2.7) 

Учитывая предельное условие на у(х), можно заключить, что функция v(x) является 
решением линейной краевой задачи: 

e V - c2(x)v = 0, «(0) = 1, Km v(x) = 0. (2.8) 
х~>оо 

Задача (2.8) является частным случаем задачи (2.1), ее решение существует и един
ственно. Из этого следует существование и единственность решения задачи (2.5), так 
как в соответствии с (2.7) j(x) — v'(x)/v{x) при х < со. Из (2.8) следует, что v(x) > 0, 
v'(x) < 0, х < оо. Следовательно, -у{х) < 0 при х < со. 

Лемма 4. При всех х < оо 
-В < 7(х) < -Ь < 0. (2.9) 

Доказательство. Докажем вторую часть этого неравенства (первая часть доказыва
ется аналогично). Пусть z(x) = — Ь — "у(х). Тогда 

Lz = ez + \-Ь + j{x)]z = Ъ2 - с2(ж) < 0, Urn z(x) > 0. 

В силу того, что — Ь + -у(х) < 0, из рассуждений от противного получим z(x) > 0, х < оо. 
D 

Остановимся на вопросе приближенного решения задачи (2.5). Покажем, что решение 
задачи (2.5) устойчиво к возмущению с{х). Перейдем от (2.5) к задаче: 

е-у' + Г - с2(х) = 0, lira Mx) = - с 0 . (2.10) 
X—ЯХ) 

Предполагаем, что с(х) —>• со, а; -> оо, с(ж) > Ь > 0. 

Лемма 5. Пусть \с2(х) — с2(х)\ < Д при х > LQ. Тогда 

\~у{х) — -у(а;)| < 6_1Д при х > LQ. 

Доказательство. Учитывая, что уравнение (2.10) является аналогом уравнения (2.5) 
в случае возмущенных коэффициентов в уравнении (2.5), получим у(х) < 0. 

Пусть z = 7 — 7- Тогда 

ez' + (у(х) + j{x))z = с2(х) - с2(х), Urn z{x) = 0. 

Используя принцип максимума, получаем утверждение леммы. • 

На основании леммы 5 для достаточно больших х функцию j(x) можно приближенно 
найти на основе разложения с(х) и ^(х) в ряд по обратным степеням х. 

Теперь будем искать решение задачи (2.5) в виде асимптотического ряда по параме
тру е: 

N 

Ы^) = Е^(х)еп. (2.11) 
п=0 
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Подставляя это разложение в (2.5) и собирая члены при одинаковых степенях е, получим 
рекуррентную формулу: 

1 
7п — „ 

27о 7n-i + Y1 7i7j 7о(х) = -с(х), (2.12) 

где 1 < i,j < п — 1, п > 1. 
По аналогии с леммой 3 можно доказать, что справедлива 

Лемма 6. Пусть с(х) - N раз непрерывно дифференцируемая функция. Тогда для 
достаточно малых значений е для некоторой постоянной С при всех х 

Ых)-Ых)\<Се"+х. 

Как и в случае несамосопряженной задачи (3(х) из (2.6) может быть найдено в виде 
асимптотического ряда. Из (2.6) следует, что для х > LQ 

\P(x)\<max\f(x)\/b. 
x>Lo 

Если искать (3(х) в виде ряда Д\г(х) = Sn=oРп{х)еп, то коэффициенты (Зп связаны 
рекуррентным соотношением 

7(ж) -у{х) 

На основании принципа максимума нетрудно показать, что если функции f(x) и с(х) 
N раз непрерывно дифференцируемы, то для некоторой постоянной С при всех х 
\f3(x)-pN(x)\<CsN+1. 

Покажем, что решение задачи (2.6) устойчиво к возмущению j(x). 
Пусть (3(х) - решение задачи (2.6) в случае возмущенной функции ~у(х). На основании 

принципа максимума можно показать, что если при х > LQ 

i(x) < -b < 0, \-у{х) - 7 ( х ) | < А, 

то при' всех х > L{y 
\р{х) - 0{х)\ < max |/3(аО|Ь-1Д. 

x>Lo 

С учетом соотношения (2.4) перейдем от (2.1) к задаче на конечном интервале: 

L£u = е и" — с (х)и = fix), 
(2.14) 

и(0) = A, eu'(Loj - 7 (LoML 0 ) = 0(LO). 

При переходе от (2.1) к задаче (2.14) значения 7(^0) и /3(LQ) могут быть найдены с 
некоторой погрешностью. Оценим влияние этой погрешности на решение задачи (2.14). 

На основании принципа максимума нетрудно убедиться, что справедлива 

Теорема 2. Пусть й(х) - решение задачи (2.14) е случае возмущенных значений 
7(Ьо), 0{Lo). Пусть найдется b > 0 такое, что 

i(Lo)<-b<0, | 7 ( L 0 ) - 7 ( b o ) | < A , \0(LO) - 0(LO)\ < А. 

Тогда при всех х б [0, LQ) 

|u(a:)-«(a:)| <b~1(l+ \\u\\)A. 
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Остановимся на вопросе численного решения задачи (2.14). По аналогии с [6] можно 
показать, что для производных решения задачи (2.1) справедливы оценки 

\uU)(x)\ < c [ l + e- jexp(-6e-1a;)] , j = 1,2,3,4. (2.15) 

Таким образом, решение задачи (2.14) содержит экспоненциальный пограничный слой 
около границы х = 0. Равномерно сходящаяся разностная схема для такой задачи может 
быть построена либо за счет подгонки к погранслойному росту решения [7], либо за счет 
построения в пограничном слое специальной неравномерной сетки [8]. 

Решение задачи (2.1) может быть найдено и с помощью решения задачи Коши для 
уравнения (2.4): 

еи'(х) - -у(х)и(х) = 0(х), «(0) = А. (2.16) 

Для нахождения решения задачи (2.16) можно использовать равномерно сходящуюся 
схему [6, 9]. Функции j(x) и j3{x) в (2.16), как это было определено выше, находятся с 
некоторой погрешностью. Оценим влияние этой погрешности на решение задачи (2.16). 

Можно показать, что если при всех х 

ч(х)<-Ь,Ь>0, \7(х) - j(x)\ < А, \0{х) - Р(х)\ < А, 

то 
« - « | | <Ь _ 1 (И- | | « | | )Д . 

3. Нелинейное уравнение с первой производной 

Рассмотрим краевую задачу 

Т£и = -ей" + mu + g(u) = 0, и(0) = A, lim и(х) = В. (3.1) 
X—VOO 

Предполагаем, что функция д(з) является достаточно гладкой при всех s E -R, 

е е (0,1], ш > 0 , «/(5) = 0, д'{В)>0, 
(3.2) 

g'{s) > -/3, s € R, /3 > 0, т 2 - 4/Зе > а > 0. 

Согласно [4], решение задачи (3.1) при условиях (3.2) существует и единственно. Оста
новимся на вопросе переноса краевого условия из бесконечности в некоторую точку LQ. 

Согласно подходу [1-3] устойчивая сепаратриса "седла" в фазовом пространстве 
переменных (и, и') задается соотношением: 

u'{x) = r1(u(x)-B) + j{u(x)), (3.3) 

где г\ - отрицательный корень уравнения —ег2 + тг + д'(В) = 0, у(и) - решение задачи 
типа Ляпунова: 

e-y'(u)[ri{u-B) + j(u)} = er2-y(u) + д(и) -д'(В)(и-В), 

7(5) = 0, т-1 + г2 = те , 

имеющей единственное решение. 
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Учитывая (3.3) и выражая из (3.4) j(u(x)) в явном виде, можно показать, что для 
произвольного LQ > 0 при всех х > LQ 

Ь(и(х))\ < - max gZ(u(x))\(u(x) - В)2, 
т x>Lo i 

где и(х) - решение задачи (3.1). 
Решение задачи (3.4) ищем в виде асимптотического ряда 

N 

п-0 

Перепишем уравнение (3.4) в виде 

rie[-y'{u){u -В) + -у{и)} + £ 7 » 7 Ы = т-у{и) + д(и) - д'{В){и - В). (3.6) 

Учтем, что 
пе = ( т - 5(е))/2, 5(e) = у/т2 + 2ре, р = 2д'(В), 

где 
оо TV- i—2 

S(e)=m + Y/(-l)i+l-^Pirn1-2iei, Ki = Ц(2п + 1), Kx = 1. (3.7) 
t=l l' n=0 

Подставляя (3.5) в (3.6), учитывая (3.7) и собирая коэффициенты при одинаковых 
степенях е, при всех п > 0 получим 

7» = ̂  E ^ i - * + B - D ^ f ^ ^ [ < - « ( « - ^) + 7п-ф (3-8) 

причем 

„,.) _ *№)(-*>-«М (м ) 
m 

Лемма 7. Пусть д{и) - (N + 1) раз непрерывно дифференцируемая функция. Тогда для 
некоторой постоянной С при всех х 

Mu(x))-jN(u(x))\<CeN+\ 

где и(х) - решение задачи (3.1). 

Доказательство. Пусть z(u(x)) = *y{u{x)) -JN(U(X)). Тогда z(u(x)) является решени
ем задачи 

d 
е — 4 Ф ) ) ~ er2z{u{x)) = F{x), Urn z(u(x)) = 0, (3.10) 

где \F{x)\ < C 0ew + 1 . Из (3.10) следует: 

00 

z(«(x)) = — / F(a)exp[r2(x - s))ds. 

z 

Из этого соотношения получаем |z(u(x))| < C7om~1eJV+1. D 
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Уравнение (3.3) позволяет свести задачу (3.1) к конечному интервалу: 

—ей" + ти' + д(и) = О, 
(3.11) 

«(0) = A, u'(Lo) = ri[u(L0) -В] + 7 («( io)) . 

Задача (3.11) поставлена на конечном интервале и может быть решена с применением 
разностной схемы. Функция -у(и) из (3.4) может быть найдена приближенно. Исследуем 
влияние погрешности в задании y{u{Lo)) на решение задачи (3.11). 

Теорема 3. Пусть й - решение задачи (3.11) в случае возмущенной функции y(v). 
Пусть функция y(v) непрерывно дифференцируема при всех v £ R, 

- П - y'(v) > -0о, v e R, Ро > 0, m - 2/30£ > rj > 0. 

Пусть \y(u(Lo)) — y(u(Lo))\ < Д. Тогда при всех х € [0,LQ] 

\и(х) -й(х)\ < 2Аег]~г ехр\т(2е)~1 (х - L0)l. 

Доказательство. Пусть z = и — й. Тогда 

Lez = —ez" + mz' + [g{u) — д(й)](и — u)~lz = 0, 

z(0) = 0, Dez = z'(Lo) - (ri + 7'(0))z(Io) = 7 № o ) ) - y{u(L0)). 

Определим 
Ф(г) = 2Дег/-1 exp[m(2e)"«l(a; - L 0) | ± z(e). 

При таком задании Ф(ж) при всех ж G (0,Lo): 

Ь£Ф(ж) > 0, Ф(0) > 0, £>£Ф > 0. 

В силу принципа максимума, справедливого для оператора LE, Ф(ж) > 0, х 6 [0, Lo]. D 

На основании соотношения (3.3) задачу (3.1) можно свести к задаче Коши для 
уравнения первого порядка: 

и'(х) - / («) = 0, u(0) = A, / (u) = r i ( u - B ) + 7 ( u ) - (3-13) 

Нетрудно показать, что если 

П + 7 » < - 0 , v£R, 9>0, (3.14) 

й(ж) - решение задачи (3.13) с возмущенной функцией у(и), то из того, что при всех х 
\у(и(х))— 7(и(ж))| < Д, следует ||ti—й|| < 9~~1А. Если строить у(и) в виде (3.5), то условия 
(3.14) будут выполнены для достаточно малых значений е, если g'(v) > 6, v £ R, для 
некоторого 6 > 0. 

Задача (3.13) не содержит пограничного слоя и для ее решения можно использовать 
какой-либо из методов решения задачи Коши [5]. 
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4. Нелинейное уравнение без первой производной 
Рассмотрим случай нелинейной краевой задачи: 

е2и"{х) - д{и) = 0, и(0) = А, ^ « ( а ) = В. (4.1) 

Предполагаем достаточную гладкость функции д, 

M2>g'{s)>32, s£R, M > 0 , в>0, g{B) = 0. (4.2) 

Такая задача может возникнуть, например, при моделировании процесса диффузионного 
горения [10]. 

На основании принципа максимума можно убедиться, что и(х) возрастает при А < В 
и убывает, если А > В. Из (4.1) следует: 

в 
{еи'{х))2 =F{u) = ~2 fg{s)ds. (4.3) 

и 

Таким образом, 
'F(u) при А < В, 

еи'{х) = { v ' (4.4) 
'F(ti) при А > В. 

На основании соотношений (4.4) можно перенести краевое условие из бесконечности. 
Рассмотрим случай А < В (случай А > В аналогичен). Задача (4.1) на конечном 
интервале принимает вид: 

е2и"{х) - д(и) = 0, 0 < х < L0, 
(4.5) 

tt(0) = A, eu'(Lo) + S{u(L0)) = 0, S(u) - - / F ( u ) . 

Можно показать, что 
М 2 В2 

^ - > 5 ' Н > ^ , v<B. (4.6) 

Пусть й - решение задачи (4.5) в случае возмущенной функции S(u). Пусть S'(v) > /3Q, 
v < В. Можно показать, что если 

\S(u(L0)) ~ S(u(L0))\ < А, 

то при всех х £ [0, Lo] выполнится 

\и{х) -й(х)\ ^во1^. 

При построении разностной схемы для задачи (4.5) необходимо учитывать, что решение 
имеет пограничный слой около границы х = 0. 

Соотношение (4.3) можно использовать для сведения исходной задачи (4.1) к началь
ной. Для определенности полагаем А < В. Тогда начальная задача имеет вид 

e u » + S{u) = 0, и(0) = А, (4.7) 
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где S'{v) удовлетворяет оценкам (4.6). Решение задачи (4.7) содержит пограничный слой 
около начальной точки х = 0. Для решения такой задачи можно использовать, например, 
схему из [9]. 

Нетрудно убедиться, что если й - решение задачи (4.7) в случае возмущенной 
функции S(u), S'(v) > po, v < В, то из условия 

\S(u(x)) - S{u(x))\ < A, 0<x<L0 

следует 
\и(х) — й(х 

5. Результаты численных экспериментов 

Сначала была рассмотрена нелинейная краевая задача: 

-ей" + и +иехр(и) = 0, и(0) = 1, lim и(х) = 0. (5.1) 

Условия (3.2) для этой задачи выполнены. Задача (5.1) сводилась к конечному интерва
лу и для решения редуцированной задачи применялась схема направленных разностей. 
Численно исследовалось влияние способа задания краевого условия на решение разност
ной схемы. Для этого решение схемы при различных способах задания краевого условия 
сравнивалось с решением такой же схемы на достаточно длинном интервале. Шаг раз
ностной сетки принимался постоянным, h = 0.1. Пусть z соответствует разности схем
ных решений на заданном интервале длины LQ И на интервале длины L: zh = и^ - uL, 
L = 100. 

Сравним три способа переноса краевого условия из бесконечности: 1) u(L0) = 0, 
2) U'(LQ) — 0, 3) согласно (3.11) с j(u) = jo(u), г Д е 7о(^) соответствует (3.9). 

Решение разностной схемы находилось модифицированным методом итераций Пика-
ра, причем в случае третьего способа задания краевого условия осуществлялась линеа
ризация и краевого условия. Нелинейность в краевом условии не увеличивала количество 
итераций. На каждом итерационном шаге решение находилось методом прогонки. 

В табл. 1 приведена норма погрешности \\z \\ в зависимости от способа задания 
краевого условия и длины интервала при е = 1, в табл. 2 - при е = 0.1. 

Таблица 1. Норма погрешности Таблица 2. Норма погрешности 
в зависимости от L0 при е = 1.0 в зависимости от L0 при е = 0.1 

L0 

1 
5 
10 

u(L0) = 0 

0.26 
0.64ю-2 
0.78ю-4 

u'(Lo) = 0 

0.54io-l 
О.Шо-2 
0.13io-4 

(3.11), 7 = 7o 

0.12io-2 
0.54ю-5 
0.74io-7 

bo 

1 
5 
10 

u(L0) = 0 

0.42 
О.ЗОю-1 
0.14io-2 

u'(Lo) = 0 

0.16 
0.1310-1 
0.611O-3 

(3.11), 7 = 70 

0.17io-l 
0.4110-4 
0.6810-5 

Таблица 3. Норма погрешности в зависимости от е при LQ = 1.0 

е 

1 
1 ю - 1 
1 ю - 2 
1 ю - 3 

u(L0) = 2 

0.71 
0.66 
0.66 
0.66 

u'(Lo) = 0 

0.17 
0.59ю-1 
0.34ю-1 
0.31ю-1 

(3.11), 7 = 70 

0.17Ю-1 
0.14ю-2 
0.98ю-4 
0.88ю-5 
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Затем аналогичным образом была рассмотрена краевая задача: 

- e u " + u' + ( u - 2 ) e x p ( - l / u ) = 0 , u(0) = 1, ton u{x) = 2. (5.2) 

Задача (3.1) при задании д(и) = К (и - В)ехр(—Е/и), К, Е > 0 является модельной 
при математическом описании переноса пламени [10]. Не все условия в (3.2) при этом 
выполнены. В табл. 3 приведена \\zh\\ в случае задачи (5.2) при LQ = 1 в зависимости от 
способа задания краевого условия и значения е. 

В соответствии с результатами численных экспериментов при переносе краевого 
условия из бесконечности среди рассматриваемых способов более точен подход, пред
лагаемый в (3.11). 
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