
Том 7, 2004 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ №2 

Численный метод для системы 
линейных уравнений второго порядка 

с малым параметром 
на полубесконечном интервале* 

А . И . Задорин, О.В. Харина 

У Д К 519.62 

Задорин А.И. , Харина О.В. Численный метод для системы линейных уравнений 
второго порядка с малым параметром на полубесконечном интервале / / Сиб. журн. 
вычисл. математики / РАН. Сиб. отд-ние. — Новосибирск, 2004. — Т. 7, № 2. •— 
С. 103-114. 

Рассматривается краевая задача для линейной системы обыкновенных дифференциальных уравне
ний второго порядка с малым параметром при старших производных на полубесконечном интервале. 
Рассматриваются системы уравнений типа реакция-диффузия и конвекция-диффузия. Исследуется ме
тод редукции задачи к конечному интервалу на основе выделения многообразия решений, удовлетворя
ющих предельному условию на бесконечности. Вспомогательные сингулярные задачи Коши для диф
ференциальных матричных уравнений Риккати решаются на основе разложений решения по степеням 
малого параметра и независимой переменной. Оценивается точность предложенного подхода. Редуциро
ванная к конечному интервалу задача решается с применением сетки Шишкина. Приводятся результаты 
численных экспериментов. 
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A boundary value problem for a linear system of ordinary second order differential equations with a 
small parameter at higher derivatives on a semi-infinite interval is considered. Systems of reaction-diffusion 
and convection-diffusion equations are considered. The method of reduction of a problem to a finite interval 
problem, based on the extraction of a set of solutions satisfying the limit conditions on infinity, is investigated. 
Auxiliary singular Cauchy problems for the differential matrix Riccati equations are solved with the use of 
a series in powers of a small parameter and an independent variable. Accuracy of the method proposed is 
estimated. The Shishkin mesh is proposed for solving a problem after its reduction to a finite interval. The 
results of numerical experiments are presented. 
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при старших производных на полубесконечном интервале. Исходная задача сводится к 
краевой задаче для конечного интервала с помощью подхода, основанного на выделе
нии всего многообразия решений, удовлетворяющих предельному условию на бесконеч
ности [1, 2]. Это многообразие задается в виде линейной системы уравнений первого 
порядка и при фиксированном значении аргумента может рассматриваться в качестве 
граничного условия для задачи на конечном интервале. Коэффициенты этой системы 
определяются как решения задач Коши для дифференциального матричного уравнения 
Риккати и для линейной системы уравнений с предельным условием на бесконечности. 
Решить эти задачи предлагается на основе разложения решения в ряд по степеням ма
лого параметра или ж - 1 . Для оценки точности разложений исследуется устойчивость 
решения задачи Коши для уравнения Риккати к возмущению матриц-коэффициентов. 
В том случае, когда редуцированная к конечному интервалу задача является сингуляр
но возмущенной, для ее решения предлагается использовать неравномерную сетку [3]. 
Данная работа является продолжением [4], где рассмотрена система уравнений без кон
вективных членов. 

Введем некоторые обозначения. Используется евклидова норма для векторов и спек
тральная норма для матриц. Под С и С{ понимаются положительные константы, не зави
сящие от параметра е и шагов разностной сетки. Предполагается, что матрица является 
неотрицательной, если ее собственные значения не лежат в левой полуплоскости. 

1. Система уравнений типа диффузия-реакция 

Рассмотрим задачу 

е2и"(х) - С(х)и(х) = fix), и(0) = A, Km и(х) = 0, (1.1) 
X—>00 

где е > 0, матрица С(х) и вектор-функция /(ж) достаточно гладкие, С(х) является 
положительно-определенной матрицей порядка п: 

C(x)>al, а>0, lim С(ж) = Coo, lim /(ж) = 0. (1.2) 

Лемма 1. Пусть и(х) является решением задачи (1.1). Тогда 

\\и(х)\\ < . / т а х Д г | | / ( ж ) | | 2 + ||А|| 2, ж > 0. 
V х о. 

Доказательство. Умножая уравнение (1.1) на и{х) и используя представление 

(«,«)" = 2{и',и') + 2{и,и"), 

получим 
£ 2 

— (и,и)" - а(и,и) = ((С(ж) - al)u,u) + («',«') + (/,w). 

Учитывая (1.2) и неравенство 2|(/,u)| < a||w||2+ с г _ 1 | | / | | 2 для а > 0, при а — а получим 

Е2(и(х),и(х))" — а(и(х),и(х)) > -

Полагая v(x) = ||м(ж)У2, будем иметь 

LMx) = e2v"(x) - av{x) > --||/(ж)||2, v{0) 
а 

а 

lim v{x) = 0. 



Численный метод для системы линейных уравнений второго порядка 105 

Определим функцию 
^(Ж) = т а х ^ | | / ( а ; ) | ! 2 + | | А | | 2 - г ; ( Ж ) , 

тогда 
V>(0) > 0, ЬЖх) < 0 при х > 0, lim -ф{х) > 0. 

х—l со 

Из принципа максимума следует ф(х) > 0 при х > 0. • 

При численном решении задачи (1.1) необходимо редуцировать ее к задаче для конеч
ного интервала. Для этого выделим многообразие решений уравнения (1.1), удовлетво
ряющих предельному условию на бесконечности, которое используется в дальнейшем в 
качестве недостающего граничного условия в конечной точке. Это многообразие зададим 
как множество решений системы дифференциальных уравнений первого порядка 

еи'{х) + G{x)u{x) = (3(х), (1.3) 

где матрица G(x) - решение сингулярной задачи Коши для матричного уравнения 
Риккати 

sG'{x) - G2{x) + С(х) = 0, lim G{x) = СЦ2, (1.4) 

вектор-функция /3(х) - решение сингулярной задачи Коши 
е/3'(ж) - G(x)(3(x) = fix), lim р(х) = 0. (1.5) 

Лемма 2. Пусть матрица G(x) является решением задачи (1.4). Тогда G(x) > y/al. 

1 /2 

Доказательство. В соответствии с [5] из неравенства > al следует, что Соо > 
-у/aJ. Воспользуемся тем, что *JaI является решением задачи 

eU'(x) = U2(x) - al, lim U(x) = ^/a~I. 
X—юо 

При этом выполняется неравенство 

щ = ( с ^ ° T ) > H 2 - f a I 0 

0 -I ) - * \ 0 -I 

В соответствии с [6] G(x) > для х > 0. • 

Лемма 3. Пусть U(x) является решением следующей матричной задачи: 

L2U = eU'(x) - Q{x)U{x) - U(x)S{x) = F(x), U{r) = U0, 

U(x) - симметричная матрица, Q(x) > (31, S(x) > ш1. Тогда для x < г 

\\U(x)\\<\\U0\\ + -^m^\\F(x)\\. 
P + Ш x 

Доказательство. Полагая 

тах||^(ж)|| 
ф(х) = \\Uo\\I + ^ т — / ± U(x), 

р -г и) 

получим 

max\\F(x)\\ / \ 
ф{г)>0, Ь2ф(х)< [Q + S \± F{x) < 0, х<г. 

(З + ш \ J 

Используя принцип максимума [7], получим "ф(х) > 0. • 
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Лемма 4. Пусть С(х) и С(х) - симметричные матрицы, G(x) - решение задачи (1.4) 
в случае матрицы С(х): 

С{х)>а1, \\С(х) - С(х)\\ < А, 

Тогда для х > 0 

С1/2 - С1'2 <8. 

\G{x) -G{x)\\ < 6+ Л 

л/а + \J~a~ 

Доказательство. Полагая К{х) = G(x) — G(x), получим 

L3K = еК'(х) - G(x)K(x) - K(x)G(x) = С{х) - С(х), Jim К{х) = СЦ2 - 6Ц2-

Матрица К(х), как разность двух симметричных матриц, симметрична. Из леммы 3 
следует 

\\К{х)\\<6+—^-7=. • 
у/а + Vet 

Таким образом, в случае симметричной матрицы С(х) задача (1.4) имеет единствен
ное решение, которое устойчиво к возмущению этой матрицы. 

Для решения задачи (1.5), используя принцип максимума, нетрудно получить оценку 

1 № ) 1 1 < 4 = 1 1 / ( * ) и -
у/а 

Редуцируем задачу (1.1) к задаче на конечном интервале на основе выделенного 
многообразия 

е2и"(х) - С(х)и(х) = f{x), и{0) = А, su'{L) + G{L)u{L) = (3{L). (1.6) 

В [4] доказано, что решения задач (1.1) и (1.6) совпадают на интервале [0,L]. Ниже 
аналогичный анализ будет проведен для задачи (2.13). 

Матрица G(x) и вектор-функция /3(ж) из сингулярных задач Коши (1.4) и (1.5) могут 
быть найдены в виде асимптотических рядов по параметру е: 

т т 

Gm(x) = Gk(x)ek, (Зт(х) = £ (3k(x)ek. 

Коэффициенты Gk и /3fc находятся рекуррентно: 

Go(x)Gk(x) + Gk(x)G0(x) = (Gfc_i(a;))' - £ Gi(x)Gk-i(x), G0(x) = C^2(x); (1.7a) 

G(x)(3k(x) = (f3k^(x))', G(x)(3Q(x) = -f(x). (1.76) 

Покажем, что найденное приближенное решение Gm(x) удовлетворяет предельному 
условию на бесконечности (1.4). Из (1.7а) следует, что 

fc-i 
Go(oo) = СЦ2, G0(oo)Gfc(oo) + Gfc(oo)Go(oo) = - £ G<(oo)Gfe_i(oo). 

4 = 1 

Из этого уравнения следует, что Gfc(oo) = 0, k = 1 , . . . , т. Следовательно, 

lim Gm{x) = lim G(x) = СЦ2. 

file:///J~a~


Численный метод для системы линейных уравнений второго порядка . 107 

Так как матрица Gm{x) строится на основе асимптотических разложений решения 
уравнения (1.4), то она является решением уравнения eG'{x) — G2(x) + С(х) = 0, где 
||С(ж) — С(х)\\ < Co£ m + 1 . Пусть матрица С(х) симметрична. Покажем, что матрица 
С(х) тоже симметрична. Сначала покажем, что приближенное решение Gm(x) является 
симметричной матрицей. На каждом шаге по к решается уравнение Сильвестра (1.7а). 
Правая часть этого уравнения является симметричной матрицей. Основано это на том, 
что матрица С(х) симметрична, а для двух симметричных матриц А и В матрица 
Р = АВ + ВА тоже является симметричной. Уравнение Сильвестра (1.7а) имеет 
единственное решение и, переходя от этого уравнения к сопряженному, получаем, что 
(Gk)T = Gk как решения одного уравнения. Из матричного уравнения Риккати, которому 
удовлетворяет Gm(x), следует, что матрица С(х) является симметричной. 

Итак, если матрица С(х) симметрична, то в соответствии с леммой 4 

\\G(x) - Gm{x)\\ <Cem+1. 

Отметим, что для формирования задачи (1.6) коэффициенты G и /3 достаточно вы
числить при х = L. Для нахождения Сг12{Ь) используем итерационный метод вычи
сления корня из положительно-определенной матрицы [8]. Полагаем C X/ 2(L) = D + В, 
где элементами диагональной матрицы D являются квадратные корни из диагональ
ных элементов матрицы C(L). Для вычисления матрицы В используем итерационную 
формулу 

DBk + BkD = A — D2 — В\_х, A = C{L), 

которую можно записать в виде 

(Bkh = DilD{(A-D2)a~ (Bk-l)ij), *.J = i , ( 1 - 8 ) 

В результате извлечения квадратного корня из симметричной положительно-определен
ной матрицы C(L) получим симметричную положительно-определенную матрицу GQ(E). 

Уравнение на Gk(x) вида АХ + ХВ = Н является непрерывным уравнением Сильве
стра, которое однозначно разрешимо для любой правой части, если Xi(A)+Xj(В) ф 0 для 
любых В данном случае А — В = GQ(X). Так как GQ{X) - положительно-определенная 
матрица, суммы ее собственных значений попарно не равны нулю. При выполнении 
этого условия и симметричной правой части Н решение уравнения Сильвестра будет 
единственным и симметричным. 

Для решения таких уравнений существуют ортогональные методы, например, алго
ритмы Бартелса-Стьюарта и Голуба-Нэша-ван-Лоана [9]. 

Рассмотрим алгоритм Бартелса-Стьюарта для уравнения (1.7а) при х = L в случае 
симметричной матрицы С(х): 

1) Матрица Go(L) приводится к верхней форме Шура GQ(L), которая будет диагональ
ной матрицей в силу симметричности GQ(L). ЭТО приведение можно сделать с по
мощью программы, приведенной в [9], или пакета Maple. В результате будет найде
на трансформирующая ортогональная матрица Q такая, что GQ(L) = QTGQ(L)Q. 

2) Преобразование правой части: H(L) = QTH(L)Q. 

3) Нахождение Y(L) из преобразованного матричного уравнения 

G0(L)Y(L)+Y{L)Go{L) = H(L). 

4) Нахождение GK{L) = QY(L)QT. 
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Для нахождения приближенного решения уравнения (1.5), как говорилось выше, 
можно использовать разложения по параметру е, учитывая рекуррентные формулы 
(1.76). Применяя принцип максимума, можно показать, что 

\\Р-(Зт\\<Сет+\ 

Так как матрица G(x) и вектор-функция (3(х) могут быть найдены только прибли
женно, требуется исследовать задачу (1.6) на устойчивость к возмущению этих коэффи
циентов. 

Теорема 1. Пусть й(х) - решение задачи (1.6) в случае, когда G(L), 0{Ь) заменены 
на G(L), 0(L). Предположим, что \\G(L) - G{L)\\ < A, \\0(L) - J3(L)\\ < А. Тогда для 
0 < х < L 

\\и{х) -й(х)\\ < С А. 

Доказательство. Пусть z(x) = и{х) — й(х), тогда z(x) является решением задачи 

s2z"{x) - C{x)z(x) = 0, 

z(0) = 0, ez'{L) + G(L)z{L) = (G(L) - G{L))u{L) + (3(L) - J3{L). 

Умножая уравнения этой задачи скалярно на z и полагая v(x) = ||z(a:)||2, получим 

LAv = e2v"{x) - 2av{x) > 0, v{0) = 0, L5v = ev'(L) + Va~v{L) < —= (l + \\u{L)||2). 
л/Л V / <a 

Определим функцию 

ф(х) = ^ ( 1 + \\иЩ\\2)-и(х). 

Тогда t/>(0) > 0, Ь^-ф < 0, Ь^ф > 0. Из этих соотношений следует, что ф(х) > 0. • 

2. Система уравнений типа диффузия—конвекция 

Рассмотрим систему уравнений в векторном виде 

Т£и{х) = еи"{х) - а{х)и'{х) - С{х)и{х) = f{x), (2.1) 

tt(0) = A, lim и(х) = 0. (2.2) 

Предполагаем, что С(х) - матрица порядка п, 

Coo = lim С(х), lim f(x) = 0, lim а(х) = а^, 
х—>оо х—»оо х—>оо 2̂ <J) 

£> > а(ж) > а > 0, С(х)>(31, /3 > 0, е > 0. 

Функция а(ж), вектор-функция f(x) и матрица С(х) предполагаются достаточно глад
кими. 

Получим оценку устойчивости для решения задачи (2.1), (2.2). 

Лемма 5. Справедлива оценка 

| u ( x ) | | < W | | A | P + ^ 1 0 3 x 1 1 / ^ ) 1 1 2 . ( 2 . 4 ) 
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Доказательство. Доказательство леммы проводится по аналогии с леммой 1. Пусть 
w(x) = ||и(ж)||2. Умножим уравнение (2.1) скалярно на и{х) и получим 

£-w"(x) - ^~w'{x) - (3w{x) = (С(х)и, и) - (3{и, и) + е(и\ и') + (/, и). 

Из этого уравнения получим 

LGw(x) = ew"{x) - a{x)w'{x) - f3w{x) > - ^ | | / | | 2 . (2.5) 

Определим 

V(x) = ±wBJL\\f(x)\\2 + \\A\\2-w(x). 

Используя оценку (2.5), получим 

Ь6Ф(ж) < 0, х > 0, Ф(0) > 0, lim Ф(ж) > 0. 

Использование принципа максимума дает Ф(ж) > 0 при х > 0. • 

Сведем задачу (2.1), (2.2) к задаче для конечного интервала. Определим многообразие 
решений уравнения (2.1), удовлетворяющих предельному условию на бесконечности как 
множество решений уравнения первого порядка 

и'(х) + G(x)u(x) = в{х), (2.6) 

где G(x) - решение сингулярной задачи Коши для матричного уравнения Риккати 

eG' - EG2 - a{x)G + С(х) = 0, G{x) -> (?«,, х -> оо, (2.7) 

в(х) - решение линейной задачи 

ев' - [a(x)I + eG(x)]e = /(ж), 0(я)-» 0, ж о о . (2.8) 

В (2.7) Goo _ решение квадратного матричного уравнения 

eG2 + QooG - Goo = 0, G 0 0 = 2 G 0 O [ a 0 O / + ( a 2

X 5 7 + 4 G 0 O e ) 1 / 2 ] " 1 . (2.9) 

Покажем, что (2.6) действительно выделяет множество решений уравнения (2.1), стре
мящихся к нулю на бесконечности. Учитывая уравнения (2.7) и (2.8), можно заключить, 
что уравнение (2.1) превращается в тождество на решениях уравнения (2.6). Предельное 
нулевое условие на бесконечности для решений уравнения (2.6) выполнено в силу того, 
что спектр матрицы Goo находится в правой полуплоскости. Остановимся на свойствах 
решений задачи (2.7). 

Лемма 6. Пусть матрица С(х) симметрична, G(x) - решение задачи (2.7). Тогда при 
всех х > 0 

2(3 G(x) >SI, 6 = 
D + x/D2 + 4/Зе' 

Доказательство. В силу симметричности С(х) матрица G(x), как решение задачи 
(2.7), симметрична. Пусть G m i n = 51, Z = G — G m j n . Из (2.7) следует, что матрица Z(x) 
является решением задачи 



110 А.И. Задорин, О.В. Харина 

eZ' - (a{x)I + eG)Z - sZGmin = j3I - С(х) + {а(х) - D)Gmia < 0, lim Z(x) > 0. 
x—юо 

Учитывая симметричность Z(x), используя теорему сравнения из [7], получим Z(x) > 0 
при х > 0. • 

Исследуем устойчивость решения задачи (2.7) к возмущению матрицы С(х). 

Лемма 7 . Пусть G(x) - решение задачи (2.7) с возмущенной матрицей С(х): 

е& - eG2 - a{x)G + С{х) = 0, G(x) ^ G^, х -»• оо, (2.10) 

где GQO определено по аналогии с (2.9). Пусть матрицы С(х), С(х) симметричны, 
матрицы С^, С^ перестановочны. Тогда 

max \\G(x) - G(x)\\ < a~l max \\C(x) - C(x)\\. 
X X 

Доказательство. Пусть Z = G — G. Тогда Z(x) является решением задачи 

L7Z = eZ' - [eG(x) + a(x) I]Z - eZG(x) = C{x) - C(x), (2.11a) 

Z(x) -> Zoo при x -)• оо, (2.116) 

Zoo = 2(Goo - Goo) [(all + 4 £Goo) 1 / 2 + [a^I + 4 £ Goo) 1 / 2 ] _ 1 . (2.11B) 

В соответствии с [7] для оператора L7 матричного уравнения (2.11а) справедлив принцип 
максимума, в соответствии с которым в случае симметричной матрицы Z(x) из условий: 

L7Z(x) < 0, х < оо, lim Z(x) > 0 (2.12) 
х—>оо 

следует Z(x) > 0, х < оо. Определим матрицу 

Ф(ж) = a"1 max\\С{х) - С{х)\\ I ± Z{x). 

Нетрудно убедиться, что для матрицы Ф(ж) выполнены условия (2.12). В силу принципа 
максимума Ф(ж) > 0 при х < оо. • 

Используя соотношение (2.6), сведем задачу (2.1), (2.2) к задаче для конечного 
интервала [0,L]: 

ей" -а(х)и' -С(х)и = f{x), и(0) = А, и'Щ + G{L)u(L) = 6{L). (2.13) 

Покажем, что посредством (2.13) задача (2.1), (2.2) преобразуется к конечному интер
валу точным образом. Для этого рассмотрим задачу Коши относительно выделенного 
многообразия 

и'(х) + G(x)u(x) = в{х), и(0) = А. (2.14) 

Несложно заключить, что решение задачи (2.14) удовлетворяет задачам (2.1), (2.2) и 
(2.13). В силу единственности решения задач (2.1), (2.2) и (2.13) совпадают при х (Е [0, L]. 

Коэффициенты G(L), в(Ь) в краевом условии (2.13) из сингулярных задач Коши (2.7) 
и (2.8) могут быть найдены только приближенно. В связи с этим необходимо оценить 
устойчивость решения задачи (2.13) к возмущению этих коэффициентов. 
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Теорема 2. Пусть й(х) - решение задачи (2.13) с коэффициентами G(L), в(Ь). Пусть 

\\0(L) -в{Щ < A, | | G - G | | < A , G>SI, 5 > 0. 

Тогда для некоторой постоянной С 

\\и{х) - й{х)\\ < СДлДехр(а£-х(ж - L)/2). (2.15) 

Доказательство. Пусть Z(x) = и(х) — й(х). Тогда 

TeZ(x) = 0, Z(0) = 0, Z'(L) + GZ{L) = 0{L) - в(Ь) + (G - G)u{L). (2.16) 

Умножим (2.16) на Z(x), введем w(x) = ||Z(a;)||2 и получим 

w(0) = 0, L8w = ew" - aw' -0w>O, Rw = w'{L) + Sw(L) < C 0 A 2 . 

Пусть 

Ф(ж) = С£Д2ехр(ае_1(а; - L)) - w(x). 

Для некоторой постоянной С 
Ь8Ф(ж) < °> 0 < х < L, Ф(0) > 0, ДФ(ж) > 0. 

Из принципа максимума следует, что Ф(ж) > 0. • 

Решение уравнения Риккати (2.7) может быть найдено на основе разложения 

то 
Ст(х) = "£Скек. (2.17) 

k=o 

Подставляя это разложение в (2.7), получим рекуррентную формулу 

Gk+i = а(х) ' ^° = ~7~\G(x). а(х) G'k — У] GjGk 

г=0 

По аналогии со случаем приближенного решения задачи (1.4) можно показать, что 
выполнены условия леммы 7, и поэтому 

\\G(x) - Gm(x)\\ <Cem+i. (2.18) 

Заметим, что на каждом шаге по к Gk+i находится в явном виде и, в отличие от слу
чая уравнения типа диффузия-реакция, не приходится решать уравнение Сильвестра. 
Оценка точности (2.18) зависит от значения параметра е. 

Покажем, как можно осуществить разложение решения задачи (2.7) в ряд, чтобы 
получить оценку точности, равномерную по е. Предполагаем, что при х > L для 
некоторого m справедливы разложения 

^ ) = Е Э + 0 ( ^ ) , С(х) = £^ + 0(-Ц. (2.19) 
k—0 к—0 

Пусть 
т р 

Gm(*) = £ ф (2-20) 
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Учитывая разложения (2.19) и (2.20) в (2.7), получим на каждом шаге по к уравнение 
Сильвестра относительно Gk'. 

к-1 к 

eGkG0 + {eG0 + a0I)Gk = -(к - l)eG*_i - е £ GiGk^ - £ aiGk^, G 0 = G ^ , (2.21) 
i=l i=l 

где GQO определено в (2.9). Так как матрица Gm(x) построена на основе разложений 
(2.19) и (2.20), то Gm(x) является решением задачи (2.7) с возмущенной матрицей С(х): 

е& - eG2 - a(x)G + С(х) = 0, G{x) ->• Goo, х оо, (2.22) 

где \\С{х) - С{х)\\ < Сх-(т+1\ 
Пусть матрица С(х) симметрична. Покажем, что тогда выполнены условия леммы 7. 

В силу симметричности С(х) и уравнения (2.7) матрица G(x) симметрична. Из рекур
рентной формулы (2.21) следует, что все матрицы Gk(x) симметричны, поэтому симме
трична матрица G(x) = Gm(x). Из уравнения (2.22) следует, что матрица С(х) симме
трична. Учитывая условие G(x) —> G o o , можно показать, что Goo = Goo- Итак, условия 
леммы 7 выполнены. Пусть х > L. Тогда в силу леммы 7 при х > L 

| |G (a ) -G (o!) | | <CL^m+1l (2.23) 

По аналогии с вышеизложенным функция 9(х) из (2.8) может быть найдена на основе 
разложения в ряд по параметру е или ж - 1 - • 

3. Численные эксперименты 

Остановимся на результатах численных экспериментов, проведенных для зада
чи (1.1). Задача (1.1) точным образом сведена к задаче на конечном интервале (1.6). 
Решение задачи (1.6) имеет пограничный слой у границы х = 0. Для численного ре
шения такой задачи используем схему центральных разностей на неравномерной сетке 
Шишкина [3], которая имеет порядок точности 0(N~2 In2 N). Итак, определим неравно
мерную сетку Q: 

Г 2дг „ N 2(1 - q) ( N\ N . , 1 
= \xi : Щ = J r , 0 < г < - , X i = q+ N [г - - j , - < г < NJ , 

(3.1) 

где q = min{l/2, aoelniV}. Выпишем разностную схему для задачи (1.6): 

Ыи^ - « ? ) - ы+М - u J U ) _ h = 

hihi+i[hi + ni+i) 

uh

0=A, £ < - < - i +G(L)uh

N = (3(L), Ci = C(xi), fi = f(xi). 

Задачу (3.1) решим методом скалярной прогонки с использованием итераций: 

2s — г ОгЩ = Д + ( G i - D j ) « i , г = 1,2,... ,N - 1, 
nini+i{l%i + ni+i) . . 

к _ к \ > 
ul = A > £

u * u " ~ i + = ^ ( L ) _ ( G ( L ) _ DL)uk

N-\ 
h-N 
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где Di - диагональная матрица, диагональ соответствует диагонали матрицы d, ана
логично Di - диагональная матрица с диагональными элементами матрицы G(L). 

Используя принцип максимума, можно показать, что если матрицы Cj и G(L) - со 
строгим диагональным преобладанием 

C f R > J2 lO, G"{L)R > £ \&m{L)\ R < 1, 

то итерационный метод сходится и 

max||w^+1 - ttfUoo < -Rmax||u* -wf||oo-
г г 

Рассмотрим задачу 

е2и"{х) - С(х)и(х) = f{x), u(0) = A, lim и{х) = 0, (3.3) 
ж—У ОО 

где матрица С(х) симметрична: 

c(«) = (J 3 ) . № ) = ( ; ! ) . *={ы)-
При построении сетки принималось ао = 1.4. В краевом условии разностной схемы (3.1) 
G(L) = у/ЩЦ, ~ -G~l{L)f{L), что соответствует (1.7) при m = 0. Итерации (3.2) 
заканчивались, если ||ttfe — < 10~8. 

В табл. 1 приведена норма погрешности S = \\uh — [ti]oj|oo с х е м ы (3-1) при L = 1. 
Приведенная в табл. 1 норма погрешности 6 зависит от приближенного задания /3(L) 
и от погрешности разностной схемы. Из табл. 1 следует, что при малых значениях па
раметра е, когда погрешность переноса предельного краевого условия из бесконечности 
мала, S < CN~2ln2(N), что соответствует [3]. 

Сравнивались предложенный способ переноса предельного краевого условия из бес
конечности на границу интервала [0,L], L = 1, с переносом на основе условий Дирихле 
u(L) — 0 и Неймана u'(L) = 0. Вычисления показали, что в случае условия u(L) = О 
при всех испытываемых е и N 6 и 0.19. В табл. 2 приведена норма погрешности S при 
переносе краевого условия из бесконечности на основе условия u'(L) = 0. Результаты 
вычислений подтверждают преимущество в точности предложенного подхода. 

Таблица 1 

е ^ \ 
10 20 40 80 160 320 

ю- 1 0.19 • Ю - 1 0 . 8 7 - Ю - 2 0.64 • 1 0 ~ 2 0.61 • Ю - 2 0.60 • Ю - 2 0.59 • Ю - 2 

ю - 2 0 . 1 9 - Ю - 1 0.86 • Ю - 2 0.35 • Ю - 2 0.12 • Ю - 2 0.82 • Ю - 3 0.72 • Ю - 3 

ю - 3 0.19 • 1 0 " 1 0.86 • Ю - 2 0.35 • 1 0 " 2 0.12 • 1 0 ~ 2 0.42 • Ю - 3 0 . 1 4 - Ю - 3 

ю- 4 0.19 • Ю - 1 0.86 • Ю - 2 0.35 • Ю - 2 0.12 • Ю - 2 0.42 • 1 0 _ 3 0 . 1 4 - Ю - 3 

ю - 5 0.19 • Ю - 1 0.86 • Ю - 2 0.35 • Ю - 2 0.12 • 1 0 ~ 2 0.42 • 1 0 ~ 3 0 . 1 4 - Ю - 3 

Таблица 2 

е ^ \ 
10 20 40 80 160 320 

ю- 1 0.29 • Ю - 1 0.18 • Ю - 1 0 . 1 4 - Ю - 1 0.13 • Ю - 1 0.13- Ю - 1 0.12 • Ю - 1 

1 ( Г 2 0 . 3 4 - 1 0 " 1 0.17- Ю - 1 0.82 • Ю - 2 0.43 • 1 0 ~ 2 0.25 • 1 0 ~ 2 0.18 • 1 0 ~ 2 

1 ( Г 3 0.35 • 1 0 ~ х 0 . 1 7 - 1 0 " 1 0.84 • Ю - 2 0.42 • 1 0 ~ 2 0.21 • 1 0 ~ 2 0.10 • 1 0 ~ 2 

ю - 4 0.35 • Ю - 1 0.17 • И Г 1 0.85 • Ю - 2 0.42 • 1 0 ~ 2 0.21 • Ю - 2 0.10 • Ю - 2 

1 ( Г 5 0.36 • 1 0 * 1 0.17- Ю - 1 0.85 • Ю - 2 0.42 • 1 0 ~ 2 0.21 • Ю - 2 0.10 • Ю - 2 
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