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1 1. ВВЕДЕНИЕ

Построение квадратурных формул Ньютона–Котеса основано на приближении интегрируе!
мой функции многочленом Лагранжа. Погрешность таких составных квадратурных формул, как
известно, в случае больших градиентов интегрируемой функции и равномерной сетки может
быть значительной.

Для функций с особенностями известны методы численного интегрирования, такие как вы!
деление весового множителя, метод Канторовича аддитивного выделения особенности, сгуще!
ние сетки в областях больших градиентов и др. Вопросы построения квадратурных формул для
функций с особенностями излагаются в [1]–[3] и в работах многих других авторов.

В данной работе предполагается, что интегрируемая функция представима в виде суммы ре!
гулярной составляющей, имеющей ограниченные производные до некоторого порядка, и из!
вестной погранслойной составляющей, имеющей резкие изменения в определенных частях ин!
тервала интегрирования. Предполагается, что погранслойная составляющая не может быть ад!
дитивно выделена при численном интегрировании. Предлагается строить квадратурные
формулы исходя из того, что они должны быть точными на погранслойной составляющей.

Итак, будем строить квадратурные формулы для вычисления интеграла

(1.1)

в случае функции u(x), имеющей представление

(1.2)
Предполагаем, что функция u(x) является достаточно гладкой (используемые производные не!
прерывны), погранслойная составляющая Φ(x) известна, ограничена и имеет области больших
градиентов, регулярная составляющая p(x) ограничена вместе с некоторыми производными, по!
стоянная γ не задана. Представление (1.2) имеет место для решений сингулярно возмущенных
краевых или начальных задач. 

Для примера рассмотрим краевую задачу

(1.3)
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на. Осуществлена модификация этих формул, при которой погрешность квадратурной фор!
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где

функции a1, a2, f достаточно гладкие. Согласно [4]–[6], при малых значениях параметра ε реше!
ние задачи (1.3) имеет экспоненциальный пограничный слой у левой границы интервала x = 0 и
для решения u(x) справедливо представление (1.2) при задании

(1.4)

При этом постоянная γ неизвестна, |p'(x)| ≤ C0, |γ| ≤ C1, постоянные C0 и C1 не зависят от параметра ε.
Заметим, что для Φ(х) из (1.4) при всех х ∈ [0, 1] справедливы соотношения

(1.5)

Всюду в работе под C и Cj, j ≥ 0 будем подразумевать положительные постоянные, не завися!
щие от погранслойной составляющей и ее производных, а также от шагов разностной сетки. Раз!
личные постоянные будем обозначать одной буквой, если это не вызывает недоразумений.

2. ПОСТРОЕНИЕ КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ С ДВУМЯ УЗЛАМИ

Выпишем квадратурную формулу трапеций:

(2.1)

Для формулы (2.1) известно представление погрешности (см. [2, с. 185])

(2.2)

для некоторого s ∈ (a, b). Из (2.2) следует, что

(2.3)

Введем составную формулу трапеций. Пусть задана равномерная сетка интервала [a, b]:

Составная формула трапеций имеет вид

(2.4)

Для формулы (2.4) с учетом (2.3) имеет место оценка погрешности

(2.5)

В соответствии с (2.5), если производная u''(x) является равномерно ограниченной, то погреш!
ность формулы (2.4) порядка O(h2). При больших значениях производной интегрируемой функ!
ции порядок точности формулы (2.4) может понизиться.

Рассмотрим погрешность формулы трапеций для первого сеточного интервала на примере
функции u(x) = exp(–ε–1x), ε > 0:

Нетрудно заключить, что Δ = O(h3) при ε ≈ 1 и Δ = O(h) при ε ≤ h. Таким образом, при наличии
погранслойной составляющей у интегрируемой функции порядок погрешности составной фор!
мулы трапеций (2.4) может увеличиться до порядка O(h).

Осуществим модификацию формулы трапеций (2.1), добиваясь того, чтобы погрешность
квадратурной формулы не зависела от погранслойной составляющей Φ(x). Для построения квад!
ратурной формулы используем неполиномиальную интерполяцию функции u(x), точную на со!
ставляющей Φ(x). В случае экспоненциального пограничного слоя такая интерполяция строи!
лась в [7]. В [8], [9] при построении формул сплайн!интерполяции рассмотрен случай погран!
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слойной составляющей Φ(x) общего вида. Сделаем ограничение, что функция Φ(x) монотонна
на интервале (a, b) и, в соответствии с [8], выпишем формулу интерполяции функции u(x) на ин!
тервале [a, b]:

(2.6)

Интерполяция (2.6) является точной на функции Φ(x). В [9] доказано, что для интерполяции
(2.6) справедлива оценка погрешности

(2.7)

В соответствии с (2.7), оценка погрешности формулы (2.6) не зависит от погранслойной составля!
ющей Φ(x). В интеграле (1.1) заменяя функцию u(x) интерполянтом (2.6) и, интегрируя, получаем

(2.8)

Учитывая оценку (2.7), получаем

(2.9)

Отметим, что, в отличие от (2.3), оценка погрешности (2.9) не зависит от погранслойной состав!
ляющей Φ(x).

Получим другую оценку погрешности формулы (2.8). Для этого воспользуемся оценкой по!
грешности из [9] интерполяционной формулы (2.6):

(2.10)

где рΦ, 2(x) – интерполянт (2.6) для функции p(x). Используя оценку (2.10), получаем

(2.11)

В соответствии с (2.11), формула (2.8), как и формула трапеций, точна на многочленах первой
степени, но она точна и на погранслойной составляющей Φ(x).

Преобразуем формулу (2.8). Пусть

(2.12)

Тогда имеем

(2.13)

Из (2.13) следует формула трапеций при задании G2 = 1/2, что соответствует случаю Φ(x) = x.
Пусть функция Φ(x) монотонна на [a, b]. Тогда из (2.12) следует, что 0 < G2 < 1, коэффициенты

формулы (2.13) положительны.
Пусть

(2.14)
Тогда имеем

(2.15)

Для обоснования (2.15) остановимся на первом случае ограничений (2.14). Функция Φ(x) моно!
тонно убывает на (a, b), поэтому G2 > 0. Условие G2 < 1/2 приводится к виду

Учитывая (2.2) и условие Φ''(x) > 0 на (a, b), заключаем, что это неравенство справедливо, что и
доказывает (2.15).
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Заметим, что если составляющая Φ(x) определена в соответствии с (1.4), то выполнены усло!
вия (1.5) и, следовательно, условия (2.14).

Предположим, что функция Φ(x) монотонна на сеточных интервалах, и определим составную
квадратурную формулу, соответствующую формуле (2.13):

(2.16)

где

Применяя оценку (2.9) к сеточным интервалам, получаем оценку погрешности составной фор!
мулы (2.16):

(2.17)

В соответствии с (2.17), оценка погрешности формулы (2.16) не зависит от погранслойной со!
ставляющей Φ(x) и ее производных.

Покажем, что если интегрируемая функция u(x) не содержит области больших градиентов, то
составная квадратурная формула (2.16), как и формула (2.4), – второго порядка точности по шагу
сетки. Применяя оценку (2.11) к сеточным интервалам, получаем

(2.18)

Итак, составная квадратурная формула (2.16) – первого порядка точности по шагу сетки равно!
мерно по градиентам погранслойной составляющей и второго порядка точности, как и составная
формула трапеций, если интегрируемая функция не имеет больших градиентов.

Покажем, как можно повысить точность составной квадратурной формулы. Построим со!
ставную формулу так, чтобы на сеточных интервалах вне области пограничного слоя применя!
лась формула трапеций (2.1), а в пограничном слое – формула (2.13). Для определенности оста!
новимся на случае, когда пограничный слой находится у левой границы интервала [a, b] и
|u''(x)| ≤ C для всех x ≥ a + σ, σ > 0.

Пусть m =  : xn ≥ a + σ}. Запишем составную формулу

(2.19)

Исследуем случаи, когда составная квадратурная формула (2.19) имеет точность порядка O(h2),
что соответствует оценке

(2.20)

для некоторой постоянной C1. Если функция u(x) имеет равномерно ограниченную вторую про!
изводную, то оценка (2.20) следует из оценок (2.5) и (2.18). Рассмотрим случай, когда погран!
слойная составляющая Φ(х) быстро меняется, а погранслойная область [a, a + σ] содержится в
одном или в нескольких сеточных интервалах. Тогда первая сумма в (2.19) в соответствии с оцен!
кой (2.9), примененной к сеточным интервалам, приближает интеграл

с погрешностью порядка O(h2). В силу ограниченности |u''(x)| при всех x ≥ a + σ и оценки (2.3),
применяемой к сеточным интервалам, вторая квадратурная сумма в (2.19) приближает интеграл
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с точностью O(h2), из чего следует оценка (2.20).
Рассмотрим случай, когда u(x) является решением задачи (1.3). Тогда справедлива оценка (см. [6])

(2.21)

Следовательно имеем, |u''(x)| ≤ 2C2, если x ≥ σ = –2α–1ε ln(ε), ε < 1.

3. КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА С ТРЕМЯ УЗЛАМИ

Остановимся на квадратурных формулах с тремя узлами для вычисления интеграла (1.1), ко!
гда u(х) имеет представление (1.2).

Пусть с = (a + b)/2. Выпишем известную формулу Симпсона:

(3.1)

с оценкой остаточного члена

(3.2)

Пусть N четно. Для составной формулы Симпсона

(3.3)

известна оценка погрешности, соответствующая (3.2):

(3.4)

Согласно (3.4), составная формула Симпсона (3.3) имеет погрешность порядка O(h4), если про!
изводная u(4)(x) равномерно ограничена.

Рассмотрим функцию u(x) = ехр(–ε–1x), ε > 0. Тогда погрешность формулы Симпсона для се!
точного интервала [0, 2h] имеет вид

Несложно проверить, что Δ = O(h5) при ε ≈ 1 и Δ = O(h) при ε ≤ h. Итак, при наличии погранслой!
ной составляющей погрешность составной формулы Симпсона (3.3) может увеличиться с O(h4)
до O(h).

Проведем модификацию формулы Симпсона (3.1) с учетом того, чтобы она была точной на
составляющей Φ(x). Для этого к функции u(x) применим формулу интерполяции из [9], учиты!
вающую значение функции в трех узлах и точную на составляющей Φ(x):

(3.5)

Используя интерполяцию (3.5), получаем квадратурную формулу для интеграла (1.1), точную на
погранслойной составляющей Φ(x):

(3.6)
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Учитывая (3.5) в (3.6), получаем

(3.7)

Несложно убедиться, что формула (3.7) переходит в формулу Симпсона (3.1) при задании Φ(x) = x2.
Лемма 1. Пусть

(3.8)

или

(3.9)

Тогда справедлива оценка

(3.10)

Доказательство. Остановимся на случае выполнения условий (3.9), аналогичном случаю усло!
вий (3.8). Квадратурная формула (3.7) точна на погранслойной составляющей Φ(x), поэтому
имеем

(3.11)

где

(3.12)

Докажем, что для G3 из (3.12) справедлива оценка

(3.13)

На основе разложения Φ(x) в ряд Тейлора в точке x = c несложно показать, что

где a < s(x) < b. Учитывая, что для некоторого r ∈ (a, b) имеем

заключаем, что G3 > 0.

Докажем вторую часть неравенства (3.13). Учитывая, что Φ''(x) > 0, неравенство G3 < 1/6 пре!
образуем к виду

(3.14)

В соответствии с [2, с. 187], для произвольной достаточно гладкой функции f(x) найдется s ∈ (a, b)
такое, что

(3.15)

Учитывая ограничение Φ(4)(x) > 0 и (3.15), убеждаемся в справедливости неравенства (3.14), от!
куда следует (3.13).

Учитывая оценку (3.13), оценку погрешности формулы прямоугольников при c = (a + b)/2 и
оценивая оба слагаемых в (3.11), получаем утверждение леммы.
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Заметим, что использование оценки (3.10) требует равномерной ограниченности |p''(x)|. Что!
бы обойти это требование, на основе соотношения (3.11) можно получить оценку

Получим оценку погрешности формулы (3.7) без ограничений на Φ(4)(x).
Лемма 2. Пусть

Тогда справедлива оценка

Доказательство аналогично доказательству предыдущей леммы. Отличие в том, что при за!
данных условиях можно доказать, что справедливо неравенство

Остановимся на случае Φ''(x) > 0, x ∈ (a, b). Обоснование оценки G3 > 0 приведено в лемме 1. Не!
равенство G3 < 1/2 можно записать в виде

Как уже говорилось выше, это неравенство справедливо в силу (2.2) и того, что Φ''(x) > 0. Итак,
оценка параметра G3 обоснована. Далее используем соотношение (3.11) и получаем утверждение
леммы.

Докажем, что порядок точности квадратурной формулы (3.7) будет выше, если не требовать,
чтобы оценка погрешности не зависела от градиентов погранслойной составляющей. В соответ!
ствии с [9] можно утверждать, что справедлива оценка

где pΦ, 3(x) соответствует интерполянту (3.5) для функции p(x). Следовательно, имеем

(3.16)

Учитывая формулу (3.12), квадратурную формулу (3.7) можно преобразовать к виду
(3.17)

Если производная Φ''(x) на интервале (a, b) сохраняет знак, то все коэффициенты квадратурной
формулы (3.17) положительны.

На основе формулы (3.17) получим составную квадратурную формулу

(3.18)

где N четно и

Пусть неравенства (3.8) или (3.9) выполнены на всех сеточных интервалах (xn – 1, xn + 1), ис!
пользуемых в составной квадратурной формуле. Используя оценку (3.10) применительно к этим
интервалам, получаем оценку погрешности формулы (3.18):

(3.19)

Если известно, что производная Φ''(х) сохраняет знак на интервалах (xn – 1, xn + 1), то, в соответ!
ствии с леммой 2, будет справедлива оценка (3.19) с заменой множителя 1/3 на 2/3.
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Итак, при рассматриваемых ограничениях на Φ(x) составная квадратурная формула (3.18)
имеет второй порядок точности по шагу сетки равномерно по градиентам погранслойной состав!
ляющей Φ(х).

Если не требовать, чтобы погрешность квадратурной формулы (3.18) была равномерной по
градиентам погранслойной составляющей, то порядок точности этой формулы будет O(h3). Дей!
ствительно, используя оценку (3.16) в случае каждого интервала [xn – 1, xn + 1], получаем следую!
щую оценку погрешности составной квадратурной формулы (3.18):

(3.20)

Итак, для формулы (3.18) справедливы оценки погрешности (3.19) и (3.20). В соответствии с эти!
ми оценками если функция u(x) имеет область больших градиентов, то точность составной квад!
ратурной формулы (3.18) будет порядка O(h2), если же производные функции u(x) равномерно
ограничены, то точность этой формулы повышается до порядка O(h3).

Если имеются оценки производных интегрируемой функции u(x), то при построении состав!
ной квадратурной формулы можно комбинировать формулы (3.1) и (3.17). На сеточных интерва!
лах в области пограничного слоя используем квадратурную формулу (3.17), а вне пограничного
слоя – формулу Симпсона (3.1), порядок точности которой выше. Рассмотрим случай, когда
функция Φ(x) соответствует погранслойному изменению функции u(x) в окрестности точки
x = a. Пусть [a, a + σ] – область пограничного слоя, где параметр σ выбран так, чтобы для x ≥ a + σ
и некоторой постоянной C0 выполнилось неравенство |u(4)(x)| ≤ C0. Пусть

Тогда можно записать составную квадратурную формулу в виде

(3.21)

Покажем, что если область пограничного слоя находится в одном или в нескольких сеточных ин!
тервалах, то для погрешности формулы (3.21) справедлива оценка

(3.22)

Обоснование аналогично случаю формулы трапеций. Формула Симпсона (3.1) применяется для
интервалов вне пограничного слоя, где производная u(4)(x) ограничена. Поэтому, в соответствии
с оценкой (3.4), составная формула Симпсона, применяемая в (3.21), обладает погрешностью
порядка O(h4). Формула (3.17), используемая в (3.21), применяется к нескольким сеточным ин!
тервалам, пересекающимся с областью пограничного слоя, поэтому, в соответствии с (3.10), пер!
вая квадратурная сумма в (3.21) имеет погрешность порядка O(h3). Итак, итоговая погрешность
формулы (3.21) имеет порядок O(h3), что соответствует оценке (3.22).

В случае экспоненциального пограничного слоя у границы x = 0 с учетом оценки производ!
ных (2.21) можно задать σ = –4α–1ε ln(ε).

4. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Остановимся на вычислении интеграла

при различных значениях параметра ε ∈ (0, 1]. Подынтегральная функция соответствует пред!
ставлению (1.2) с Φ(х) = ехр(–ε–1х). Для функции Φ(x) выполнены условия (1.5) и (3.9). В табли!
цах e ± m обозначает 10±m.
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В табл. 1 представлена погрешность составной формулы трапеций (2.4) в зависимости от ε и
h. С уменьшением ε погрешность формулы (2.4) увеличивается с O(h2) до O(h), что соответствует
оценке (2.5) и последующему за (2.5) примеру, показывающему понижение точности составной
формулы трапеций до O(h) в случае малых значений ε.

В табл. 2 приведена погрешность составной формулы (2.16) при различных значениях ε и h.
Подтверждаются оценки погрешности (2.17) и (2.18).

В табл. 3 приведена погрешность комбинированной составной формулы (2.19) в зависимости
от ε и h. Подтверждается второй порядок точности этой формулы, что соответствует оценке
(2.20).

Теперь остановимся на анализе точности трехточечных составных квадратурных формул.

В табл. 4 представлена погрешность составной формулы Симпсона (3.3) в зависимости от ε и
h. Результаты вычислений подтверждают, что точность этой формулы имеет порядок O(h4) при
ε = 1 и становится порядка O(h) при ε ≤ h.

Таблица 1

ε

h

2–4 2–5 2–6 2–7 2–8 2–9

1 0.31e–3 0.76e–4 0.19e–4 0.48e–5 0.12e–5 0.30e–6

10–1 0.27e–2 0.68e–3 0.17e–3 0.42e–4 0.11e–4 0.27e–5

10–2 0.21e–1 0.69e–2 0.19e–2 0.50e–3 0.12e–3 0.31e–4

10–3 0.30e–1 0.14e–1 0.68e–2 0.29e–2 0.10e–2 0.30e–3

10–4 0.31e–1 0.15e–1 0.77e–2 0.38e–2 0.19e–2 0.88e–3

10–5 0.31e–1 0.15e–1 0.77e–2 0.39e–2 0.19e–2 0.97e–3

Таблица 2

ε

h

2–4 2–5 2–6 2–7 2–8 2–9

1 0.84e–3 0.21e–3 0.52e–4 0.13e–4 0.33e–5 0.82e–6

10–1 0.37e–2 0.94e–3 0.24e–3 0.59e–4 0.15e–4 0.36e–5

10–2 0.22e–1 0.71e–2 0.20e–2 0.51e–3 0.12e–3 0.32e–4

10–3 0.31e–1 0.15e–1 0.68e–2 0.29e–2 0.10e–2 0.30e–3

10–4 0.31e–1 0.16e–1 0.77e–2 0.38e–2 0.19e–2 0.88e–3

10–5 0.31e–1 0.16e–1 0.78e–2 0.39e–2 0.19e–2 0.97e–3

Таблица 3

ε

h

2–4 2–5 2–6 2–7 2–8 2–9

10–1 0.14e–2 0.33e–3 0.83e–4 0.20e–4 0.50e–5 0.13e–5

10–2 0.92e–3 0.20e–3 0.52e–4 0.13e–4 0.34e–5 0.84e–6

10–3 0.66e–3 0.15e–3 0.34e–4 0.89e–5 0.23e–5 0.59e–6

10–4 0.66e–3 0.15e–3 0.34e–4 0.83e–5 0.20e–5 0.50e–6

10–5 0.66e–3 0.15e–3 0.34e–4 0.83e–5 0.20e–5 0.50e–6
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В табл. 5 представлена погрешность предложенной составной квадратурной формулы (3.18)
при различных ε и h. Результаты вычислений подтверждают, что при малых значениях ε формула
(3.18) обладает погрешностью порядка O(h2), а при ε = 1 погрешность, как и в случае формулы
Симпсона, порядка O(h4).

В табл. 6 при различных значениях ε и h представлена погрешность составной квадратурной
формулы (3.21). Результаты вычислений показывают, что формула (3.21) обладает погрешностью
порядка O(h4) при ε = 0.1, порядок погрешности увеличивается до O(h3) с уменьшением ε. В табл. 6
нет результатов вычислений при ε = 1, но в этом случае пограничный слой отсутствует и фор!
мула (3.21) переходит в формулу Симпсона (3.3).
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Таблица 4

ε

h

2–4 2–5 2–6 2–7 2–8 2–9

1 0.38e–6 0.24e–7 0.15e–8 0.93e–10 0.58e–11 0.36e–12

10–1 0.81e–4 0.52e–5 0.33e–6 0.21e–7 0.12e–8 0.81e–10

10–2 0.12e–1 0.23e–2 0.25e–3 0.19e–4 0.13e–5 0.80e–7

10–3 0.20e–1 0.94e–2 0.42e–2 0.16e–2 0.41e–3 0.55e–4

10–4 0.21e–1 0.10e–1 0.51e–2 0.25e–2 0.12e–2 0.55e–3

10–5 0.21e–1 0.10e–1 0.52e–2 0.26e–2 0.13e–2 0.64e–3

Таблица 5

ε

h

2–4 2–5 2–6 2–7 2–8 2–9

1 0.46e–6 0.29e–7 0.18e–8 0.11e–9 0.70e–11 0.45e–12

10–1 0.13e–4 0.85e–6 0.53e–7 0.33e–8 0.21e–9 0.13e–10

10–2 0.54e–3 0.61e–4 0.48e–5 0.32e–6 0.20e–7 0.12e–8

10–3 0.97e–3 0.23e–3 0.54e–4 0.98e–5 0.13e–5 0.11e–6

10–4 0.10e–2 0.25e–3 0.63e–4 0.15e–4 0.37e–5 0.84e–6

10–5 0.10e–2 0.25e–3 0.64e–4 0.16e–4 0.40e–5 0.98e–6

Таблица 6

ε

h

2–4 2–5 2–6 2–7 2–8 2–9

10–1 0.12e–3 0.85e–6 0.53e–7 0.33e–8 0.21e–9 0.13e–10

10–2 0.30e–3 0.24e–4 0.16e–5 0.10e–6 0.61e–8 0.38e–9

10–3 0.37e–3 0.45e–4 0.50e–5 0.72e–6 0.80e–7 0.62e–8

10–4 0.39e–3 0.49e–4 0.61e–5 0.75e–6 0.90e–7 0.10e–7

10–5 0.39e–3 0.50e–4 0.62e–5 0.78e–6 0.97e–7 0.12e–7
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