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В В Е Д Е Н И Е 

Актуальность . При математическом моделировании ряда физи

ческих явлений, например, течений вязкой жидкости, процесса рас

пространения примеси от источников, возникают краевые задачи для 

уравнений второго порядка с малыми параметрами при старших про

изводных. Область, для которой ставится краевая задача, может быть 

неограниченной. В связи с этим возникает проблема редукции краевых 

условий к ограниченной области и разработки разностной схемы для 

задачи в ограниченной области. 

Решения краевых задач для уравнений с малыми параметрами при 

старших производных могут содержать пограничные и внутренние пе

реходные слои, где градиенты решения велики. Такие задачи называ

ются сингулярно возмущенными. Особенность этих задач в том, что 

при их вырождении понижается порядок дифференциального уравне

ния и теряется часть краевых условий. В отличие от случая регулярно 

возмущенной задачи имеются области, где решения исходной и вы

рожденной задач существенно отличаются, даже если параметр при 

старшей производной мал. 

Первоначально для решения таких задач развивались асимптоти

ческие методы. Основопологающими являются работы А.Н.Тихонова, 

А.Б.Васильевой, С.А. Ломова, В.Б. Бутузова, Л.И. Люстерника, М.И. 

Вишика, А.М.Ильина. Асимптотические методы предполагают разло

жения в регулярные и погранслойные ряды по степеням малого па

раметра. И в настоящее время данный подход успешно развивается. 

Ограниченность данного подхода в том, что параметр должен быть 

существенно меньше единицы. 
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При применении вычислительной техники для решения краевых за

дач обычно используются конечно- разностные схемы, сводящие крае

вую задачу к системе алгебраических уравнений, решаемых с помощью 

циклических процедур. Оказывается, традиционные разностные схемы 

в общем случае теряют свойство сходимости при решении сингуляр

но возмущенных краевых задач. Поэтому возникла необходимость в 

разработке разностных схем, обладающих свойством сходимости, рав

номерной относительно малого параметра. 

В 1969 году появились работы Н.С. Бахвалова и A . M . Ильина, обо

значившие основные подходы к построению разностных схем для задач 

с пограничными слоями. 

Можно выделить следующие подходы, применяемые при разработ

ке численных методов для сингулярно возмущенных уравнений: 

1) сгущение сеток в пограничных слоях; 

2) подгонка схем к погранслойной составляющей решения; 

3) использование интегральных соотношений и усеченных схем; 

4) применение метода Галеркина с выделением особенностей; 

5) использование сплайнов и метода коллокации. 

К первому подходу относятся работы П.С. Бахвалова, В.Д. Лисей-

кина, Г.И. Шишкина, Р. Вулановича и других авторов. В этих работах 

строится функция, распределяющая узлы сетки. Эта функция учиты

вает градиенты решения и сетка сгущается в пограничных слоях. 

Н.С. Бахвалов эту функцию строит таким образом, чтобы погреш

ность аппроксимации по узлам сетки была равномерной, при этом по-

гранслойная составляющая решения на каждом шаге сетки нарастает 

равномерно, а вне пограничного слоя сетка принимается равномерной. 

Причем осуществляется склейка логарифмической и линейной функ-
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ций с точностью до непрерывной первой производной. На такой сетке 

достигается второй порядок точности по количеству узлов сетки. 

Лисейкин В.Д. предлагает осуществить замену переменной таким 

образом, чтобы производные до некоторого порядка стали равномерно 

ограничены. В исходных переменных это дает сгущающуюся сетку. 

Предварительно оцениваются производные. 

Г.И. Шишкиным определен новый подход к построению разностных 

сеток, которые равномерны внутри пограничного слоя и вне погранич

ного слоя, то есть исходный интервал делится на два, на каждом из 

которых сетка равномерна. В работах Г.И. Шишкина, В.Б. Андреева, 

И.А. Савина, Н.В, Коптевой показано, что на такой сетке целый ряд 

разностных схем (включая немонотонную схему центральных разно

стей) обладает свойством равномерной сходимости, причем чаще с по

рядком точности 0(N~'^ID.N). Данный подход позволяет использовать 

метод Шварца, когда одновременно решаются задачи в пограничном 

слое и вне его и итерационно согласуются краевые условия. 

Для уравнений в частных производных значимость данного подхода 

усиливается в связи с тем, что в случае параболического пограничного 

слоя, как показал Г.И. Шишкин, не существует равномерно сходящейся 

схемы подгонки на равномерной сетке. 

Ко второму подходу относятся работы A . M . Ильина, Г.И. Шишки

на, К.В. Емельянова, Д. Миллера, Р . Келлога и других авторов. Основ

ная идея данного подхода - выделить погранслойную составляющую 

решения и строить разностную схему исходя из того, чтобы коэффи

циенты схемы учитывали погранслойный рост решения. Если малого 

параметра нет, то схема становится близкой к традиционным, если ре

шение уравнения является погранслойная функция, то разностная схе-
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ма на решении такого уравнения становится точной. Преимущество 

данного подхода в том, что не требуется ограничений на шаги сетки. 

Недостаток - в том, что функция пограничного слоя должна иметь яв

ный вид и схема к этой функции должна быть подогнана, что не во 

всех случаях возможно. 

Третий подход основан на точной схеме Самарского и интегральном 

тождестве Марчука. Для дифференциального уравнения выписывается 

точная схема Самарского, коэффициенты которой являются интегра

лами решений некоторых задач Коши, поставленных в окрестности 

узлов сетки. Усечение такой схемы приводит к схеме повышенного по

рядка точности. На основании этого подхода М.В. Алексеевским, К.В. 

Емельяновым, Г.И. Шишкиным строились схемы повышенного поряд

ка точности. Данный подход получил распространение и на случай 

параболического уравнения. Тождество Марчука использовалось в ра

ботах В.П. Гаевого и А.Ю. Сечина. В работах И.П. Боглаева равномер

но сходящиеся схемы строятся на основе интегральных соотношений. 

Для этого выделяется главная часть дифференциального оператора, 

которая обратима в явном виде. 

К четвертому подходу относятся работы В.В. Шайдурова, Б.М. Ба-

гаева, И.А. Благова, Л. Тобиска, Ч. Руз, М. Стайнис и других авторов. 

В работах Б. М. Багаева предлагается функцию пограничного слоя 

включить в базис для решения задачи методом Галеркина или Ритца. 

Это приводит к равномерной сходимости метода в энергетической и 

равномерной нормах. Если функцию погранслоя не удается выписать 

в явном виде, то предлагается выделить краевую задачу для такой 

функции и реЩить ее переходом к " медленным переменным". В новых 

переменных используется классический метод типа Галеркина. Метод 
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Галеркина используется и на специальных сетках, сгущающихся в по

граничном слое. 

Пятый подход используется в работах И.А. Блатова и В.В. Стры-

гина, К. Серла и других авторов. В методе коллокации используется 

экспоненциальный сплайн, что приводит к равномерной сходимости 

численного метода. К равномерной точности метода приводит и ис

пользование метода коллокации на сгущающихся в погранслоях сет

ках. 

Теперь остановимся на подходах к переносу краевых условий из 

бесконечности на границу ограниченной области. В ряде работ раз

ностные схемы строятся в неограниченной области, например, в по

лосе. Такие схемы не эффективны в том смысле, что их невозможно 

использовать для компьютерных вычислений. Чтобы разностная схе

ма содержала конечное число узлов, можно либо для дифференциаль

ной задачи поставить граничное условие на некоторой искусственной 

границе, либо редуцировать разностную схему на сетке с бесконечным 

числом узлов к схеме с конечным числом узлов. 

Идея построения решений краевых задач для дифференциальных 

уравнений путем переноса граничных условий восходит к работам B .C . 

Владимирова ¡39] и И.М. Гельфанда (¡45], приложение), где для реше

ния краевой задачи для уравнения второго порядка на конечном ин

тервале используется классический вариант метода дифференциаль

ной прогонки. При таком подходе вместо решения исходной задачи не

обходимо решать три задачи Коши для уравнений первого порядка, 

которые проще исходной. В ряде работ такой подход используется для 

решения одномерных задач дифракции, в теории рассеяния и переноса 

излучения. В этих работах для решения краевых задач используют-
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ся вспомогательные задачи Коши для переноса краевых условий. Ис

пользование указанного подхода заведомо оправдано, когда численное 

или аналитическое решение задачи Коши пропде, чем решение крае

вой задачи. Операторный метод сноса краевых условий из бесконеч

ности для уравнения Гельмгольца использован М.В.Федорюком. В.П. 

Маслов с соавторами в [110] обобш;ают метод дифференциальной про

гонки применительно к уравнениям с частными производными. Метод 

ортогональной прогонки развивался в работах A . A . Абрамова и С.К. 

Годунова. 

Идея переноса граничного условия из особой точки в близкую точку 

с помощью выделения всего многообразия решений, удовлетворяющих 

заданному условию, была предложена Абрамовым A . A . для системы 

линейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) перво

го порядка с регулярной особенностью [1]. Эта идея была развита в 

работе Е.С. Биргер и Н.Б. Ляликовой [19] применительно к краевым 

задачам для систем ОДУ с заданным условием на бесконечности. В 

работах Конюховой Н.Б. [114], [111], [ИЗ] и других рассматриваются 

нелинейные ОДУ с иррегулярной особенностью, выделяются и иссле

дуются устойчивые многообразия решений. В работе Конюховой Н.Б. 

и Пак Т.В. [115] исследуются сингулярные задачи Коши с большим 

параметром для систем нелинейных ОДУ. Строятся разложения реше

ния по параметру, нелинейность задана в виде векторного многочле

на по зависимым переменным. Точность асимптотических разложений 

оценивается при достаточно больших значениях независимой перемен

ной, что связано с вопросом существования и единственности решения 

вспомогательной задачи Коши. В [116] вводится понятие допустимых 

граничных условий на бесконечности. Рассматриваются линейные си-
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стемы ОДУ первого и второго порядка на полубесконечном интарвале, 

зависящие от параметра. Для системы ОДУ первого порядка показано, 

как определить сингулярную задачу Коши для выделения устойчивого 

многообразия, соответствующего допустимому условию. Исследуется 

зависимость решения сингулярной задачи Коши от параметра. Для пе

реноса допустимого краевого условия из бесконечности система ОДУ 

второго порядка сводится к системе первого порядка. 

В работах К. Балла рассматриваются разностные уравнения с по

лубесконечным числом узлов. Исследуется асимптотическое поведение 

решения скалярных и матричных разностных уравнений Риккати. До

казывается, что предельное условие на решение разностного уравнения 

второго порядка при стремлении индекса к бесконечности эквивалент

но некоторому разностному уравнению первого порядка при достаточ

но больших значениях индекса. 

Ц е л ь работы. Целью работы является разработка численных ме

тодов решения краевых задач для линейных и нелинейных дифферен

циальных уравнений второго порядка с малым параметром при стар

ших производных в неограниченной области. 

Основные задачи работы: 

- разработка и исследование разностных схем для краевых задач с 

учетом пограничных слоев в решении; схемы могут строиться либо в 

ограниченной области, либо в исходной неограниченной области, для 

этого случая необходимо разработать метод редукции разностных схем 

к схемам на сетках с конечным числом узлов; 

- разработка метода редукции краевых задач для уравнений с ма

лым параметром при старших производных с неограниченной области 

(прямой или полосы) к ограниченной с использованием известных под-
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ходов. 

- исследование влияния погрешностей переноса краевого условия из 

бесконечности на решение редуцированных задач и на решение приме

няемых разностных схем; 

- применение разрабатываемого метода к численному моделирова

нию распространения примесей в атмосфере. 

Научная новизна. 

1. Предложен метод построения разностных схем для нелинейных 

сингулярно возмупхенных уравнений второго порядка на конечном ин

тервале. Метод основан на приближении коэффициентов дифференци

альной задачи и получении точных разностных соотношений для воз

мущенной задачи. 

- построена разностная схема для системы нелинейных дифферен

циальных уравнений и обоснована ее равномерная сходимость при раз

личных ограничениях на якобиан; 

- построена разностная схема для уравнения с сильной нелинейно

стью и доказана ее равномерная сходимость с первым порядком; 

- построена схема второго порядка точности для нелинейного урав

нения типа реакция-диффузия; 

- построена разностная схема для стационарного уравнения Бюр-

герса; 

- построена разностная схема для нелинейного уравнения со степен

ным пограничным слоем; 

- для монотонной схемы Самарского в случае смешанного краево

го условия и отсутствия выраженного пограничного слоя предложен 

способ аппроксимации производной в краевом условии с сохранением 

точности схемы; 
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2. Построены разностные схемы для двумерных линейных и нели

нейных эллиптических уравнений в полосе и в прямоугольной области: 

- Для уравнения с регулярным экспоненциальным пограничным 

слоем в случае прямоугольной области и краевых условий третьего 

рода на равномерной сетке построена и обоснована разностная схема. 

- Рассмотрено уравнение с экспоненциальными параболическими 

погранслоями в полу бесконечной полосе. Предложен способ редукции 

задачи к прямоугольной области. Для редуцированной задачи на сгу-

ш;ающейся в погранслоях сетке построена схема второго порядка точ

ности по координатному направлению вдоль слоя. В продольном на

правлении исследована схема Самарского в случае краевых условий 

третьего рода. 

- Построена разностная схема первого порядка точности для урав

нения со степенным пограничным слоем в полосе; предложен способ 

редукции схемы к конечному числу узлов. 

3, Исследован численный метод решения краевых задач для обыкно

венных дифференциальных уравнений второго порядка с малым пара

метром при старшей производной на полубесконечном интервале сведе

нием к краевой задаче для конечного интервала или к начальной задаче 

для уравнения первого порядка. Рассмотрены линейные уравнения, не

линейное автономное уравнение, автономная система нелинейных урав

нений. При переносе краевых условий из бесконечности используется 

известный подход, основанный на выделении устойчивых многообра

зий. Вспомогательные задачи Коши решаются на основе асимптоти

ческих разложений по малому параметру. Проведен анализ влияния 

погрешностей, обусловленных переносом краевого условия, на решение 

редуцированных к конечному интервалу задач и на решение применяе-
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мых разностных схем; разностные схемы исследованы на равномерную 

сходимость по параметру. Предложен метод решения краевых задач 

для уравнений с точечным источником на бесконечном интервале. 

4. Разработан метод редукции разностных схем с бесконечным чи

слом узлов к схемам на сетке с конечным числом узлов. Для этого введе

но и исследовано устойчивое многообразие решений, удовлетворяющих 

предельному условию на бесконечности для разностного уравнения. В 

случае, когда исходная разностная схема вырождается, для выделе

ния устойчивого многообразия предлагается использовать асимптоти

ческие разложения. Рассмотрены: 

- трехточечные линейные и нелинейные разностные схемы; 

- разностная схема для параболического уравнения; 

- трехточечная векторная разностная схема, соответствующая се

точной аппроксимации краевой задачи для эллиптического уравнения 

в полу бесконечной полосе. 

Практическс1я значимость. При математическом моделирова

нии различных физических явлений (например, течения вязкой жид

кости, перенос примеси в атмосфере) появляются краевые задачи для 

уравнений с малым параметром при старших производных. Краевые 

условия в таких задачах могут ставиться для неограниченной обла

сти. Важно корректно редуцировать краевые условия к ограниченной 

области, определить разностную схему для редуцированной задачи с 

учетом погранслойного поведения решения. Решению этих вопросов по

священо диссертационное исследование. 

Результаты исследований применяются при проведении совместной 

хоздоговорной работы между Институтом информационных техноло

гий и прикладной математики СО РАП ( новое название ОФИМ СО 
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РАН) и Омским областным комитетом природы. В соответствии с 

этим договором в ИИТНМ СО РАН коллективом авторов, включая 

автора диссертации, с 1991 года создается пакет программ по моде

лированию переноса примесей в атмосфере Омского региона и поиску 

источников загрязнений. Пакет программ передан для использования 

в Омский областной комитет природы. 

Результаты исследований применяются и в интеграционной про

грамме СО РАН " Исследование и моделирование процессов переноса 

и трансформации примесей в атмосфере Сибири." 

Апробация результатов . Отдельные результаты работы докла

дывались: 

на семинарах ИИТПМ СО РАН и кафедры математического моде

лирования Омского государственного университета; 

на 4 Международной конференции по пограничным и внутрен

ним слоям: вычислительные и асимптотические методы, Новосибирск, 

1986г.; 

на Всесоюзной конференции " Актуальные проблемы вычислитель

ной и прикладной математики " ,Новосибирск, 1987; 

на Всесоюзном научном совепдании " Методы малого параметра " 

под руководством академика А.Н. Тихонова, п. Эльбрус, 1987; 

на Всесоюзной школе " Конструирование алгоритмов и решение 

задач математической физики", Кемерово, ИПМ АН СССР, КемГУ, 

1988г.; 

на Всесоюзной конференции " Вычислительные методы и матема

тическое моделирование, Абакан, КрГУ, 1989г.; 

на Всесоюзной школе по вычислительным методам, г. Новосибирск, 

ВЦ СО АН СССР, 1991г.; 
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на 1 всесоюзной конференции " Математическое моделирование 

физико- химических процессов в энергетических установках", г. Ка

зань, КАИ, ИТПМ СО АН СССР, 1991г. ; 

на Всесоюзной конференции " Асимптотические методы теории син

гулярно возмуш;енных уравнений и некорректно поставленных задач ", 

Бишкек, 1991г.; 

на 3 Всесоюзной школе " Численные методы механики сплошной 

среды ", Абрау- Дюрсо, 1991, ВЦ СО АН СССР, г. Красноярск, Ро

стовский университет 1991г.; 

на 2 Всероссийской конференции по математическим проблемам 

экологии, Новосибирск, ИМ СО РАН, 1994г.; 

на международной конференции " Математические модели и чи

сленные методы механики сплошных сред", Новосибирск, ИВТ СО 

РАН, 1996г.; 

на международной конференции " Математические модели и мето

ды их исследования ", ИВТ СО РАН, ВЦ СО РАН, г. Красноярск, 

1997г.; 

на международной конференции " Аналитические и вычислитель

ные методы для задач с преобладаюп];ей конвекцией и для сингулярно 

возмуш;енных задач", Болгария, Лозенец, университет в Руссе, 1998г. 

Диссертация в полном объеме обсуждалась: 

на семинаре ИИТПМ СО РАН, Омск, 1999, 

на семинаре ИВМ СО РАН, Красноярск, 1999, 

на семинаре " Методы вычислительной математики " 

ИВМ и МГ СО РАН, Новосибирск, 1999, 

на семинаре ИММ Уральского отделения РАН, Екатеринбург, 1999, 

на объединенном семинаре по вычислительной математике 
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ИВМ и МГ с о РАН, Новосибирск, 1999. 

Публикации результатов . По теме диссертации опубликовано 

53 работы, в списке литературы этим публикациям соответствуют но

мера [29],[30], [53]-[89], [92]- [103], [158], [201 . 

Основные обозначения. Под С и С{ понимаются положительные 

постоянные, не зависящие от параметра е и шагов разностной сетки. 

Определим используемые нормы : 

для функции непрерывного аргумента q{x) интервала / 

= шах q{x)\,x G / „ 

• для вектор-функции q(a:) из iV компонент: ||q||7v = ^^^^f k¿(^) 

• для вектора q: ||q|| = max|g¿|, 
г 

• для сеточной вектор-функции q^: l|q'*||ivQ = max m.ax\qf(x) . 
i<i<N xeci 

Предполагаем, что норма матрицы согласована с векторной нормой. 

Пусть (^'"[0,1] - множество функций интервала [0,1], имеющих 

кусочно-непрерывные производные вплоть до порядка т , причем раз

рывы могут быть только первого рода в заданном конечном множестве 

внутренних точек ( при тп = О сама функция кусочно-непрерывна с 

разрывами первого рода). 

Под неравенством векторов подразумевается покомпонентное нера

венство. Для интервала [О, L] определим сетку Ü : 

Ü = {хп : Хп = Хп-1 + hn,xo = 0, хм = L,An = {хп-и Xn]},h = maxhn 

Определим разностные аналоги производных на сетке Q : 

.h h K,n+lU^ - ̂ x,nU^ 
{К + K+i)l2 

h _ Un+Í ~ Un-l 
2h 
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Пусть [и]а - проекция функции непрерывного аргумента на сетку. 

Содержание диссертации. В первой главе рассматриваются кра

евые задачи для нелинейных обыкновенных сингулярно возмущенных 

уравнений второго порядка и систем уравнений на конечном интерва

ле. Предложен метод построения равномерно сходящихся разностных 

схем для таких задач. Метод основан на приближении коэффициентов 

дифференциального уравнения на каждом сеточном интервале таким 

образом, чтобы для дифференциального уравнения с возмущенными 

коэффициентами точное решение имело явный вид. Тогда согласова

ние производных соседних интервалов приводит к конечно-разностной 

схеме. Если коэффициенты заменены на кусочно - постоянные, то это 

приводит к разностной схеме первого порядка точности, равномерной 

по малому параметру. Замена коэффициентов на кусочно- линейные 

увеличивает трудности в представлении точного решения, но приво

дит к схеме второго порядка точности. Преимущество данного подхо

да состоит в том, что при построении схемы не требуется явный вид 

функции пограничного слоя, который затруднительно получить для 

нелинейных уравнений. В случае линейной задачи такой подход при

менялся, например, в работах А.Ю. Сечина и В.П. Гаевого. 

В §1 рассматривается краевая задача: 

ТеП = -ей" -Ь а(х)и' -Ь f{x, и) = О, (1) 

и{0) = А , КеП = 7]и(1) + £би'(1) = В. (2) 

Предполагается, что а £ С^[0,1], / £ С^([0,1] х Л) , 

а{х) > а > О, <5 > 0,7/ > О, £>0, ^>-/3, > О, - А/Зе > 0. (3) 

На произвольной неравномерной сетке 1] строится разностная схема 

для задачи (1)-(2). Пусть - решение построенной схемы. 
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Т е о р е м а 1. Для некоторой постоянной С 

и Q - w ' ^ l l <Сехр(2/За-1)/г. 

В §2 рассматривается краевая задача для системы нелинейных 

уравнений: 

- £ u ' 4 a ( : z : ) u 4 F ( x , u ) = О, и(0) = А, = bvi{l) + eß\i!{l) = В , (4) 

где а(ж), 6,ß - диагональные квадратные матрицы порядка N с диаго

нальными элементами, соответственно, ai(x),6i,ßi, г = 1,2,...,А^, А . В 

- векторы из N компонент, е -числовой параметр, ^ > О, F - задан

ная вектор-функция. Предполагается, что при всех г а, € С^[0,1], 

FieC\[0,l]xR), 

ai{x) > щ > О, 6i > О, ßi > О, 6i -\- ßi > О, ао = min щ. 

Рассматривается два вида ограничений на якобиан G = : 

Gii > 7/ > О, Е \Gij\ < (1 - (r)Gii, 0<а<1. 

N 
Е Gij >-v,V> 0,а^ - 4?/£ > 7 > о, Gij <0, i. 

(5) 

(6) 

Ограничения (5) соответствуют условиям строгого диагонального пре

обладания, особенность ограничений (6) в неположительности недиа

гональных элементов, что соответствует, например, моделированию 

химических реакций. Вводится вспомогательная линейная краевая за

дача: 

L u = -ей" + ф)и' + G(x)u = F(a:), u(0) = А, Л^и = В , (7) 

где матрица а.{х) определена выше, G(x)- матрица порядка N х N. 
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Л е м м а 1. Пусть выполнены условия (5). Тогда 

т а х 
г 

< 1 
т а х 

+ А + т а х 
Б,-

Ьг + 0¿фi 

В случае выполнения условий (6) неочевидно, что для оператора Ь 

справедлив принцип максимума. Получено достаточное условие для 

выполнения принципа максимума. 

Л е м м а 2. Пусть в (7) Сг^{х) < О при г ф ]. Пусть найдется вектор-

функция 0(х) с компонентами из С^[0,1], такая,что 

Ф{х) > О, Ъф(х) > о,ж е / , ЕеФ > 0. 

Тогда, если для некоторой вектор-функции с компонентами из 

С2[0,1] 

Ф(0) > О,Я^Ф > О, Ь^{х) > О, ж Е / , (8) 

то ^(х) > О, X е I. 

Доказано, что при выполнении условий (6) выполнятся посылки 

леммы 2 и принцип максимума для оператора Ь имеет место. 

Для задачи (4) на произвольной неравномерной сетке строится раз

ностная схема, пусть - решение этой схемы. 

Т е о р е м а 2. Пусть для С ( ж , = ¥'^{х, з) выполнено условие (5) 

или (6). Тогда 

и 

Отдельно рассмотрен случай краевого условия и'(1) = О, когда пер

вая производная решения ограничена, а остальные производные не

ограниченно растут с уменьшением е. Целесообразно исследовать схе

му направленных разностей на равномерную сходимость, так как эта 

схема пропое специальных схем, учитывающих погранслойное поведе

ние решения. Предварительно доказывается, что к линейной задаче 
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относительно погрешности схемы, при выполнении условий (б), мож

но применять принцип максимума. 

Т е о р е м а 3. Пусть для С справедливы ограничения (5) или (6), и'* -

решение схемы направленных разностей, шаги сетки О, удовлетворяют 

ограничению -Н /г„ < 1. Тогда 

\\u\q - и^\\м^ < Cmaixhi. 
г 

Доказана сходимость модифицированного метода Пикара для ис

следуемых нелинейных разностных схем. 

В §3 рассмотрена краевая задача для уравнения типа реакция- диф

фузия: 

1и = ей" - /(х.и) = О, и{0) = А , и{1) = В . (9) 

Предполагается достаточная гладкость функции f{x.u), 

8 > О, Д > /3 > 0. Для нелинейной задачи (9) с учетом кусочно-

линейного приближения коэффициентов строится разностная схема на 

неравномерной сетке, сгущающейся в пограничных слоях. Пусть -

решение построенной схемы. 

Т е о р е м а 4. Справедлива оценка точности: 

где Q - число узлов в пограничном слое, М - вне слоев. 

В §4 рассмотрена краевая задача: 

1и = ей"-\-а(х,и)и'-Ь(х,и) = 0,и{{)) = А , и(1) = В . (10) 

Предполагается, что коэффициенты непрерывно дифференцируемы, 

а{х, и) > а > 0,Ьи + > 7 < О, + 4^7 > О, ео> е > 0. 

21 

file:////u/q


Для построения разностной схемы вводится сетка, сгущающаяся в 

пограничном слое. Вне пограничного слоя сетка предполагается рав

номерной. Схема строится на основе замены коэффициентов кусочно-

постоянными. Пусть v!^ - решение построенной схемы. 

Т е о р е м а 5. Для некоторой постоянной С 

- \иЩ < Ch. 

В §5 рассмотрена краевая задача: 

Lu(x) = su"{x)-\-u(x)u'(x)-b(x)u(x) = f(x), м(0) = А, и(1) = В. ( И ) 

Предполагается, что коэффициенты достаточно гладкие, 

Ь{х) > /3 > О, щ{0) > О, где щ(х) - решение вырожденной задачи. На 

равномерной сетке строится разностная схема, подогнанная к погран-

слойной функции. 

Т е о р е м а 6. Для построенной разностной схемы справедлива оцен

ка точности: 

и'- и L, < Ch. 

В §6 рассмотрена краевая задача, решение которой имеет степенной 

пограничный слой: 

(е + х)и" + а{х)и' - f{x, и) = О, г*(0) = А, «(1) = В. 

Предполагается, что функции а, / непрерывно дифференцируемы по 

своим аргументам, 

е > О, а(0) > О, 1 ^ > 0. 

На равномерной сетке О строится разностная схема и доказывается, 

что для этой схемы справедлива оценка точности: 

и'- и <Ch\\n{h) 
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в случае а(0) > 1 обосновывается первый порядок точности. 

Во второй главе рассматриваются краевые задачи для уравнений 

второго порядка с малым параметром при старшей производной на 

полубесконечном и бесконечном интервалах. Рассматривается вопрос 

переноса краевого условия из бесконечности с учетом наличия мало

го параметра при старшей производной, анализируются разностные 

схемы для редуцированных к конечному интервалу задач на равно

мерную по параметру сходимость и на устойчивость к погрешностям 

переноса краевых условий. На полубесконечном интервале рассмотре

ны линейные уравнения, нелинейное автономное уравнение, система 

нелинейных автономных уравнений с малым параметром при старших 

производных. Предложен метод решения краевых задач для уравне

ний второго порядка с малым параметром при старшей производной 

и точечным источником на бесконечном интервале. При переносе пре

дельного краевого условия из бесконечности используется метод, осно

ванный на выделении устойчивых многообразий, разрабатываемый в 

работах Абрамова A . A . , Конюховой Н.Б. и их учеников. 

В §7 рассмотрена краевая задача: 

L^u = —ей" -Ь a(x)'u! -Ь с{х)и = f(x), (12) 

«(0) = Л, Ши{х) = {). (13) 

Предполагается достаточная гладкость а , с, f , 

D > а{х) > а > О, £ G (0,1], В> с{х) > Ь > О, 

f{x) О, а(х) —> 00? с{х) —» Со, X оо. 

Для переноса краевого условия из бесконечности выделяется много

образие решений уравнения (12), для которых выполняется предельное 
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условие на бесконечности [19]: 

и'(х) = у(х)и{х) -\-ß(x), 

где 7(ж) и ß{x) являются решениями сингулярных задач Коши: 

Rej = £7' — а(ж)7 -Н e7^ — с{х) = О, Иш 7(ж) = г, 

(14) 

(15) 

Г - отрицательный корень уравнения £r^ — аог — CQ = О, 

eß' - 1а{х) - ф)е]0 = f{x), Um/3(i) = 0. (16) 

Показано, что решения задач (15),(16) существуют и единственны при 

всех X > 0. 

Л е м м а 3. При всех х > О 

2В 
< 7(^) < 

26 
<0. 

Решение задач (15)-(16) находится на основе асимптотических раз

ложений, поэтому предварительно исследуется устойчивость решения 

этих задач к возмущению коэффициентов. 

Л е м м а 4. Пусть 

а(х) — а(х)\ < А, \с{х) - с{х)\ < А для х > Ь, \/Ь > О, 

Тогда найдется С: \у(х) - ^(х)\ < С А для х > Ь. 

Приближенное решение задачи (15) ищется в виде: 

N 
ÎN{X) = Е 7п(^)^", 

где коэффициенты связаны рекуррентным соотношением: 

7п(ж) = а(х) -1 

i+j=^n—\ 

(17) 
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где О < i,j < п — 1, п > 1, 7о(ж) = —с{х)/а(х). 

Л е м м а 5. Пусть функции а{х) и с{х) N раз непрерывно диффе

ренцируемы. Тогда для достаточно малых значений е для некоторой 

постоянной С при всех ж > О 

\у(Х)-у^{Х)\<СЕ'^+\ 

Аналогичным образом из (16) на основе асимптотических разложе

ний находится Р{х). 

С учетом соотношения (14) задача (12)-(13) редуцируется к конеч

ному интервалу [0,1/]: 

-еи"-{-а{х)и'-^с(х)и = Цх), и{0) = А, и'{1)-у{Ь)и(Ь) = (3{Ь). (18) 

Доказано, что решения задач (12)-(13) и (18) совпадают на интервале 

О,^]. Значения у{Ь) и (ЗЩ из задач (15),(16) могут быть найдены 

приближенно, поэтому исследуется устойчивость решения задачи (18) 

к возмущению коэффициентов в краевом условии. 

Т е о р е м а 7. Пусть й(х)- решение задачи (18) в случае возмущен

ных значений 7(1/), Пусть 

7 ( Ь ) < 0 , |7 (Ьо ) -7 (^^о) |< А ь \/3{Ь) - < А2. 

Тогда при всех х £ [0,Ь 

и{х) - й{х)\ < еа { А 2 + Ai |w(L) |} exp[a;í (х — L) 

Таким образом, если коэффициенты 7 и найдены с некоторой по

грешностью, то эта погрешность при наличии малого параметра су

щественно уменьшается. 

Далее исходная краевая задача (12)-(13) сводится к задаче Коши: 

u'{x)-j{x)u(x) = /3{x), и(0) = А. 
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Решения задач (12)-(13) и (19) совпадают. Доказано, что решение за

дачи (19) устойчиво к возмуп];ению коэффициентов j{x) и ß{x). 

В §8 аналогичным образом рассмотрена краевая задача для урав

нения без первой производной. 

В §9 рассмотрен вопрос редукции к конечному интервалу краевой 

задачи для нелинейного автономного уравнения: 

-ей"-\-ти'+ д{и) = О, г¿(0) = Д Jim г¿(ж) = Б . (20) 

В §10 рассмотрена краевая задача на конечном интервале: 

—ей" -Ь а(х)и' + f{x,u) = О, 

м(0) = А, ReU = U'(LQ) + e{u(Lo)) = 0. (21) 

На коэффициенты задачи (21) наложены ограничения таким образом, 

что (21) обобщает задачи, полученные в §7—§9 после редукции к конеч

ному интервалу. Особенность задачи (21) в нелинейности и наличии 

малого параметра при старшей производной. Доказывается, что реше

ние задачи (21) существует и единственно, первая производная реше

ния равномерно ограничена. Но этой причине исследуется сходимость 

схемы направленных разностей, которая проще специальных разност

ных схем, учитывающих пограничный слой. 

Т е о р е м а 9. Пусть h < HQ. Тогда найдется С: 

- Mfi l l < Ch. (22) 

При переносе краевого условия из бесконечности функция в (г;) вы

числяется приближенно. Доказано, что схема направленных разностей 

устойчива к погрешностям в G . 
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Л е м м а 6. Пусть функция непрерывно дифференцируема, 

причем > —/Зо- Пусть - решение схемы с возмуш;енной функ

цией е . Тогда если | в(г/д^) — &(и^)\ < А , то при всех ж„ Е П 

< Аг}-\4:е -Ь 2ак) ехр[а(2£ -Ь ак)~\хп - 1)]. (23) -1, 

В §11 рассмотрена третья краевая задача для нелинейного уравнения 

на конечном интервале. Такая задача появляется при редукции крае

вой задачи с бесконечного интервала к конечному. Во внутренних узлах 

равномерной сетки применяется монотонная схема Самарского. Пред

лагается односторонняя аппроксимация производной в краевом усло

вии на трехточечном шаблоне. При этом сохраняется второй порядок 

аппроксимации разностной схемы, но нарушается свойство диагональ

ного преобладания разностного оператора. Доказывается, что принцип 

максимума для разностного оператора при такой аппроксимации кра

евого условия остается справедливым. На основе принципа максимума 

доказывается равномерная сходимость монотонной схемы Самарского 

в случае равномерной сетки и краевых условий третьего рода. 

Предварительно рассмотрена трехточечая разностная схема: 

ЬУ = - Впи^ -Ь = п = 1 , 2 , Т У - 1, 

г̂ J = А, В^и^ = г]и% + Ь[Ъи% - 4 < _ 1 + 4^_^\1{2Н) = В. (24) 

Предполагается, что при всех п А„ > О, С„ > 0. 

Л е м м а 7. Пусть существует сеточная функция ф^: 

ф^>0, Х ^ / < 0 , п = 1 , 2 , . . . , ] У - 1 , 

- 4 А - 1 + Фм-2 < о, - + Фн-2 > о. (25) 
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Тогда из условий 

Lt^^ <0, n = l , 2 , . . . , i V - l , Ф5>0, R^^^>Ö (26) 

следует > О, О < п < ДГ. 

Рассмотрена краевая задача: 

ей" - а{х)и' - f{x, и) = О, и{0) = А, Е,и = г)и(1) + 6и'{1) = В. (27) 

Предполагается, что 

аеС%1], / G С\[0,1] X R), а{х) >а>0,ее{0,1], 

> -ß,ß > 0,^2 - 4/?£ > 7 > О, 7/ > 0,(5 > 0. (28) 

На равномерной сетке О исследуется разностная схема: 

SnAxx^nu'' - a{xn)K,nU^ - f{xn, и^) = 0, £п = е[1 + anh/(2e) -1 

4 = А, r/w^ + 6[3w^ - 4w^_i + <_2]/(2/ i) = В. (29) 

Т е о р е м а 10. Для схемы (29) справедлива оценка точности: 

(30) и'- и 
/Г2 

< С- , h < HQ. 
п + е 

Для нелинейной разностной схемы обоснована сходимость модифици

рованного метода Пикара. 

В §12 рассмотрена краевая задача для уравнений с малым параме

тром и точечным источником на бесконечном интервале. Такая задача 

является модельной при анализе распространения примеси от точечно

го источника. Точечный источник задается дельта- функцией Дирака. 

Из-за этого в постановке краевой задачи возникает условие на скачок 

производной. Итак, рассмотрена краевая задача: 

ей" - а{х)и' - с{х)и = / (ж), ж ̂  О, 
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£м'(+0) - еи'(-О) = - д , и(х) О, ж ±оо, (31) 

где 

а{х) >а>0, с(х) > ¡3 > О, е > О, д > О, 

а(х) —йг , с{х) Сг, /(ж) —̂  О, X ±оо, i = 2,1. 

Доказано, что в окрестности точечного источника имеет место экспо

ненциальный пограничный слой. Задача (31) редуцирована к конечно

му интервалу: 

ей" - а(х)и' - с{х)и = /(ж), хфО, еи'{+0) - еи'(-О) = - д , 

ей'(11) - ъ(Ь,)и{Ь,) = рг{Ьг), и'{12) - 72(^2)^(^2) = /^2(^2), (32) 

где функции 7г и Рг являются решениями сингулярных задач Коши. 

Доказано, что решения задач (31) и (32) совпадают при х е [ЬиЬ2. 

Функции 7г и (Зг могут быть найдсны на основе асимптотических раз

ложений с некоторой погрешностью, поэтому по аналогии с §7 иссле

дуется влияние погрешности при задании этих функций на решение 

задачи (32). Для задачи (32) на равномерной сетке построена разност

ная схема, подогнанная к функции, задаюпдей экспоненциальный рост 

решения в окрестности нуля. Пусть - решение построенной схемы. 

Т е о р е м а 11. Для некоторой постоянной С 

Доказана устойчивость разностной схемы к возмущению коэффициен

тов 7г и Аналогичным образом рассмотрен случай уравнения с 

точечным источником типа реакция-диффузия. 

В §13 рассмотрена краевая задача для системы автономных нели

нейных уравнений на полубесконечном интервале. Такая задача явля-
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ется модельной при моделировании химических реакций с учетом диф

фузии. Задача имеет вид: 

-ffu"-h au'-f-g(u) = О, u(0) = А, lim и(ж) = В , (33) 

где а - постоянная диагональная квадратная матрица порядка N с 

диагональными элементами А, В - векторы из N компонент, £ -

числовой параметр, g(u) - известная вектор-функция. Пусть G(v) -

матрица Якоби вектор - функции g(v). Предполагается, что 

mo>ai>m>0,i = l,2,...\N, g(B) = О, Gij(v)<0, i^j,veR^, 

Е Gi,jiv) >-ß,ß> О, m'-4ßs>a>0, Е G , j ( B ) > а, > 0. (34) 
j=i j=i 

Доказано, что при выполнении условий (34) решение задачи (33) 

единственно, причем неотрицательно, если А > 0 , В > 0 , g(0)<0. 

Свойство неотрицательности решения существенно, например, при мо

делировании химических реакций. Исследовано поведение решения при 

больших значениях х. 

Л е м м а 8. Найдется L такое, что при всех г и х > L 

щ{х) - Вг\ < \щ{Ь) - Вг\ехр{гг(ж - L)}, Vi = -(Ji{ai + \[с^+20\ё}~^. 

В соответствии с подходом [3] выделено многообразие решений си

стемы (33), удовлетворяющих предельному условию на бесконечности: 

и'(ж) = 7 ( и ( х ) - В ) + Р(и(ж)), (35) 

где матрица 7 является решением квадратного уравнения 

- £ 7 ^ -ь а7 + G ( B ) = О, (36) 
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причем спектр этой матрицы расположен в левой полуплоскости. 

Вектор-функция Г (и) является решением задачи Ляпунова: 

5Р'(и)[т(и - В) + Г(и)] - (а - £7)Р(и) = g(u) - С ( В ) ( и - В) , Г(В) = 0. 

В соответствии с [113], [128] для достаточно малых значений ||и — В 

решение этой задачи существует и единственно. Решение задачи Ля

пунова предлагается находить на основе асимптотических разложений. 

Пусть 

Для коэффициентов асимптотического ряда получена рекуррентная 

формула. Предварительно доказана лемма. 

Л е м м а 9 Пусть 3 г =• еъ' - Мг, 

матрица М имеет строгое диагональное преобладание: 

Mii(l-rJ)>Y.\Mi¿l 0<77<1 , М , - ё > а > 0 , г = 1,2, . . . ,Ж 

Тогда для произвольной дифференцируемой вектор - функции г{х), 

имеющей предел на бесконечности, справедлива оценка: 

N 
ж—+0О 

Л е м м а 10 Пусть и(х) - решение задачи (33). Тогда при достаточно 

малых значениях е для некоторой постоянной С: 

\\¥{и(х)) - Г'™(и(ж))||лг < Се'^+К 

Предложен асимптотический подход к решению матричного уравнения 

(36). С учетом соотношения (35) задача (33) редуцирована к краевой 

задаче для конечного интервала. Исследовано влияние погрешности, 

обусловленной редукцией задачи, на решение редуцированной задачи. 
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в третьей главе рассматриваются скалярные и векторные разност

ные схемы с бесконечным числом узлов. Подход предыдущей главы 

к переносу краевых условий из бесконечности распространен на слу

чай разностных уравнений. В случае трехточечной разностной схемы 

многообразие решений, удовлетворяющих предельному условию на бес

конечности, задается в виде разностного уравнения первого порядка. 

Коэффициенты этого уравнения находятся из вспомогательных двух

точечных задач с предельным условием на бесконечности. При перехо

де к конечному числу узлов это разностное уравнение первого порядка 

при некотором п = N принимается в качестве правого краевого усло

вия. Отдельно рассматривается случай, когда разностная схема выро

ждается при стремлении некоторого параметра к нулю. 

В §14 рассмотрена линейная трехточечная разностная схема: 

- а ^ / ^ -Ь Б„м^+1 = Гп, п> О, (37) 

и'^ = С, О при п^оо. (38) 

Предполагается, что при всех п 

Ап > 0,Б„ > О, Сп>Ап-^Вп + А, А > О, 

Ап А\ Вп В^, Сп С\ Гп-^О при оо. (39) 

Многообразие решений разностного уравнения (37), удовлетворяю

щих предельному условию на бесконечности, зададим в виде разност

ного уравнения: 

и'', = а^и^! + (Зп, г г > 1 , (40) 

где коэффициенты о;„ и являются решением двухточечных разност-
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ных схем с предельным условием на бесконечности: 

Ап 
Сп — Впап+1 С0 + ^ С 0 С 0 - 4 А 0 В 0 ' 

(41) 

ВпРп+1 — ^ 
Рп = 7̂  , Рп ^ о, П оо. (42) 

Доказывается, что репгения задач (41),(42) существуют и единственны 

при всех п> 0. На основе соотношения (40) схема (37)-(38) редуциру

ется к конечному числу узлов: 

ЬУ = А„гг^1 - Спп^п + Впи^+1 = ^ п , п = 1 , 2 , Л Г - 1, 

4 = О, и\-аыи%_^ = Рм. (43) 

Доказано, что решения задач ( 37)-(38) и (43) совпадают при всех п < 

N. В отличие от (37)-(38) задача (43) содержит конечное число узлов 

и ее решение может быть найдено методом прогонки. Доказано, что 

решение схемы (43) устойчиво к возмущению коэффициентов ж /З^. 

Л е м м а 11.. Пусть коэффициенты ж возмущены, 

- &м\ < А ь о < «ТУ < 1, \(3м - < А2. (44) 

Тогда 

< ( l - a i v ) ~ Ч Д l K - l l + Д2}, 0<n<N 

В случае д = тш Ап/Вп > 1 выполнится 

4 - 4 < Млг-1 + Аз}?" -^ , О < п < Ж 

Рассматривается способ нахождения ajv и /5^ на основе разложе

ния коэффициентов исходной схемы в ряд по обратным степеням п. 
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Точность в вычислении этих коэффициентов возрастает с увеличени

ем числа удержанных узлов. 

Если разностное уравнение (37) вырождается в уравнение первого 

порядка при стремлении некоторого параметра к нулю, то для нахо

ждения а„ и 13п предлагается использовать асимптотические разложе

ния по параметру. Получены рекуррентные формулы для коэффициен

тов асимптотических разложений Доказано, что если ограничиться п 

слагаемыми асимптотического ряда, то коэффициенты а„ и будут 

найдены с точностью 0{£^^^). 

Исследована возможность сведения задачи (37)-(38) к начальной: 

« п = « п « п - 1 + / ^ п , n > l , 4 = G. (45) 

Решения задач (37)-(38) и (45) совпадают. Доказана устойчивость схе

мы (45) к вомуш;ению коэффициентов (Зп, которые из задач (41) и 

(42) могут находиться приближенно. 

В §15 рассмотрен вопрос редукции к конечному числу узлов нели

нейной трехточечной схемы с постоянными коэффициентами. 

В §16 рассмотрена нелинейная трехточечная схема с переменными 

коэффициентами: 

Апи1_^ - Сп4 + Вп4^, = Р{4) -\-/п,п> о, 

г¿5 = С, 4-^ а при п-^оо. (46) 

При определенных ограничениях на коэффициенты предложен способ 

редукции этой схемы к схеме с конечным числом узлов. 

В §17 рассмотрена трехточечная векторная схема с полубесконеч

ным числом узлов: 

= С^и,_1 - GiUi -Ь В,и^+1 = Fi, i> 1, 
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Uo = R , ^ 0, г —oo. (47) 

Предполагается, что при каждом i U j , F j , R - векторы из N компо

нент, C j , D j - ненулевые диагональные матрицы порядка N, матрицы 

Gi являются М - матрицами, 

Gi Соо, G i Goo, Dj Doo, Fj -^0, oo. 

G Г ' C ¿ I + \\G•¡^Щ < а < 1, С,- > В,- > О, д,- = Gi - Gi - В,-, 

Q f ' > Е l Q f I + А, А > о, г > О, 1<з<М. 

Схема (47), в частности, соответствует аппроксимации эллиптического 

уравнения в полубесконечной полосе. Для схемы (47) определим двух

точечное векторное соотношение, задающее многообразие решений раз

ностного уравнения (47), удовлетворяюшцх предельному условию на 

бесконечности: 

где матрицы А̂ - и векторы В^ связаны рекуррентными формулами: 

Ai = {Gi - B.-Ai+i) ^Gi Ai Aoo, г -» oo, (48) 

B,-(Bi+i - Bi) - [Gi - В,- - B i A i + i j B i = F i , В,- ^ 0, г ^ oo, (49) 

матрица A q o является решением матричного уравнения: 

ВооА^ - Goo А + Соо = О 

с нормой, меньшей единицы. 

В случае, когда разностное уравнение (47) вырождается при стрем

лении некоторого параметра к нулю (что случается при сеточной 

аппроксимации эллиптических сингулярно-возмущенных уравнений). 
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предложен асимптотический подход для нахождения и из (48) и 

(49). Оценена точность асимптотических разложений. 

Редуцированная к конечному числу узлов схема имеет вид: 

С,-и,-_1 - 0,-и,- + В,-и,-+1 = ¥г, г = 1,2, . . . ,М - 1, 

и о = К, И м - А м и м - 1 = В м , (50) 

где матрица А м и вектор В м являются решениями вспомогательных 

задач (48),(49). 

Т е о р е м а 11. Пусть и - решение схемы (50) в случае возмущенных 

А м , В м . Пусть 

А м — А м | < А ь | |Вм — В м | < А2, | | А м | < 1-

Тогда 

шах 
1 

{ А 1 | | и м - 1 | | + А2}. (51) 
1 - А м 

В §18 рассмотрена четырехточечная разностная схема, соответству

ющая аппроксимации параболического уравнения в случае, когда пре

дельные краевые условия по пространственной координате заданы на 

±оо. Предложен способ редукции схемы к схеме на сетке с конечным 

числом узлов. 

В четвертой главе рассматриваются двумерные линейные и нели

нейные эллиптические уравнения в прямоугольной области и в полу

бесконечной полосе. Рассматриваются задачи в неограниченной по про

дольной координате области или задачи, редуцированные к конечной 

области, поэтому пограничный слой по продольной координате отсут

ствует или слабо выражен. По другой координате рассматриваются 

случаи регулярного экспоненциального и экспоненциального парабо

лического погранслоев. Предлагается способ сведения краевой задачи 
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с полубесконечной полосы к прямоугольной области. Строятся и иссле

дуются разностные схемы для задач в прямоугольной области, 

В §19 рассматривается эллиптическое уравнение с конвективными 

членами по обеим координатам: 

В прямоугольной области С, 6̂  = { 0 < ж < ^ 1 , 0 < ^ < Хз}- Краевые 

условия имеют вид: 

ди 
и{х, г) = фг(х, г), (х, г)е1гг = 1,2, — -Ь б^и = ф^{г), (ж, г) е /3, 

и - £р4^ = Ф4(х), (х, г) е /4. (53) 

На коэффициенты задачи накладываются ограничения: 

£ > О, а(ж, 2 ) > а > О, и;(2) > > О, ¿ 3 > О, А > О, 

/ : > / ? > О, / : + 3 « ; > > о, / : - гг.^^) > ^ > о. 

Предполагается достаточная гладкость коэффициентов и согласован

ность краевых условий. Предварительно оцениваются производные. 

Л е м м а 12. Для некоторой постоянной С при всех {х,г) € О вы

полнится: 

дхз 
-и{х,г) < С [1 + е^-^ ехр[£-^а(ж - ЬМ , ; = 1,2,3 

•и{х,г) < С [1 + £~-^'ехр{-£~^(72}] , ^ = 1,2,3. 

Согласно лемме 12 по ж пограничный слой слабо выражен и имеет ме

сто экспоненциальный пограничный слой около границы г = 0. Для за

дачи (52)-(53) на равномерной по обеим координатам сетке построена 
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схема экспоненциальной подгонки по 2 (с учетом специальной аппрок

симации как самого уравнения, так и краевого условия) и обоснована 

ее равномерная сходимость. 

Т е о р е м а 12. Пусть - решение построенной схемы. Тогда имеет 

место оценка точности и ^\\<С(к1 + к2). 

Доказано, что в случае краевого условия г¿'̂  = О, г = О, соответ-

ствуюпдего, например, отражению субстанции от поверхности, схема 

направленных разностей (по обеим координатам) обладает свойством 

равномерной сходимости. Предложен сходящийся метод линеаризации 

разностной схемы. 

В §20 рассмотрена краевая задача для эллиптического уравнения 

и ди 

и{х,у) = ф1, {х,у) ей г = 1,2,3, \1т^и(х,у) = 0 (54) 

в случае полубесконечной полосы £) = { 0 < ж < о о , 0 < 1 / < 1 ^ . 

Предполагается согласованность краевых условий. Предложен способ 

сведения задачи (54) к прямоугольной области. В качестве краевого 

условия на искусственной границе х = Ь предлагается использовать 

вырожденное по продольной координате дифференциальное уравнение. 

Пусть й - решение редуцированной к прямоугольной области задачи. 

Л е м м а 13. При всех {х,у) £ 

и{х,у) - й{х,у)\ $ 
а' дх'^ 

и{Ь,у) ехр{а£ ^{х — Ь)]-. 

Проведена оценка производных решения как исходной, так и реду

цированной задач. Согласно полученной оценке решение редуцирован

ной задачи имеет параболические экспоненциальные погранслои у гра

ниц прямоугольной области ?/ = О, ?/ = 1 В этих слоях используется 
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сетка, предложенная Н.С. Бахваловым в случае обыкновенного уравне

ния. По координате х сетка предполагается равномерной, используется 

схема направленных разностей. Пусть ~ решение построенной схе

мы. 

Т е о р е м а 13. Для некоторой постоянной С 

1 
и'- и <С 

2 J 

В §21 рассмотрена краевая задача: 

'д^2'ге^,-а{х)--Ъ{х,у)и = Цх,у), 

и{х,у) = фг, (ж,у) ей i = 1,2,г, Ш = щ{у)и(Ь,у) + и^{Ь,у) = ф4{у). 

Такая задача со смешанным краевым условием на границе х = Ь мо

жет возникнуть после редукции с полубесконечной полосы. Как и в §20 

по координате у используется центрально - разностная аппроксимация 

на сетке Н.С. Бахвалова, по х предлагается использовать монотонную 

схему Самарского на равномерной сетке. По аналогии с §11 доказа

но, что хотя односторонняя аппроксимация на трехточечном шаблоне 

производной в краевом условии нарушает диагональное преобладание 

разностной схемы, она сохраняет принцип максимума и не понижает 

точность схемы Самарского. Пусть - решение построенной схемы. 

Т е о р е м а 14. Для некоторой постоянной С справедлива оценка: 

и — и < с + 1 
> ! + £ ЛГ|_ 

в §22 построена и обоснована разностная схема для нелинейного 

эллиптического уравнения в прямоугольной области. Обоснован моди

фицированный метод Пикара для линеаризации разностной схемы. 

В главе 5 рассматриваются вопросы численного моделирования рас

пространения примесей от источников загрязнений. 
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в §23 для эллиптического уравнения в полосе рассмотрена краевая 

задача, решение которой содержит степенной пограничный слой: 

г ¿ (ж, l )= :0 , w(a:,0) - £2/^2;^(а;,0) = О, l im i i(a; ,y)=0. (55) 

Такая задача является модельной при анализе распространения приме

си в направлении ветра, когда коэффициент вертикальной диффузии 

линейным образом зависит от координаты. На равномерной сетке в 

соответствием с методом прямых (вдоль оси у ) и предложенным ме

тодом построения схем в главе 1 в полосе строится разностная схема и 

доказывается ее равномерная по малым параметрам сходимость, с пер

вым порядком точности. Далее схема редуцируется к конечному числу 

узлов в соответствии с подходом, разработанным в главе 3. 

В §24 кратко изложен метод расчета переноса примеси от точеч

ных и площадных источников. Решается начально - краевая задача 

для параболического уравнения в случае трех измерений, изначально 

задача ставится в неограниченной области. Пакет программ по расче

ту на компьютере переноса примесей от источников загрязнений напи

сан в соответствии с хоздоговором между ИИТПМ СО РАН и Омским 

областным комитетом природы. 

Автор благодарит Конюхову Н.Б. за полезные обсуждения и заме

чания, касающиеся главы 2. 
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Глава 1. 

Р а з н о с т н ы е схемы для нелинейных 

сингулярно возмущенных обыкновенных 

дифференциальных уравнений второго порядка 

Данная глава посвящена разработке разностных схем для обыкно

венных нелинейных сингулярно возмущенных уравнений второго по

рядка на конечном интервале. Предложен способ построения разност

ных схем, основанный на замене коэффициентов уравнения на кусочно 

- постоянные или кусочно - линейные и написании точных разностных 

соотношений для задачи с возмущенными коэффициентами. В случае 

линейной задачи такой подход к построению разностной схемы приме

нялся, например, в [148]. Построен ряд новых разностных схем. 

\1. Нелинейное сингулярно возмущенное 

уравнение второго порядка 

Рассмотрим исходную краевую задачу : 

Т^и = -ей" -Ь а{х)и' + /(ж, г¿) = О, 

и{<д) = А,Ееи = г)и{1) + Еби'(1) = В. 

Предполагается, что а Е С^[0,1], / Е ^^([0,1] X Е), 

(1.1а) 

(1.16) 

а(х) >а>0, 6>0,7]>0,8 + Г)>0, е > О, 
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d¿ 
du 

>-ß\ß> О, «2 - 4.ße > 0. (1.26 )̂ 

А н а л и з дифференциальной задачи. Пусть L - линейный диффе

ренциальный оператор: 

LP = -еР" + а{х)Р' + Ь{х)Р, х е (0,1) 

с краевыми условиями Р(0) , R^P. Предполагаем, что 

6 , C G Q ° [ 0 , 1 ] , £ > 0 , <5>0,?7>0, 6-\-Г)>0. 

Л е м м а 1.1. Пусть существует функция ф G C^[0,1] такая, что 

ф{х)>0, X е [0,11 Ьф{х) > О, ж €(0,1) , Реф>0. 

Тогда для оператора L справедлив принцип максимума ([145], с. 40), 

173 и из условии 

Р е С% 1] П g^[0,1], Р(0) > о, R^P > о, LP(X) > О, Ж G (О, I) (1.3) 

следует, что Р(х) > О, ж G [0,1 . 

Утверждение леммы следует из представления функции Р в виде 

произведения Р = фу. 

Л е м м а 1.2. Пусть р, g G С^[0,1] П(5^[0,1]. Тогда справедливы оцен

ки: 

р{х) - д(х)\ < Ф{х), Ф{х) = [a\ßj)-'\\T,p - Г,д| -Ь \р{0) - q{0)\]x 

X exp[2ßa~^x] + [R^p - Req\[r} -Ь а6/2]~^| ехр[а(2е)~^(ж - 1)]. (1.4) 

Доказательство . Определим линейный оператор 

Lz = -£z" 4- a{x)z' + [f{x,p) - f(x, q)]{p - q)-^z 
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с краевыми условиями г{0),К£Х. Тогда Ьх = Т^р — Г^д, г = р — д. 

Определим 

ф{х) = ехр(2/Зо; ж), г(х) = ехр[о!(2е) [х — 1) 

Нетрудно убедиться, что 

Ьф > руа-'^ф, Ьг > 7(4^)"^, ЕеФ > О, К^г = т] + а(5/2. 

В соответствии с леммой 1.1, для оператора Ь справедлив принцип 

максимума. Определим Ф(ж) = Ф{х) ± х{х). Для функции Ф(ж) вы

полнены условия (1.3) и в силу принципа максимума Ф(ж) > О, Это 

доказывает лемму. 

Из оценки (1.4) следует единственность решения задачи (1.1), по

строением верхнего и нижнего решений можно убедиться в существо

вании решения [34]. Определяя р = и, д = О из леммы 1.2 получим 

оценку решения: 

и{х)\ < [а2(/37)-^||/(;г,0)| -Ь |А|] ехр[2/?а~^ж]-Ь 

+\В\1г] -Ь а6/2]-'^\ехр[а{2е)-\х - 1)]. (1.5) 

Из (1.5) следует, что \и{х)\ ограничено равномерно по е, но может экс

поненциально расти. 

П о с т р о е н и е и обоснование разностной схемы. Пусть О - про

извольная неравномерная сетка исходного интервала. Для построе

ния разностной схемы перейдем от (1.1) к уравнению с кусочно-

постоянными коэффициентами, для которого несложно в явном виде 

выписать точную разностную схему. 

Итак, от (1.1) перейдем к уравнению с кусочно-постоянными коэф

фициентами: 

Т,У = -еУ" -Ь а(х)У' + }(х, У) = О, У{0) = А, К^У = В, (1.6) 
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где при ж G An 

ä{x) = ап = a{xn-i), /{х, V) = fn = f(xn-uV(xn-i)), 

auf соответствуют (1.1). Решение уравнения (1.6) на каждом интер

вале А„ можно выписать в явном виде: 

V(x) = 7$"^ ехр(а„£ ^х) -Н 7̂ "̂  - /„«„^ж, 

где коэффициенты 7i"^ и 72"'' определяются из условий 

(1.7) 

Исходя из требования У G С^[0,1], получим соотношение: 

lim V'{x)= lim V'ix), n = 1 , 2 , A T - 1. 

Подставляя сюда выражения для V{x) из (1,7) для интервалов 

An , An+i, придем к конечно-разностной схеме: 

Л К - 1 - а д ' + ад+1=^п, V^ = A, n = l , 2 , „ . , i V - l , (1,8а) 

ryV;? -f a^-^ll - exp(-aiv/ijv£-^l-4V;J - ^ j j - i ) = — 1/т//г T//i 

= Б + ^[ea^^ — /iiv[l — ех-р{—а^к^€ ^) -1 (1,85) 

где 

An = 
1 - ехр(-а„ /г„£-1) ' ехр(а„+1Д„+1г-1) - Г 

Вп = Ап+ Пп, Рп = иа~^(НпАп - £)- и+1а~11{К+10г, - е). 

Соотношение (1,86) получено при подстановке У{х) из (1,7) при п = N 

в краевое условие К^У = В. 

Согласно построению схема (1.8) является точной на функции У{х), 

для анализа точности этой схемы остается оценить ||г4 — 
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Т е о р е м а 1.1. Пусть и ш V - соответственно, решения задач (1.1) 

и (1.6). Найдется С такое, что ||г¿ — У| | < Сехр(2(3а~'^)к. 

Доказательство . Сначала покажем, что найдется С такое, что 

и'(х)\ < С[1 + €~'^ ехр1ае~^(х - 1) (1.9) 

Существует д такое, что и(1) — м(1 — е) = еи'{д). Согласно (1.5), 

и(х)\ < С, поэтому \и'{д)\ < Се~^. Интегрируя уравнение (1.1) от д 

до 1, получим \и'{1)\ < Се~^. Теперь уравнение (1.1) запишем в виде 

1 

е(ехр[£:"^(^)1^')' — 1{^^и)ехр[е~^р{х)], р{х) = J а{з)(18. 
X 

Интегрируя это уравнение от ж до 1, получим 

1 

£•г¿'(l) — £ ехр[е~^ р{х)]и'(х) = 1 f{s,u{s))ex^p[£~^p{s)]ds. 

Следовательно, 

и'{х)\ < с £ ^ ехр[ -е + ^ ^ / ^^Р 
'р(8) р{х) 

¿8 

откуда и следует требуемая оценка (1.9). 

Оценим Т^и — Т^У . Имеем 

При X Е Ап 

ТеП - ТеУ = 1а{х) - а(х)]и' + }{х, и) - f{x, и) 

}{х,и) - / ( Ж , М ) | <С 1 \и'{8)\(18. 

(1.10) 

Учитывая оценку (1.9), из (1.10) получим 

ТеП - ТеУ\ < Ск\1 -Ь ехр[о;(2£)-^(а; - 1) (1.11) 

Определим линейный оператор 

1г = -£х" + а(х)г' + 0{х, и, У)г 
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с краевыми условиями z{0),RsZ, где при ж Е А„ 

При X e An 

1{и - ¥ ) = Т^и - ТеУ + и, У)\и - ип-1 -(V- (1.12) 

Для У(х) так же как и для и'{х) справедлива оценка (1 .9) . Учитывая 

(1 .9) , (1 .11) , из (1.12) получим 

L{u -V)\< Ch{l + е-^ ехр[а{2е)-\х - 1)]}. (1 .13) 

Несложно показать, что 

-1, (1.14) 

Учитывая эти неравенства, определяем функцию 

Ф(х) = СЦф(х) + г{х)] ±(и- V). 

Используя (1 .13) , (1 .14) , получаем, что для некоторого С 

1Ф(Ж) >0, хе (0,1), Ф(0) > О, > 0. 

Согласно построению, Ф G С^[0,1] П (^^[0,1]. Используя лемму 1.1 и 

применяя принцип максимума к оператору L, получаем Ф(а:) > 0. Это 

доказывает теорему. 

Схема (1.8) точна на функции V(x), поэтому , в соответствии с 

доказанной теоремой, она сходится со скоростью 0(h) равномерно от

носительно параметра s . Разностная схема (1.8) является нелинейной 
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системой алгебраических уравнений. Методы репгения таких систем 

проанализированы, например, в [137]. 

Остановимся на результатах численных экспериментов. Рассмо

трим краевую задачу: 

-ей" + м' - ехр(-м) = G{x), м(0) = А, еи'{1) = Б , (1.15) 

где А, Б , G{x) подбирались таким образом, чтобы решение задачи 

(1.15) имело вид 

и{х) = ехр[(х - 1)£~^] -f 1п(1 4- х). 

Решение схемы (1.8) находилось методом итераций Пикара. Начальная 

итерация VQ{X) = О обеспечивала сходимость итерационного процесса. 

На каждом итерационном шаге решение находилось методом прогон

ки. В табл. 1.1 в случае равномерной сетки для схемы (1.8) приведена 

норма погрешности d{h, е) = шах\и{х) — V^(x)\, ж G О при различных 

значениях s ж h. 

Таблица 1.1. 

h S h 

1 1.0Е-1 1.0Е-2 1.0Е-3 1.0Е-4 

0.1 0.61Е-1 0.77Е-1 0.11 0.12 0.12 

0.02 0.12Е-1 0.14Е-1 0.17Е-1 0.23Е-1 0.23Е-1 

0.01 0.61Е-2 0.69Е-2 0.76Е-2 0.12Е-1 0.12Е-1 

Результаты экспериментов подтверждают, что схема (1.8) сходится 

равномерно относительно £, точность схемы - порядка 0{к). В табл. 

1.2 для сравнения приведены значения 6(к,е) для схемы направленных 

разностей при различных е ж к. 
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Таблица 1.2, 

к £ к 

1 1.0Е-1 1.0Е-2 1.0Е-3 1.0Е-4 

0,1 0.26Е-1 0.93Е 0 0.99Е+1 1.0Е+2 1.0Е+3 

0,02 0.55Е-2 0.19Е+0 0.20Е+1 0.20Е+2 0.20Е+3 

0.01 0.28Е-2 0.93Е-1 0.10Е+1 0.10Е+2 0.10Е+3 

^2. Краевагия задача для системы уравнений 

Рассмотрим исходную краевую задачу : 

Т^и = -£и" + а{х)и + Г{х, и) = О, (2.1) 

и(0) = А, П,и = 8и{1) + еРиЧ!) = Б , (2.2) 

где а{х),8,(3 - диагональные квадратные матрицы порядка N с диа

гональными элементами ,соответственно, аг(х),8{,(З^, А,В - векторы 

из N компонент, £ -числовой параметр, 5 > О, ^ - известная вектор-

функция, и{х)- вектор-функция решения. Предполагается, что при всех 

г = 1,2,. . . , ТУ а,- € С^[0,1], Рг £ ^^([0,1] х Б ) , 

а г ( ^ ) > «г > О, Ьг > О, > О, 8г > О, » 0 = ШЩ (2.3) 

Дополнительные ограничения на Р будем рассматривать отдельно. 

Задача (2.1)-(2.2) является модельной, например, при описании пе

реноса примеси с учетом диффузии и химических реакций. Под сеточ

ной вектор-функцией будем подразумевать вектор, компонентами ко

торого являются сеточные функции, определенные на сетке 12. 
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А н а л и з дифференциальной задачи. Рассмотрим вспомогатель

ную линейную краевую задачу : 

Ьи = -ей" -Ь а{х)и' -Ь С{х)и = Г{х), и{0) = А, П^и = В, (2.4) 

где матрица а(х) определена выше, С(х)- квадратная матрица порядка 

А", Рг,Сг^ е С[0,1], предполагаются справедливыми ограничения (2.3). 

Л е м м а 2.1. Пусть при всех i 

Си > > О, Е \Cij\ < (1 - а)Сц, 0<а<1. 
зф1 

(2.5) 

Тогда : 

и 
N 

V 
-Н А -Ь шах 

Доказательство . Рассмотрим скалярную линейную задачу : 

ЬоУ = -еУ"+<1{х)У'+Ь{х)У = Цх), У(0) = Ао, 8оУ{1)^еРоУ'(1) = Во, 

где Ь{х) > 0,6 > 0,6о > 0,/?о > 0,6о + /?о > 0,(1{х) > do > О, х е I , 

b,d,f € (5^[0,1]. Покажем, что 

П ^ ) 1 < | | { | | + 1Л| + 
в, 

ex.•p[do£ ^{х — 1) (2.6) 
<5о -Ь do|Зo 

При наложенных ограничениях для оператора Ьо справедлив принцип 

максимума и если для некоторой функции Ф(а;) Е С^[0,1] П Q^[0,1 

Ф(0) > О, (5оФ(1) -Ь е/?оФ'(1) > О, ЬоФ(^) > О, :г Е / , (2.7) 

то Ф(ж) > о при всех а; Е / [1]. Определим : 

/ Вс 
ехр[^о^ ^{х — 1)] ± У(х). 

6 ¿0 -Ь йоРо 

При таком выборе Ф(ж) выполнены соотношения (2.7) и поэтому 

Ф(ж) > о, ж Е / . Это доказывает оценку (2.6). 
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Уравнение (2.4) для компоненты i запишем в виде: 

-еиЧ + a¿(ж)г¿• + Сц(х)щ = Г1{х) - ^.01^(х)и^ 

в силу оценки (2,6) имеем : 

ЦВг\{8г+афг)-^ехр[аге~^{х-1)] + \А 

Учитывая условия (2,5), придем к утверждению леммы. 

Получим оценку устойчивости при других ограничениях на матри

цу С(х). 

Л е м м а 2.2. Пусть в (2,4) 01^{х) < О при г ф ^. Пусть найдется 

вектор-функция ф{х) с компонентами из С^[0,1], такая, что 

Ф{х) > О, 1ф(х) >о,х е1, к,ф > 0. (2,8) 

Тогда, если для некоторой вектор-функции Ф(ж) с компонентами из 

С2[0,1] 

Ф(0) > о, > 0,1Ф(х) > О, Ж е / , (2,9) 

то Ф(а;) > О, X е 1. 

Доказательство . Предположим, что какие-то компоненты вектор-

функции Ф(ж) оказались меньше нуля. Определим у : у{ = '^г/ф{- Тогда 

при некоторых 7о,хо будет ?/̂ о(д;о) = шmyj{x) < О, Покажем, что хо ф 1. 

В силу условий (2,9) 

Исходя из этого соотношения, легко убедиться, что жо < 1, Следова

тельно, хо- точка локального минимума и поэтому: 

УзоЫ < О, у'фо) = О, у'Ихо) > 0. 
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Нетрудно убедиться, что 

к=1 

Учитывая (2.8), получим Ьу^'Ф(хо) < О, что противоречит (2.9). Лемма 

доказана. 

Замечание 1.Лемма 2.2 останется в силе, если предположить, что 

компоненты вектор-функции Ф(ж) из С^[0,1] П <5^[0,1]. При этом если 

в (2.9) х- точка разрыва второй производной, то условие 1УФ(Ж) > О 

должно быть выполнено для правого и левого пределов в этой точке. 

Замечание 2. Условие Ог^(х) < О при г ф ^ для выполнения принципа 

максимума является существенным. В этом можно убедиться, рассмо

трев краевую задачу: 

—е1^[ -Ь г¿i = О, — - | - ^2 -Ь «1 = О, 

«1(0) = 1,М2(0) = 0,г/'1(1) = 0,4(1) = 0. (2.10) 

Если определить Ф{х) = {и1(х), и2{х)), ф{х) = (ехр(ж), ехр(а:)), то будут 

выполнены условия (2.8),(2.9), но при определенных х будет и2{х) < 0. 

Л е м м а 2.3. Пусть для задачи (2.4) в дополнение к условиям (2.3) 

при всех г выполнены неравенства : 

N 
Е >-г],г]> 0,а^ - 47?г > 7 > о, Ог^ <0,]ф г. 
3=1 

(2.11) 

Тогда для оператора Ь из (2.4) справедлив принцип максимума и для 

решения задачи (2.4) верна оценка устойчивости : 

и{х)\\ < Т{х) = [o¿l{r|^) \\F\\N + ехрртуао х\-{-

+ шах|Д((5г-Ьо!оА-/2)~^|ехр[о!о(2е)~Чж - 1) 

Доказательство . Определим вектор-функцию ф{ху. 
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ф{{х) = exp[2r)aQ^x]. Нетрудно убедиться, что для вектор-функции 

ф{х) справедливы соотношения (2.8). Согласно лемме 2.2 для L спра

ведлив принцип максимума. Определим Ф(ж): Фг(ж) = Т{х)±щ(х). При 

таком задании Ф(а:) выполнятся неравенства (2.9) и в силу принципа 

максимума Ф(ж) > 0. Это доказывает лемму. 

Получим оценку устойчивости для исходной задачи (2.1)-(2.2). 

Пусть G(x,u) - матрица Якоби функции F{x,u) из (2.1). Будем рас

сматривать случаи, когда при всех ж и s G для G{x, s) выполнены 

условия (2.5) или (2.11). 

Пусть p,q - две произвольные вектор-функции с компонентами из 

С^[0,1] П (5^[0,1], Z = р — д. Используя теорему Лагранжа о среднем 

значении, из (2.1)-(2.2) получим: 

L,z = -£z" -Ь a{x)z' + G(x,^{x))z = Т,р - Т^д, 

z{0) = р{0) - g(0), R,z = R,p - R,g. 

Пусть выполнены ограничения (2.3),(2.5). Тогда в соответствии с 

леммой 2.1 

Ib - 4N < (T-'l V~4TsP - Т,д\\м + |b(0) - g(0)||-b 

-bmp\{ReP - Reg)i{Si + a¿A)~^| ]• (2.12) 

В случае ограничений (2.3),(2.11) согласно лемме 2.3 

\\р(х) - д{х)\\ < [al(r]j)-'^\\TeP - Г,д||лг+ +|Ь(0) - д(0)||] ехрртуао ^^]+ 

+ ma.x\(R,p - Reg)i[6i -Ь aoPi/2]-^\exp[ao{2s)-\x - 1)]. (2.13) 
г 

Задавая в (2.12) или (2.13) р = и,д = О, получим оценку устойчиво

сти для решения задачи (2.1)-(2.2): 

и лг<С[ | | ^ ( : г , 0 ) | | л г -Ь |И | | + | |Б 
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Из оценок (2.12) и (2.13) следует единственность решения задачи (2.1), 

(2.2). Согласно [155] решение задачи (2.1)-(2.2) существует, если най

дутся нижнее и верхнее решения а, ¡3, для которых 

Tea < О, Те^ > о, а(0) <А< ^(0), Б^а < Б < R J . (2.15) 

В случае условий (2.11) определим вектор-функцию а{х) с компонен

тами 

аг{х) = -{[о;о(7/7)~-^||^(ж,0)||лг 4- ехр[2г/а^^а;]-Ь 

+ тах |Бг(6^ +0.5о;оА)~^|ехр[а;о(2£)'^(ж - 1)]},Р(х) = -а(х). 

В случае условий (2.5) определим 

di{x) =-а {г] ^\\F{X,0)\\N+ \\А\\-\-тах\В{{6{-\-aofSi) ^|х 

X exp[ao^~'̂ (a:; — 1)]}, ^(х) = —а(х). 

При таком задании а,^ будут выполнены условия (2.15), что влечет 

существование решения задачи (2.1)-(2.2), Остановимся, например, на 

случае условий (2.11). Докажем, что Т^а < 0. Это следует из того, что 

для некоторого ^ 

Т^а = -еа" + а{х)а' + G { x , + F{x, 0) < 0. 

Нетрудно показать, что в случае выполнения условий (2.3) и (2.11) 

оператор обратно монотонен, то есть из условий 

ТеР{х) > %q{x), X Е / ,р (0) > д(0), R^p > R^q 

следует р{х) > q{x), х £ I. 

П о с т р о е н и е разностной схемы. Пусть Q - произвольная сетка 

исходного интервала, М - количество шагов сетки. Для построения 
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разностной схемы перейдем от (2.1) к системе уравнений с кусочно-

постоянными коэффициентами: 

ТеУ = -еУ" -Ь а{х)У' + Г{х, У) = О, У(0) = Л, К^У = Б , (2.16) 

где а{х) - диагональная квадратная матрица порядка А" с диагональ

ными элементами а1{х), Р - вектор-функция, при х £ Ап 

а{х) = ап = а{хгг-1), Р{х, У) = Гп = ^(ж„_1, У(ж„_1)), 

а л Г соответствуют (2.1). 

Выписывая решение уравнения (2.16) на каждом интервале А„, тре

буя непрерывности производной на границе интервалов А„ и Ап+г, под

ставляя найденное решение на последнем интервале в правое краевое 

условие (2.16), придем к конечно-разностным соотношениям: 

АпУ\хп-1) - ВпУ\хп) + ПпУ\хп+1) = /п, У\хо) = А, 

6У\хм) + амПЕ - ехр{-км£-'ам)\-\У\хм) - У\хм-1)) = 

= В + (3[еа-^ - км[Е - ехр{-км€-'^ам)]~^]Е(хм), (2.17) 

где Е- единичная матрица. 

Ап = ап[Е - ехр(-Нп€ ^а^)] \ = ап+1[ехр(/г„+1£ - Е -1 ,-1. 

Вп = Ап-\- Вп,/п = апЛ^пАп - £Е)Г{хп) - а^1^(Нп+1Пп - еЕ)Е{хп+1). 

Оценим точность построенной схемы. 

Т е о р е м а 2.1. Пусть для С{х,з),8 Е В^ выполнено условие (2.5) 

или (2.11). Тогда найдется С, такое что 

и ^ - у ' Nn< си. (2.18) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . При выполнении условий теоремы верна оценка 

(2.14), влекущая ограниченность решения задачи (2.1)-(2.2). Проводя 

рассуждения по аналогии со случаем одного уравнения в §1, получим: 

u'iix)\ < С2[1 + £~^ехр(а,-£-1(ж - 1))], i = l , 2 , . . . , i V . 

Учитывая (2.19), нетрудно показать: 

(2.19) 

Teu{x) - TeV{x)\\ < Сзк[1 + exp{aQS-\x - 1)) (2.20) 

Остановимся на случае условий (2.5). Пусть г = и — V. Используя 

теорему о среднем значении, получим, что при х Е Ап, j = 1,2,N 

Ь^г^(х) = -ег'; + а^{х)г] + С^^{х,in)zj = {Т,и - Г ^ У ) , -

N 

- Е 0^к(х,^гк-^ ^2 Gjkix,Qi(щ(x) -щ(хп-1)) - (Ук(х) - Ук(хп-1))). 
кф] к=1 

Учитывая, что для У{х), как и для и(х), справедлива оценка (2.19), 

используя (2.20), при ж Е Ап получим: 

LjZj{x)\ < C4h[l-\-s ^exp(ao£ ^{х - 1))] + Е \Gjkix,^n)zkix) 
кфз 

Определим функцию: 

Фу(ж) = СьЩ + ехр(ао(2е)-^(ж - 1))]+ 

+11 Е \Gjk{x,i{x))zk{x)\|Gjj{x,i{xЩ ± х^{х). 
кфз 

Тогда можно подобрать С^ таким образом, что для оператора и 

функции Ф̂ - выполнены условия (2.9). В силу принципа максимума 

ФДж) > О, следовательно, ||« — УЦту < С/г. Учитывая, что по построе

нию У{х) является решением схемы (2.17), придем к оценке (2.18). 

Пусть выполнены условия (2.11), z = и — V. Тогда : 

Ы = -sz" + а{х)г' -Ь С(ж,^)я = Т^и - Т^У-Ь 
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+F(x, и) - F{x,и) + F{x, V) - F{x, V). 

Нетрудно убедиться, что для оператора L с краевыми условиями , 

соответствующими (2.2), справедлив принцип максимума. Учитывая 

(2.20), нетрудно показать, что 

^'^(^)|| < С&к[1 -Ь € ^ ехр{аое ^{х — 1)) - - l i 

Определим вектор-функцию Ф(ж) с компонентами 

Ф{(х) = Су/г [ехр{ао{2е)~^(х - 1)) -\-ехр(2г)а^^х)] ± 2г(х). 

Можно подобрать Су таким образом, что для оператора Ь и вектор-

функции Ф(ж) будут выполнены условия (2.9). В силу принципа мак

симума Ф(ж) > 0. Это доказывает теорему. 

Случай слабо выраженного погранслоя. Остановимся на случае, 

когда в (2.2) правое краевое условие имеет вид и'{1) = 0. Нетрудно 

показать, что в этом случае оценка производной (2.19) заменяется на 

следующую: 

(1^ 
dx^ 

•Ui(x) < С[1+£^-^ехр(аое-^(х - 1))], j = 1,2,3. (2.21) 

Из этой оценки следует, что производные решения не ограничены рав

номерно, начиная со второй. Целесообразно исследовать на сходимость 

схему направленных разностей, которая проще схем с экспоненциаль

ными подгонками. Выпишем эту схему: 

Г^у'* = -€А^^,пи^ + апАх,пи^+Р{хп,и\хгг)) = 0, п = 1 ,2 , . . . ,м - 1, 

и^{хо) = А, Я ^ ' * = Н-^(и\хм) - и\хм-1)) = О, (2.22) 

где и^- сеточная вектор-функция, = а(а^п), п = 1 , 2 , . , . , М - 1 . 
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Л е м м а 2.4. Пусть в дополнение к (2.3) для матрицы Якоби С вы

полнены ограничения (2.5). Пусть р^,д^- две произвольные сеточные 

вектор-функции, =р^ - д^. Тогда: 

< а-'{г1-'\\Т^р - Т^ди,п + \\z\xQ)\\ + (2еао ' + hм)\\R''z%. 

(2.23) 

Доказательство . Вычисляя Т^р'^ — Т11;д^ и используя теорему о сред

нем значении, можно записать: 

= - Т^д% - ЕС.-К^п,4 ' ) г^(^п) , 

Определим сеточную вектор-функцию Ф'* с компонентами 

(2.24) 

Щхп) = Л'ЧТУ - ТУ\и,^ -Ь \\z\xo)\\ + (2шо^ + hм)\\R'z -1 
X 

хи}п + т а х т а х Y.GфnЛn)z';{xrг)[G^i{xn,en) 
Зфг 

-1 

где иом = 1, при п < М 

1 + 
г=п+1 V 2£ 

При таком выборе Ф'* выполнятся условия: 

^ ^ ф ^ > О, Ф'*(жо) > О, Л^Ф'* > 0. 

В силу принципа максимума покомпонентно Ф'* > 0. Это доказывает 

лемму. 

Из этой леммы следуют единственность и ограниченность решения 

схемы (2.22). Оценим точность этой схемы. 

Т е о р е м а 2.2. Пусть выполнены условия (2.3) и для С(ж,«), 8 Е 

справедливы ограничения (2.5). Пусть шаги сетки О удовлетворяют 
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ограничению Жп + / 1 „ < 1 , п = 1 , 2 , . . . , М — 1. Тогда найдется С : 

и ^-и^ ТУЙ < СН. (2.25) 

Доказательство . Пусть = — [и\о,. Используя теорему о среднем 

значении, получим из (2.22) соотношение для произвольного г: 

(2.26) 

где Х̂ -̂ соответствует (2.24). Используя оценки производных (2.21), как 

и в случае одного уравнения, нетрудно получить: 

[Т^г - Т^Шг\ < Ск[1 + 8-' ехр(аог-Ч^п+1 - 1)) -1 (2.27) 

где 5„ = тах( /г„ ,е) , О <п< М, 1 <i < N. 

Определим сеточные вектор-функции ф^,'ф'^,9^ с компонентами: 

Ф^Ы = П (1 + 
г=г V / 

Л 
4 . у 

ФК^г) 
1 -Ь аокгЦ^е)' 

^гЧ^о) = Ф?(а:1)/(1 + «о/^1/(4е)),п - 1,2,... , М, 

^?(жп) = ф^{хг.) (1 + ^) , 0^(хп) = П (1 + 2^а^1/г,) , е^{хо) = 1. 

Учитывая условия теоремы, нетрудно показать, что для всех узлов ж„ 

покомпонентно 

ф^{хп) > ехр[ао£~\жп+1 - 1)'. 

Определим сеточную вектор-функцию Ф'* с компонентами: 

hJ.h (2.28) 

(2.29) 

Ф?(жп) = С[(^?(жп) + (ж„) -Ь хп]к+ 

-1-тах т а х 
г п<М-1 

Ес,Дхп ,е ; ) ( :?^:1 (^п,Й)4Ы 
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Учитывая соотношение (2.26), неравенства (2.27)-(2.29), для некоторо

го С получим: 

^5Ф'^>0, П = 1 , 2 , . . . , М - 1 . (2.30) 

Покажем, что при соответствующем выборе С 

Ф'(жо) > О, ^\хм) - •Ф\хм-х) > 0. (2.31) 

Первое неравенство очевидно. Нетрудно убедиться, что при всех г 

ф^{хм) - 'Ф^(хм-1) > о, ФН^М) - ФК^М-1) > С1кмЗм\ (2.32) 

где Зм = т ах ( / гм , £)• С другой стороны, при всех г 

щ{хм) - щ{хм-1)\ < С^км, \щ{хм) - щ{хм-1)\ < Сзк^е • 

Применяя первое из этих неравенств при е < км и второе при е > км, 

учитывая (2.32), получим (2.31). Итак, неравенства (2.30),(2.31) имеют 

место и в силу принципа максимума при всех п > 0. Учитывая 

условия (2.5), нетрудно заключить, что 

шах шах 
г" п < М - 1 

^г(Хп)\ < С4к. 

Требуемое неравенство (2.25) будет иметь место, если показать, что 

при всех i \щ{хм) - и'-{хм)\ < Ск. Это следует из того, что 

щ(хм) - и'1(хм)\ < \щ{хм) - щ{хм-1)\ + \щ{хм-1) - и?(жм-1) . 

Теорема доказана. 

Заметим, что ограничение на сетку $1 будет выполнено, если, на

пример, при всех п кп < км- Ограничение на О можно ослабить до 
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следующего: /г„ < д(1 — ж„), где д- положительная постоянная, не за

висящая от е. Нетрудно убедиться, что при этом доказанная теорема 

останется в силе. 

Остановимся на анализе схемы (2.22) в случае ограничений (2.11). 

Сначала установим условие, когда для линейного оператора 

N 

l<г<N, 1<п<М-1 (2.33) 

с краевыми условиями 

г^(хо\ П^х^ = 6izf{xм) + АЛ.,м4 (2-34) 

справедлив принцип максимума. Предполагаем, что е в (2.33)может 

быть функцией от узла сетки, что делает справедливой следующую 

лемму для большего числа разностных операторов (например, для опе

ратора, соответствующего монотонной схеме Самарского [145]). 

Л е м м а 2.5. Предположим, что в (2.33)-(2.34) при всех г 

еп>0, ai{xn)>0, 6г>0, Д-> О, <5, + Д-> О, п = 1,2,.. . , М - 1. 

Пусть существует сеточная вектор-функция Ф'* такая, что покомпо

нентно при всех п 

Ф\хп) > о, Ь^Ф'̂  > 0,Ф^{хм) > ФЧХМ-1). (2.35) 

Тогда, если для некоторой сеточной вектор-функции Ф^ 

ф\хо) > о, Ь^Ф'' > О, п = 1,2,..., М - 1, Л'^Ф'* > О, (2.36) 

то при всех п Ф^{хп) > 0. 
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Доказательство . Предположим, что какая-то компонента сеточной 

вектор-функции Ф^ в каком-то узле отрицательна. Представим в 

виде: Ф'-{хп) = Ф-*(ж„)У^-^(ж„), Тогда для некоторой компоненты г и 

узла Хт выполнится 

У;'{хт)=шщттУ]'(хп)<0. 

Покажем, что т -ф М. Предположим, что У/^[хм) < 0. Из (2.36) следу

ет, что Ф К ^ М ) > Ф - ( ^ м - О - Учитывая (2.35), получим 

У/^{хм) > Уг^{хм-1)- Следовательно, т ф М. Минимум сеточной 

функции У/^ достигается во внутреннем узле, поэтому 

У/^(хт) < О, А.^тУ!" < О, А^^т+гУ/^ > О-

Нетрудно убедиться, что 

1^,Ф' = а^{Хт)ФК^т-1)А,,тУ!' + ^ ' ( ^ т ) ^ ^ ^ ' -

2ег •"т 
кщ + кт+1 

^КХт+1)А,,т+1УГ + 

+ , ^1{Хт-1)А,,гпУг' + Е СтМ{Хт){Ук\хт) - У^Ы) < С 

Это противоречит условиям (2.36). Лемма доказана. 

Л е м м а 2.6.Пусть для матрицы Якоби С выполнено условие (2.11), 

а1 - (8е -Ь 2аоК)г] > 7 > 0. (2.37) 

Пусть г'* и соответствуют схеме (2.22), ж д^ - две произвольные 

сеточные вектор-функции. Тогда при всех п 

+ | | / ( ж о ) - д^(жо)||] е х р ( 2 7 7 а о ^ ж „ ) + ( 4 о ; о ^£ + км) х 
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-1, 

Доказательство . Определим =р^ — д^. Тогда: 

ЬУ = Пр^-Т:д\ 0<п<М, (2.38) 

где задано согласно (2.33) с = е. Учитывая условие (2.37), не

сложно показать, что при всех п = 1 , 2 , . . . , М — 1 выполнится 

—1 .̂Ь тЬпН -1пЬ (2.39) 

где Зп = т.&х{аокп, е). Согласно лемме 2.5 для оператора справедлив 

принцип максимума. Покажем, что при всех i 

Фг (хп) < ехр(-ао(ао/^ + 4^) (1 - а^п))-

Это следует из того, что ф\{хм) = 1, при п < М 

г=п+1 
1 -

4б -Ь «о/^г/ ~ г=п+1 4е 4- aohi' 

Используя (2.38)-(2.39), на основании принципа максимума придем к 

утверждению леммы. 

Т е о р е м а 2.3. Пусть выполнены ограничения (2.3) и для С{х,8) 

справедливы соотношения (2.11). Пусть выполнены условия (2.37) и 

шаги сетки О, удовлетворяют ограничению Хп -\- кп < 1. Тогда для 

схемы (2.22) справедлива оценка точности: ||[«]о — г/'Ч|дго < Ск. 

Доказательство . Для погрешности аппроксимации справедлива 

оценка (2.27). Определяя Ф^ = С[в^ ф^ + ф^]к ± г^, где ф'' , ж 

определены в теореме 2.2, учитывая (2.39), используя принцип мак

симума и подбирая подходящую постоянную С, получим утверждение 

теоремы. 
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Рассмотрим вопрос линеаризации схемы (2.22). Предположим, что 

в дополнение к условиям (2.5) < Сц(х) < Л, г]/Е > 1 - а. Можно 

показать, что тогда итерационный процесс: 

-еА^^^пи''^'^ + а{хп)А^,пи''^^ + Лм ^ + ^ ( ж „ ) = Ки\хп) - Г(хп,и\хп)), 

и'+\хо) = А, и'+\хм) - и'+\хм-1) = О (2.40) 

при любом начальном приближении сходится к решению схемы (2.22) 

со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем 

д = 2 — а — г}/К. На каждом итерационном шаге для нахождения реше

ния можно использовать метод прогонки, который для данной системы 

уравнений устойчив в силу диагонального преобладания. 

Р е з у л ь т а т ы численных экспериментов. Рассмотрена система 

двух нелинейных уравнений для случаев, когда для матрицы Якоби 

С[х,и) выполнены условия (2.5) или (2.11). Вычислялась погрешность 

построенной схемы (2.17) и схемы направленных разностей (2.22) при 

задании краевых условий первого рода, когда имеется экспоненциаль

ный погранслойный рост решения, и в случае г¿'(l) = О, когда погра

ничный слой слабо выражен. 

Погрешность = — [и\о, является сеточной вектор-функцией и 

под ее нормой подразумевается ||-г'*||2й, которая определена выше. Ре

шение разностной схемы во всех экспериментах находилось на основе 

модифицированного метода Пикара. В случае схемы (2.22) этот ме

тод имеет вид (2.40). Итерации продолжались, если не выполнялось 

_ и^]^^^ <; 10~^. Итерационный метод сходился, если в (2.40) 

Л > 1 и не сходился при Л = 0. Сетка О предполагалась равномерной. 

Сначала рассмотрен случай условий (2.5). Рассматриваемая систе-
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ма имеет вид: 

-ей" + и[ + «1 + 0.5 ехр{-и2) + Л (ж) = О, 

-еиЧ + 24 + 0.5^1 + ехр{и2) + = О, (2.41) 

где fl{x) и f2(x) зависят от вида решения. 

Остановимся на случае краевых условий первого рода с решением 

системы уравнений (2.41) вида: 

и1[х) = ехр(е~^{х — 1)) + со8(0.57гх), 

и2{х) = - ехр(2£-\х - 1) + 1) + ехр(ж). (2.42) 

В табл. 2.1 приведена норма погрешности схемы (2.17) в зависимо

сти от 5 и шага к сетки. Данные этой таблицы подтверждают оценку 

(2.18). В табл. 2.2 для сравнения приведена норма погрешности схемы 

(2.22). Вычисления подтверждают, что эта схема не сходится равно

мерно по е. Теперь остановимся на случае 4(1) = 0,4(1) = 0. Решение 

(2,41) задавалось в виде: 

г¿l(ж) = 0.57ггехр(г~-^(ж - 1)) -Ь со8(0.57гж), 

и2(х) = -О.Ьеехр{2е~\х - 1) + 1) + ехр(ж). (2.43) 

В табл. 2.3 приведена норма погрешности схемы (2.22) в зависимости 

от е и шага сетки. Результаты вычислений подтверждают равномер

ную сходимость схемы с оценкой точности (2.25). 

Далее был рассмотрен случай условий (2.11) для матрицы Якоби. 

Исследуемая система имеет вид: 

-еи'1 -Ь 4 + 0.5«! - ехр(и2) + fl(x) = О, 

-^4 + 24 - «1 + О.Ьехр{-и2) + /2{х) = О, (2.44) 
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где как и ранее /\{х) и /2(2?) зависят от вида решения. 

Сначала остановимся на случае краевых условий первого рода с ре

шением (2.42). В табл. 2.4 приведена норма погрешности схемы (2.17) 

в зависимости от £ и шага Н сетки. Результаты вычислений подтвер

ждают оценку (2.18). 

Таблица 2.1. 

е Ь е 

0.1 0.05 0.01 0.005 

1.0 0.24Е-1 0.12Е-1 0.24Е-2 0.12Е-2 

1.0Е-1 0.42Е-1 0.21Е-1 0.44Е-2 0.22Е-2 

1.0Е-2 0.44Е-1 0.23Е-1 0.47Е-2 0.23Е-2 

1.0Е-3 0.44Е-1 0.23Е-1 0.47Е-2 0.23Е-2 

Теперь остановимся на случае и[{1) = 0,г¿2(l) = О, когда решение за

даем согласно (2.43). В табл. 2,5 приведена норма погрешности схемы 

(2.22) при различных £ и /г,. Результаты вычислений подтверждают 

оценку (2.25) в случае выполнения условий (2.11). 

Численные эксперименты в случае нелинейной задачи, когда усло

вия (2.5) или (2,11) выполнены для 0{х^8) при всех 5 Е привели к 

аналогичным результатам. 
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Таблица 2.2. 

е Ь е 

0.1 0.05 0.01 0.005 

1.0 0.24Е-1 0.13Е-1 0.27Е-2 0.14Е-2 

1.0Е-1 0.38 0.29 0.74Е-1 0.38Е-1 

1.0Е-2 0.44Е-1 0.18 0.51 0.35 

1.0Е-3 0.45Е-1 0.23Е-1 0.12 0.24 

Таблица 2.3. 

е Ь е 

0.1 0.05 0.01 0.005 

1.0 О.бОЕ-1 О.ЗОЕ-1 0.60Е-2 О.ЗОЕ-2 

1.0Е-1 0.18 0.89Е-1 0.17Е-1 0.85Е-2 

1.0Е-2 0.22 0.11 0.23Е-1 0.11Е-1 

1.0Е-3 0.23 0.12 0.24Е-1 0.12Е-1 

Таблица 2.4. 

е Ь е 

0.1 0.05 0.01 0.005 

1.0 0.24Е-1 0.12Е-1 0.24Е-2 0.12Е-2 

1.0Е-1 0.12 0.50Е-1 0.84Е-2 0.41Е-2 

1.0Е-2 0.18 0.99Е-1 0.18Е-1 0.90Е-2 

1.0Е-3 0.18 0.97Е-1 0.20Е-1 0.10Е-1 
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Таблица 2.5. 

е е 

0.1 0.05 0.01 0.005 

1.0 0.86Е-1 0.45Е-1 0.92Е-2 0.46Е-2 

1.0Е-1 0.19 0.94Е-1 0.18Е-1 0.91Е-2 

1.0Е-2 0.32 0.16 0.34Е-1 0.17Е-1 

1.0Е-3 0.33 0.17 0.36Е-1 0.18Е-1 

§3. Схема второго порядка точности 

для уравнения типа диффузия-реакция 

Рассмотрим сингулярно возмунденную граничную задачу 

Ьи = ей" - /(хм) = О, и(0) = А, и{1) = В (3.1) 

в предположении: 

£ > о , / е с 2 ( / , ^ ^ ) , / = [ о , 1 1 , / : > / ? > о . (3.2) 

п р и ограничениях (3.2) задача (3.1) имеет единственное решение 

и{х) € C*^(^), это решение имеет пограничные слои около концов ин

тервала / . 

В случае линейной задачи (3.1) вопрос построения разностной схе

мы, обладаюп1;ей свойством равномерной сходимости по малому пара

метру, рассматривался Бахваловым П.С. [15]. В [199] для нелинейно

го уравнения (3.1) численное решение было найдено на основе мето

да экстрополяции Ричардсона на специальной неравномерной сетке. В 
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179] после некоторого преобразования задача (3.1) решалась с помо

щью обычной разностной схемы на равномерной сетке с использовани

ем решения соответствующей вырожденной задачи. 

Для нелинейной задачи (3.1) построим схему второго порядка точ

ности, равномерной по параметру е . В случае нелинейной задачи схо

димость схемы обосновывается на неравномерной сетке, сгущающейся 

в пограничных слоях. Если задача линейна, то сетка может быть рав

номерной. 

Пусть О - неравномерная сетка интервала [0,1], , А„ = [xn,Xn+i)-

Для построения разностной схемы для задачи (3.1) на каждом интер

вале А„ от функции f{x,u) перейдем линейной по обоим аргументам. 

Итак, перейдем от (3.1) к краевой задаче: 

LV = eV" />, V) = О, У (0) = А, V(l) = В, (3.3) 

где при X £ Аг 

fix, V) = fn + / ; „ (х - хп) -Ь f u v - К ) , 

fn = f(xn, К ) , = / ; (^п , К ) , /к = л к , К ) , к = п^.). 

Для каждого интервала А„ решение задачи (3.3) имеет явный вид: 

Vn{x) = V^{x) -Ь 7$"'' ехр[ап(х - Хп)] + 72"̂ * ехр[-о;„(ж - ж„)], (3.4) 

где V^- частное решение неоднородного уравнения (3.3) : 

V^(x) = -(3^ '^{bnx -Ь dn) + \bnXn + dn) cosh[a„(^ - Хп)]+ ?-2 

-\-bn(3jaJ sm\i[an{x - Xn) 

где 

an = = (f'vf-^bn = = fn- bnXn - fvVn. 
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Выберем 71^^72"^ из условий = Кг(^п+1) = Условие 

V Е С^[0,1] выполнено, если для Уп У^_1(ж„) = У^(хп). Используя 

(3.4), из этих соотношений получим разностную схему: 

+ /Зп_1СоШ(л„_1/г„) 

+ / ? п - 1 С о Ш ( а п _ 1 М К - 1 = ^п, У^ = А , У1^ = В, П = 1 , 2 , . . . , ] У - 1 , 

(3.5) 

где 

^„ = - — 1 апЬ — - — + — t апЬ — 
Рп-1 ^ Рп ^ 

1 

Разностная схема (3.5) представляет собой систему нелинейных алге

браических уравнений. Решение этой системы ограничено, если пред

положить, что выполнены некоторые условия на функцию / . 

Л е м м а 3.1.Предположим, что 

/ = / ( « ) , / » « > о . (3.6) 

Тогда 

У ^ < т а х { 1 А | , | Б | , |/(0)|//?}. 

Доказательство . Перепишем схему (3.5) в виде : 

+ Рп-1 cotn(Q;„_l/l„) Н tann 

+ рп-г со1Ъ.(ап-1кп) ^ " 1апЬ 

У:+ 

(3.7) 

т 
Рп 

У^'^А, УЦ = В, п = 1 , 2 , . . . , ] У - 1 , 
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где Кп £ ( О , ^ ^ ! ) . Используя (3.6), можно доказать, что /3̂ _2 > /'(«;«). 

Следовательно, справедлив принцип максимума для оператора Ь^: если 

то > О, п = 0 , 1 , Ж Определим 

(3.8) 

Ф^ = т а х { | А | , \В\, |/(0)|//?} ± F ^ 

Для данного неравенства (3.8) имеют место, следовательно Ф'* > 0. 

Лемма доказана. 

Л е м м а 3.2. Предположим, что \\УЧ < С. Тогда: 

1̂11 < Си \У'{х)\ < С2 [1 + е-^-^ (ехр(-кх) + ехр(к(х - 1)))] , (3.9) 

где к = [(З/еУ'^, V - решение задачи (3.3). 

Доказательство . Запишем задачу (3.3) в виде : 

еУ" - а{х)У = д{х), У (о) = А, У(1) = В, (3.10) 

где для X е Ап а(х) = /?^, д{х) = и + Ьп(х - Хп) - /З^У^- Учитывая, 

что у'*!! < с мы получим \д{х)\ < Сз. Используя неравенство 

^ I < Щ + \В\ + (3~^ \ д\\, получим У\ < С\. Используя условие 

д{х)\ < Сз и привлекая [49], получим (3.9). Лемма доказана. 

Пусть О - неравномерная сетка интервала / . Строим сгуш;ающуюся 

сетку в пограничных слоях. Пусть М - число узлов сетки в погранич

ном слое. Для п< М определим 

ж„ = Ц 1 - (1 - к~^)М-Ы . -1\ (3.11) 

Аналогично для п > N — М 

ж„ = 1 -ь к-^ 1п[1 - (1 - к-^)М-\М - п) 
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Предполагаем, что сетка О равномерна вне пограничных слоев, -

число равномерных шагов, д = N — 2М. 

Т е о р е м а 3.1. Пусть 1] удовлетворяет условиям (3.11)-(3.12), -

ограниченное решение схемы (3.5), [и]^ - решение задачи (3.1) в узлах 

сетки. Тогда 

т / ' ^ - М о <с[д-^ + м - \ (3.13) 

Доказательство . Пусть г = и — V. Тогда 

ег" - Ц(х,и) - Цх,УЖи - У)~Ч = f{x,У) - / ( ж , У ) . 

Для ж Е Ап 

Цх,У) - /{х,У)\ < С[Н1^, + \У(х) - У(хп) 

Используя оценку (3.9) , получим : 

X 

\У(х) - У(хп)\ < / \У'is)\ds < СгК+г-^ 

-|-С2{ехр[—/€Ж„] - ехр[—/сжп+х] -Н ехр[/€(жп+1 — 1)] - ехр[«:(ж„ — 1)]} 

Для п < М используем (3.11) и получим : 

У{х)-У(хп)\<Сг[кп+1-^М г-1 

Для п < М кп+1 < М ^. Следовательно, 

г-1 У(х)-У(хп)\ <СМ 

Случай п> N — М может быть рассмотрен аналогично. 

Для М < п < N - М получим \У{х) - У(ж„)| < С ^ ' Ч Таким 

образом, 

| / ( ж , у ) - / > , у ) 1 < с [ м - 2 - ь д - 2 ^ 
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< Р ^ | | / (ж,У) - / (ж, У)II, получим Учитывая, что [У]п = ж 

(3.13). Теорема доказана. 

Рассмотрим случай линейной задачи : 

Ьи = ей" - с{х)и = f{x), и{0) = А, и(1) = В, 

где с{х) > > О, £ > О, / , с е С2[0,1 . 

Схема (3.5) для задачи (3.14) принимает вид: 

(3.14) 

Рп ук _ + соШ + ^ taпh ^ + 

+ / 1 1 \ 
/3„ \ггг+1 8тЪгп+1) 

(Зп-1 coth - tanh ^ -

с!п-1К coth2n - 1 

/ '(Жп)Д п+1 1 1 /^_1/гп^пСоШ2;„ - 1 

лтЬ, ¡71—1 , л . Уп г 1 -2̂ гг+1 , 

+ (3.15) 

где Сп = с(ж„), с'„ = с'(ж„). 

Р е з у л ь т а т ы численных экспериментов. Выпишем граничную за

дачу в случае линейного уравнения 179 

е'^у!' -и = С08̂  7ГХ -Ь 2(7Г£)^ С08(27ГЖ), и{0) = О, м(1) = 0. (3.16) 

Решение задачи (3.16) имеет вид : 

и{х) = [ехр{—х/е) + ехр(—(1 — х)/е)] / [1 -Ьехр(—1/ё:)] — со8^(7гж). 

Пусть О - равномерная сетка с шагом Н. Представляем норму погреш

ности ([и]а — У^) в зависимости от £ и /г в табл. 3.1. В табл. 3.2 

представлена норма погрешности для обычной схемы второго порядка 
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точности. Численные результаты подтверждают преимущество схемы 

(3.15). 

Теперь остановимся на случае нелинейной краевой задачи : 

ev!' - и ^ - и = / (ж) , w(0) = 1, и(1) = 1, (3.17) 

где функция /(ж) соответствует решению : 

и{х) = [ехр(-£~"-^ж) + ехр(£~"-^(ж - 1))] / [1 + ехр(-£~"-^)] + 8т(7гж). 

Разностная схема (3.5) представляет собой систему нелинейных алге

браических уравнений. Для нахождения ее решения используем моди

фицированный метод Пикара [137]: 

Уо̂ '+^̂  = А, У^'+'^ = Б , п = 1 , 2 , Т У - 1, (3.18) 

В качестве начального приближения для итерационного метода бра

лось при всех п У^^^ = 1. Численные эксперименты показали сходи

мость итерационного метода при С > 1. При вычислениях принима

лось С = 5. Итерации заканчивались, если максимум погрешности 

между решениями соседних итераций не превышал 10"^. На каждом 

итерационном шаге использовался метод прогонки. 

Табл. 3.3 содержит норму погрешности схемы (3.5) в случае задачи 

(3.17) при различных значениях ежМ , где М - количество шагов сетки 

в каждом погранслое. Количество равномерных шагов вне погрансло-

ев (5 предполагалось таким же, как в погранслоях ((^ = М ) . В погра

ничных слоях узлы сетки выбирались в соответствии с (3.11),(3,12). 

Данные табл. 3.3 подтверждают справедливость оценки (3.13). 
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в табл. 3.4 приведена норма погрешности схемы (3.5) в случае рав

номерной сетки. 

Таблица 3.1. 

£ £ 

0.1 0.05 0.01 0.005 

1.0 5.9Е-2 1.5Е-2 6.2Е-4 1.5Е-4 

0.1 3.2Е-2 8.2Е-3 З.ЗЕ-4 8.3Е-5 

0.01 4.0Е-2 9.2Е-3 З.ЗЕ-4 8.2Е-5 

0.005 4.3Е-2 1.0Е-2 З.ЗЕ-4 8.3Е-5 

Таблица 3.2. 

£ Ь £ 

0.1 0.05 0.01 0.005 

1.0 3.1Е-2 7.6Е-3 З.ОЕ-4 7.5Е-5 

0.1 1.2Е-2 3.2Е-3 1.3Е-4 З.ЗЕ-5 

0.01 9.7Е-3 З.ОЕ-2 1.4Е-2 3.7Е-3 

0.005 2.5Е-3 9.8Е-3 3.6Е-2 1.4Е-2 

Таблица 3.3. 

е М е 

3 10 30 100 

0.1 0.16Е-Г 0.17Е-2 0.36Е-2 0.60Е-3 

0.1Е-1 0.49Е-1 0.42Е-2 0.29Е-2 0.48Е-3 

0.1Е-2 0.18 0.12Е-1 О.ЗЗЕ-2 0.56Е-3 

0.1Е-3 0.29 0.19Е-1 0.35Е-2 0.60Е-3 

0.1Е-4 0.32 0.23Е-1 0.36Е-2 0.61Е-3 
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Таблица 3.4. 

£ ь £ 

0.1 0.02 0.01 

0.1 0.11Е-1 О.ЗЗЕ-3 0.12Е-3 

0.01 0.71Е-1 0.13Е-2 0.24Е-3 

0.001 0.91 0.24Е-1 0.38Е-2 

0.0001 3.3 0.38 0.81Е-1 

4. Разностнс1Я схема для уравнения 

с сильной нелинейностью 

Рассмотрим краевую задачу : 

Ьи = £и" + а(х, и)и' — Ь(ж, г¿) = О, и{0) = А, и(1) = В (4.1) 

Предполагаем, что а, Ь, а^, а^, Ьж, £ ^([0,1] х В), 

а{х, и)> а> О,Ьи + а^> у, у <0,а^ + 4£у >0,£о>£> 0. (4.2) 

Согласно [186], при сделанных предположениях решение задачи (4.1) 

существует и единственно. Для задачи (4.1) на сгущающейся в погра

ничном слое сетке построим равномерно сходящуюся схему. 

Сетку 1] будем строить исходя из того , чтобы погранслойная со

ставляющая решения задачи (4.1) на каждом шаге сетки менялась 

равномерно . Определим погранслойную область ширины к£, к = 

а~^]п(£~^) , внутри которой сетку строим неравномерной . Пусть 

для п =• 0,1,2, . . . ,М Хп = -£а~^1п.[1 — (1 — £)М~^п\. При этом 
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хо ~ о, Хм = ке . Вне погранслойной области сетку строим равно

мерной , число равномерных пхагов . Пусть О - построенная нерав

номерная сетка исходного интервала. Нетрудно убедится , что при всех 

км = — In 
а 

1 + 
1-е 
Ме 5 км < 

1-е 
Ма ' 

Определим к = max{Q~\M~^} . Перейдем к построению разност

ной схемы . От уравнения (4.1) перейдем к уравнению с кусочно-

постоянными коэффициентами: 

LV = eV" -Н á(x, V)V' - Ь(х, V) = О, F(0) = А, v{l) = В, (4.3) 

где 

ä(x, V) = ttj = a(xj, V(xj)),b{x, V) = bj = b(xj, V(xj)) 

при X E Aj . Решение задачи на каждом интервале при заданных 

краевых условиях Vj^_i = V{xj-i), Vj^ = V(xj) можно выписать в виде 

V(x) = exp{-aje~'^x) + ji^^ -Ь bjuj^x, x G A ^ , (4.4) 

ü) ü) 
где постоянные 7 i ,72 соответствуют краевым условиям . 

Отметим, что V(x) G С^[0,1] , если при всех j = 1 , 2 , N — 1 

lim V'{x)= l im V'{x). (4.5) 

Подставляя в (4.5) выражения для У{х) на интервалах А -̂, А_;+1 , 

соответствующие (4.4) , придем к конечно-разностным соотношениям 

.-1/ 

V,' = A,V¡¡ = B, j = l , 2 , . . . , i V - l , (4.6) 
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где aj = а{х^, 1̂ -̂ ), 6у = Ь{ху, У / ) , 

Pj = aj+l\l — exp{—aj+l£ ^hj+l] ^^д^ ~ а^[ехр(а^£: — 1 -1 -1 

В соотоветствии с построением схема (4.6) является точной на функ

ции У{х). Следовательно , для оценки точности этой схемы достаточно 

оценить \и{х) — У{х) . 

Т е о р е м а 4.1. Найдется С , такое , что для всех х е [0,1 

и{х) - У(х)\ < СНехр{-2уа~^}1а^ + 4:уе 

Доказательство . Сначала докажем , что найдеся Сг 

-0.5 (4.7). 

и{х)\ < С1[1 -\-£ ехр(—о;£ х) (4.8) 

Найдется точка д : и{£)—и{0) = £и'(д). Учитывая [186] , что \и(х)\ < 

, получим |«'(д)| < СзЕ"^ . Интегрируя исходное уравнение (4.1) от О 

до д , получим \и'{0)\ < С^£~^ . Уравнение (4.1) представим в виде: 

X 

£{ехр{£'^р{х))и')' = Ь(х,и)ехр(£~^р{х)), р{х) = J а{8,и{8))(1з. 
о 

Интегрируя последнее уравнение от О до ж , получим 

£ехр{£'^р(х))и'(х) - £и'{0) = 1 Ь{8,и(8))ехр{£~^р(8))(18 
О 

. Следовательно 
X 

и'(х)\ <= С5[£~^ ехр(-£~^р{х)) -Ь £~^ 1 ехр[£~^{р[8) — р{х))(18 . 

о 

Отсюда следует требуемая оценка (4.8) . 

Теперь покажем , что на каждом сеточном интервале коэффициенты 

а и 6 меняются на величину порядка 0{К): 

а{х,и{х)) - а{у,и{у))\ < Се/г, \Ь[х,и{х)) - Ь{у,и{у))\ < Сф, (4.9) 
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где х,у £ А^,7 = 1,2,..., Ж Неравенства в (4.9) проверяются анало

гично образом , поэтому остановимся на первом из них . Имеем: 

А(ж,у) = \а(х,и(х)) - а(у,и(у))\ < 

а(х,и{х))-а(х,и{у))\Ца(х,и{у))-а(у,и{у))\ < С1{\и{х)-и{у)\+\х-у\). 

Полагая для определенности х <уж используя оценку (4.8) , получим: 

у 

и{х) — и[у)\ < 1 \1^{8)\д.8 < C^{hj + ехр(—а£~-^ж^_1) — ехр(—о;£"~^Жу)). 
X 

Следовательно 

^(х,у) < Cg(h + ехр(-а;£: ^Xj^y) — ехр(—а£ ^Xj) (4.10). 

В случае ^ < М , учитывая выражение для узлов сетки, получим 

^{х, у) < Сек . В случае ] > М 

е х р ( - а £ ^Xj-i) — е х р ( — ^ X j < £[1 — ехр (—^h j ) ] < C&h. ,-1 .-1: 

Теперь из (4.10) следует (4.9) . В соответствии с [186 

и{х) - V{x)\ <ej\Lu{s) - LV{s)\ds (4.11). 

где ^ = exp(—27^ ^[a^ 4-475) Используя неравенства (4.8) , (4.9), 

из (4.11) получим: 

N 
и {x)-V{x)\<ej\Lu{s)-Lu{s)\ds<9f;^ J 

a{s,u{s)) — a(xj,u(xj))\ x |w'(s)| + \b{s,u(s)) — b(xj,u(xj))]ds < 

N 
сен Е 1 [1 + £-^&хр{-а£-^Ц8 = сен j[l + £-^Qxp{-a£-^s\ds < Скв. 

Теорема доказана . 
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5. Разностная схема для стационарного 

одномерного уравнения Бюргерса 

Рассмотрим краевую задачу: 

Щх) = еи"{х)+и{х)и'{х)-Ь{х)и{х) = f{x), и(0) = А, и{1) = В. (5.1) 

Предполагаем, что 

Ь(х) >(3>0, 1>е>0, 6,6 € С^[0,1], щ(0) = к > О, 

где ио(х) - решение вырожденной задачи с условием г¿o(l) = Б . 

Разностные методы решения задачи (5.1) исследовались в [51], [183 

190], [198], В [51] предполагалось, что и{х) > о; > О, и решение находи

лось на основе построения разностной схемы для последовательности 

линеаризованных задач. В [183] строилась разностная схема, учиты-

ваюш;ая экспоненциальный погранслойный рост решения, анализиро

вались вопросы существования и единственности решения схемы. В 

[198] для квазилинейного уравнения с малым параметром в предполо

жении, что коэффициент при первой производной строго положителен, 

построена схема и обоснована ее сходимость в норме Ьх. 

Построим разностную схему для задачи (5.1) с учетом погранслой-

ного поведения решения. В соответствии с [35] для решения задачи 

(5.1) справедливо асимптотическое представление 

и{х) = щ{х) + Уе{х) + ае{х), (5.2) 

где |о^£(ж)| < СЕ, Уе{х) - погранслойная функция, удовлетворяющая 

уравнению и условиям: 

ЕУЦХ) + {к + Уе)У^ = О, Уе{0) = - к , к = щ{0), к>0, 
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Уе(х) О при хе оо. 

функция ^ ( ж ) имеет вид: Уе{х) = —к -\- к х 1Ь.[кх/{2е) 

Выпишем оценку устойчивости для оператора Ь [186 

1 

(5.3) 

и — V 1 < /?-^ \1и- ЬУ и I = 1 \и{х)\йх. (5.4) 

где и ж V - две произвольные дважды непрерывно дифференцируемые 

функции, совпадающие на концах интервала. 

Построим разностную схему на основе подгонки к погранслойной 

функции. Пусть О - равномерная сетка исходного интервала, N Л-1 -

число шагов сетки. Нетрудно убедиться, что точная разностная схема 

для уравнения (5.3) имеет вид: 

кЬ 
4А. . ,ПУ ' + (к + У;:)\,,пУ^ = о, е1 = — coth 

кк 
2е 

(5.5) 

С учетом (5.5) выпишем разностную схему для задачи (5.1): 

= епКх,пи^ + и%,пи^ - Ьп4 = /п, 4 = О, ^^+1 = В, (5.6) 

где Ьп = Ь{хп), и = 1{хп), 

фе{Хп)к 
2г 

Предполагаем, что фе{х) удовлетворяет ограничениям 

Фе{0) -к\< Се, \фе{х) - феЩ < Сх, 

и{х)\ < фе(х), \4\ < фе(Хп), П = 1,2,..., Ж 

в качестве фе{х) можно выбрать верхнюю границу для решения: 

фе(х) = к + Со(ж + е), где Со > |м'о(^) 
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Определим две векторные нормы: 

Под нормами матриц будем понимать нормы, согласованные с соот-

ветствуюпдими векторными нормами, при тех же обозначениях. Опре

делим 

М = {Р'^е : |РЛ < ф,(хг^), п = 1,2,...,ЛГ}. 

Л е м м а 5.1. Пусть д^ ж - две произвольные сеточные функции 

из М такие, что дц = г̂ о? #̂+1 = '^N+1- Тогда при всех Ь < ко (ко не 

зависит от е) найдется С такое, что 

д''- \1 < С - I. 

Доказательство . Линеаризованный оператор для имеет вид 

ВЬ';,(г^)Р^ = епХх.,пР' + z%,nP'' - (Ьп - X^,nz'^)Pl 

где х^,Р^ 6 Я-^^^, п = 1 , 2 , Л Г . Теперь определим 

Тогда 

Ь1д^-ЬУ = АЬ'МУ)(д'-у% п = 1,2, ...,ЛГ. (5.7) 'Ь,^„.кле^к „.к 

Для произвольной сеточной функции Р^ имеем: 

\ 4:к Ак I 
Р:, г г - 1 , 2 , . . . , Ж . 

Далее будем предполагать, что Рд* = = 0. 

81 



Пусть д - матрица порядка N х М, соответствующая разностному 

оператору АЬ^{д^,у^), тг = 1 , 2 , Ж Нетрудно убедиться, что матри

ца (5 имеет диагональное преобладание но столбцам на величину 8, 

если при всех п будет 6„ — Ххх^п > б > 0. Этого неравенства можно 

добиться, ограничив к < ко, где ко не зависит от е. Тогда матрица (5^ 

будет иметь строгое диагональное преобладание по строкам на вели

чину 6, ж в соответствии с ([145], с. 41), 

\с < 0'Р' с, (5.8) 

где е Н^; = Р1^ для п = 1,2,. . . ,Ж Учитывая, что для произ

вольной невырожденной матрицы О 

1 = 
•УГ\-1 

исходя из(5.8), получаем ||1 < 5 • Следовательно, 

Применив это неравенство к (5.7), приняв Р^ = д^ — у^, получим 

утверждение леммы. 

Т е о р е м а 5.1. Пусть и^- решение системы (5.6). Тогда 

- [м]«||1 < Ск. 

Доказательство . Согласно (5.2), в решении и{х) можно выделить 

погранслойную составляющую У^'. 

и{х) = Уе{х) + Р,{х), (5.9) 

содержащую основной рост решения 35 

йхз 
< С[1 -Ь ехр(-т£-1ж) 
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< С[1 +£^~^ 'ехр(-г£-^ж)], г > О, i = 1,2,3. 

Выпишем погрешность аппроксимации схемы (5.6): 

Учитывая соотношения (5.5),(5.2),(5.9), получим: 

Я„ = [4(^п)-А;1(У^-Л^,п[У]^^)+ае(ж„)(К-Л^,,[У]п)+«„(Р;-Л,,п[Р]п)+ 

хх,п 

Уп = У,{Хп), Рп = Ре{Хп). (5.10) 

Нетрудно убедиться, что 

е — Ет <Ск, \Еп-Е1\<\фе{хп)-к\к/2. (5.11) 

Согласно [181], для произвольной достаточно гладкой функции 'ш{х) 

справедливы оценки: 

Кх,пЫп-К\< / \'Ш"'{8)\(13, 
Хп-1 

Хп + 1 

хх,п ии Ххх,пЫ^- '^п\ ^ / \'ш"{з)\(18, г^п ='ш{хп). (5.12) 
Хп-1 

Рассмотрим отдельно случаи п = 1 и п > 2. Пусть п > 2. Тогда 

из (5.10) с учетом оценок (5.11),(5.12), представления решения (5.9), 

получим 

Рп\ < С[(кг] ^Е ^Хп + кг} ^)ехр(—г£ ^ж„_1) + /г ,-1, (5.13) 

где 77 = тах (Л ,е ) . Учитывая, что Хп-1 > Хп/2 и вновь обозначая т/2 

через г, принимая во внимание ограниченность функции ^ехр(—/) при 

^ > О, из (5.13) получаем 

Рп\ < СНг]~^ ехр(—тЕ~^Хп) + /г, 
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в случае п = 1, учитывая явный вид функции Уе{х), получаем 1 < С. 

Итак, во всех узлах сетки получена оценка погрешности аппрокси

мации. Оценим норму этой погрешности: 

N N 

Щ\1 = htl < С/г -Ь — - Е ехр(-те-'^х^) < 

< С{Н + к'^г]-\1 - ехр(-г£-^/г)]-1} < Ск. 

Учитывая, что Кп = - Б^[гг]о, и используя лемму при /г < /го, 

получаем утверждение теоремы. В случае /г > /го требуемая оценка 

следует из того, что и 1 + и < с. Теорема доказана. 

Остановимся на результатах численных экспериментов. Для ана

лизируемых краевых задач в качестве точного решения принималось 

решение известной схемы [190] на достаточно мелкой сетке, /г = 0.001. 

Причем точность такого решения при малых е контролировалась с 

помопдью асимптотического приближения к решению. Явный вид раз

ностной схемы из 190] применительно к задаче (5.1) следующий: 

4 = 0, = п = 1,2,...,ЛГ. (5.14) 

Для нахождения решения разностной схемы использовались методы 

линеаризации Ньютона и Пикара. В качестве начального приближения 

принимались асимптотическое приближение и решение в виде линии 

между заданными краевыми условиями. В обоих случаях методы Нью

тона и Пикара сходились при всех испытываемых значениях еж к. Как 

и следовало ожидать, метод Ньютона сходился быстрее, особенно если 

в качестве начальной итерации задавать асимптотическое приближе

ние к решению. Например, при е = 0.1 максимальная погрешность 
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между двумя соседними итерациями была порядка 10"^^ через 4-5 ите

раций. 

Рассмотрим краевую задачу: 

ей" + ии' -и = 0, м(0) = О, и{1) = 2. 

В этом случае при задании ф£{х) следует использовать А; = 1, Со > 1. В 

табл. 5.1 приведено сравнение схемы (5.6) при Со = 1 со схемой (5.14) 

при различных значениях е, к = 0.025. В табл. 5.1 - табл. 5.3 при 

каждом значении е последовательно приведены \\2^\\с (верхнее число) 

и Цг'*!!! ( нижнее число), где = — [и]о,, и^- решение испытываемой 

схемы, гг-точное решение. 

Остановимся на примере: 

ей" + ии' — и = ехр(ж), и{0) = О, и{1) = 5. 

В табл. 5.2 приведены нормы погрешности при различных е для схемы 

(5.14), а также для схемы (5.6) с Со = 1, 2. Анализ табл. 5.1 и табл. 

5.2 показывает, что схема из [190] уступает по точности построенной 

схеме (5.6). В таблице 5.3 для схемы (5.6) при Со = 1 приведена норма 

погрешности при различных е ж к. 

Таблица 5.1. 

Схема е Схема 

1.0 1.0Е-1 1.0Е-2 1.0Е-3 1.0Е-4 

(5.14) 0.43Е-2 0.11Е-1 0.15 0.29Е-1 0.76Е-2 

0.27Е-2 О.ЗОЕ-2 0.85Е-2 0.40Е-2 0.34Е-2 

(5.6),Со = 1 0.20Е-3 0.29Е-3 0.55Е-2 0.13Е-2 0.43Е-3 

0.12Е-3 0.10Е-3 О.ЗОЕ-3 0.17Е-3 0.15Е-3 
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Таблица 5.2. 

Схема € Схема 

1.0 1.0Е-1 1.0Е-2 1.0Е-3 1.0Е-4 

(5.14) 0.21Е-1 0.42Е 0.17 0.16Е-1 0.16Е-1 

0.12Е-1 0.51Е-1 0.16Е-1 0.82Е-2 0.89Е-2 

(5.6) А = 1 0.13Е-2 0.35Е-2 0.16Е-1 0.25Е-1 0.25Е-1 

0.56Е-3 0.12Е-2 0.34Е-2 0.42Е-2 0.42Е-2 

(5.6) А = 2 0.51Е-2 0.49Е-1 0.41Е-1 0.23Е-1 0.21Е-1 

0.27Е-2 0.45Е-2 0.52Е-2 0.46Е-2 0.45Е-2 

Таблица 5.3. 

h £ h 

1.0 1.0Е-1 1.0Е-2 1.0Е-3 1.0Е-4 

0.1 0.47Е-2 0.20Е-1 0.41Е-1 0.50Е-1 0.50Е-1 

0.23Е-2 0.50Е-2 0.90Е-2 1.0Е-2 1.0Е-2 

0.05 0.13Е-2 0.35Е-2 0.16Е-1 0.25Е-1 0.25Е-1 

0.50Е-3 0.12Е-2 0.34Е-2 0.42Е-2 0.42Е-2 

0.025 0.54Е-3 0.86Е-2 0.43Е-2 0.12Е-1 0.12Е-1 

0.24Е-3 0.91Е-3 0.13Е-2 0.18Е-2 0.18Е-2 

6. З а д а ч а со степенным пограничным слоем 

Рассмотрим краевую задачу: 

Т^и = {е + х)и" + а{х)и' - f{x, и) = О, и{0) = А , и{1) = В. 
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предполагаем, что функции а, / непрерывно дифференцируемы по 

своим аргументам, 

£ > О, а(0) > О, ^ > 0. 
ди 

Получим оценку устойчивости для оператора задачи (6.1). 

Л е м м а 6.1 Пусть р(х) и д(х) - две произвольные дважды непре

рывно дифференцируемые функции. Тогда для некоторой постоянной 

С справедлива оценка: 

\\р{х) - д{х)\\ < С\\Тер - Т,д\\ + \р{0) - д{0)\ + \р{1) - д(1)\. 

Доказательство . Пусть г(х) = р(х) — д(х). Тогда 2(х) является 

решением задачи: 

Ьг = (е-\- х)г" + а{х)г' — с{х)2 = д(х), 

2(0) = р(0) - д{0), z(l) = р{1) - д{1), (6.2) 

где 

с{х) = lf(x,p) - f{x,g)]/{p - g), с{х) > О, д{х) = Т,р{х) - Тф). 

Для заданного а : О < а < а(0) найдется 5 > О, не зависимое от е 

такое, что при всех х < 6 а{х) > а. Без ограничения общности можно 

считать, что а < 1. В силу непрерывности для некоторого (3 > О 

а(х) > —(3. Нетрудно показать, что 

1ф(х) < -{(3 + 2)х^+\ ф(х) = 1 - (6.3) 

Определим 

V{x) 
_ { м + а-^{1-х), если X < 6, 

М + а-^{1 -6) + Мф{х) - Мф{6), если х > 6, 

87 



где 

Нетрудно убедиться, что функция У{х) является непрерывно диффе

ренцируемой на интервале [0,1], ЬУ^х) < —1. 

Определим 

Ф{х) = \\Tep - Тед\\У(х) -Ь \2{0)\-Ь 1̂ (1)1 ± г(х). 

Тогда выполнятся условия: 

Ф(0) > О, Ф(1) > О, 1Ф{х) < О, О < ж < 1. (6.4) 

В силу принципа максимума Ф(х) > 0. Это доказывает лемму. 

Из леммы 6.1 следует единственность и ограниченность решения 

задачи (6.1), \\и\\ < С ь 

П о с т р о е н и е схемы. Для построения разностной схемы перейдем от 

(6.1) к уравнению с кусочно - постоянными коэффициентами: 

(е -Ь х)й" -Ь а(х)й' - }(х, й) = О, й(0) = Л, й(1) = В. (6.5) 

Введем некоторую равномерную сетку, А„ = (х„_1, ж„], п = 1 , 2 , Т У . 

При X £ Ап определим 

а{х) = а{хп), }(х,й(х)) = f(xn,й(xn)). 

Предположим, что нули функции а{х) не совпадают с узлами сетки. 

Случай совпадения усложняет построение разностной схемы, но не вли

яет на обоснование равномерной сходимости. 

Необходимо еще выделить случай а(ж„) = 1. Пусть а(ж„) ф 1. Для 

задачи (6.5) на интервале А„ выпишем точное решение: 

й{х) = 7{"^ (1 + -) + 7^"'' + —X, йп = а(хп), /п = /{хп,4), 
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где 4г ~ решение задачи (6.5) в узле ж„. Учитывая значения решения 

на концах интервала Д„, найдем значение 7̂ "̂  : 

(п) 
71 = < - 4-1 

fn 
Gr 

h 
I Т \ 

V e I \ £ ) 

Выпишем соотношение, соответствующее непрерывности первых про

изводных решения задачи (6.5): 

Пш ^{х) — lim \i{x). 

Учтем вид решения задачи (6.5) на каждом сеточном интервале и по

лучим разностную схему: 

4 - 4-1 - fna-'h 
(1 -Ь- Хп8-'У- [(1 XnS-^f-'^- - (1 + Xn-lS-^y-"-

и i+i - 4 - fn+ianlih n+l fn 
S. 

(1 -Ь Хпе-^Т"-^' [(1 + хп+хе-^у-'''^ - (1 -Ь х„£-1)^-"'^] и„+1 а „У 

4 = А,4^ = В^ п = 1 , - 1.. (6.6) 

Рассмотрим случай а{хп) = 1. В этом случае решение задачи (6.5) 

на интервале А„ имеет вид: 

й{x)=i{^^hl{e + x)+^t^ + fnx. 

Вид разностного соотношения для узла х„ зависит от значения а{хп+1)-

В случае а{хп+1) = 1 разностное соотношение принимает вид: 

4+1 - 4 4-и^ п-1 
ln[(£ + :r„+i)/(5 + x,)] 1п[(£ + о:„)/(£-Ь x„_i)] /n+i)(^ + ^ n ) . 

Рассмотрим случай, когда нули а{х) совпадают с узлами сетки. 

Предположим, что = 0. Можно показать, что в этом случае при 

хеАп 

й{х) = 4- fnW + X,) - 9{е + х)\ + ^ ^ Ц ^ ( х - Хп)+ 
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+^[0{е + Хп) - 0{£ + Xn-i)]{xn - х), 9{х) = хЫ(х). 

Разностное соотношение в узле Хп зависит от того, a„+i = О или нет. 

Предположим, что a„+i = 0. Условие непрерывности производной в 

узле Хп приводит к разностному соотношению: 

4+1 - 24 + 4-1 = 4fn - fn+i)0'(s + Х п ) + 

-\-fn+iie(s + Xn+i) - в(е + Хп)] - fn[0{e + Хп) - 9{е + Xn-i) • 

Это соотношение должно учитываться в (б.б) в случае а„ = ün+i = 0. 

Аналогичным образом могут быть рассмотрены случаи а„ = О, ф 

О и, наоборот, йп Ф О, а„+1 = 0. Оценим точность схемы (6.6). 

Т е о р е м а 6.1. Для некоторой постоянной С при всех п 

— и{хп)\ < Ch\In Л . 

Доказательство . Согласно построению схема (6,6) является точ

ной на решении задачи (6.5), поэтому достаточно оценить z = и — й. 

Нетрудно убедиться, что z{x) является решением краевой задачи: 

Lz = {e + x)z"-häz'-G{x,u,u)z = F{x,u,u), ^(0) = О, ^(1) = О, (6.7) 

где при а? G An 

G{x,u,u) = [f(x,Un+i) - f{x,un+i)]/{un+i - йп+i) > о, 

F{x,u,u) = {ä — a)u\x) + f{x,u) — f{x,u) — G{x,u,u){u — Un+i^-un+i — u). 

Докажем, что справедлива оценка: 

и'(х)\ < 
С 

£ + х' 
(6.8) 
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в соответствии с теоремой о среднем значении и(1) — и{0) = и'(8), 

О < 8 < 1. Интегрируя уравнение (6.1) от ^ до х и применяя форму

лу интегрирования по частям, получим оценку (6.8). Учитывая (6.8), 

нетрудно показать, что при всех х 

СоН 
Ьг{х)\ < 

Определим барьерную функцию: 

-]п{е + ах/2), 

е + X 
(6.9) 

если X < 6, 

- 1п(£ -Ь а6/2) + Мф{х) - Мф{6), если х > 6, 

где 

М = а{2е + а8)-\р + 2 ) - ^ Г ^ - ^ 

Нетрудно убедиться, что функция У(х) является непрерывно диффе

ренцируемой на интервале [0,1]. Можно показать, что при х < 6 

Определим функцию 

Ф(х) = С1{С2 + У{х)}Ь±г(х). 

Учитывая оценки (6.3),(6.9), (6.10), получим, что для некоторых посто

янных С71, С2 выполнятся условия (6.4). Тогда в силу принципа макси

мума при всех X Ф{х) > 0. Итак, 

(УТ 
\и(х) - й{х)\ < С11С2 - Ы(е -Ь ~)]Н + Ск. 

Учитывая, что схема (6.6) является точной на функции й{х), придем к 

утверждению теоремы. 

Т е о р е м а 6.2. Пусть а(0) > 1. Тогда для схемы (6.6) справедлива 

оценка точности: 

4 - и(хп)\ < С/г, п = 0 , 1 , N . 
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Доказательство . В силу непрерывности а{х) найдется <§ > О, та

кое, что а(х) > а > 1 при всех х < 6. Докажем, что 

\и'{х)\<Со + С о ( - ^ У ~ ' ( 6 . 1 1 ) 
\£-{-х/ е + х 

В случаях X > 6 или е > 6 эта оценка следует из оценки (6.8). Рассмо

трим случай X < 8, е < 6. Представим уравнение (6.1) в виде: 

и'{х) ехр / 
lo 

е-\- s' 
ds 

\' f{x,u) 
£ -h X 

ехр 
X 

J (6.12) 

По теореме Лагранжа для некоторого rj < е и(е) — и(0) = u'{rj)e. Сле

довательно, \и'{г))\ < eje. Интегрируя уравнение (6.12) от О до т/, по

лучим |гг'(0)| <С/£. Интегрируя (6.12) от О до х, получим требуемую 

оценку (6.11). В случае линейного уравнения аналогичные оценки по

лучены в [125]. 

Оценим правую часть в уравнении (6.7). Оценим сначала 

f{x,u) — f{x., и). Пусть X е Ап Тогда 

f{x,u{x)) - f{x,u{x))\ = \f{x,u{x)) - f(xn+uu{xn+i))\ < 

Xn + 1 

<Coh + Co j \v!(s)\ds<CQh + CQ J 
X 

<Coh + Coh 

Со + CQ 
( e \ a-l 1 

ds < 

£-\-X к£ + X/ 

Оценивая аналогичным образом остальные слагаемые в функции Р, 

получим: 
. / Р \ а - 1 1 

(6.13) Lz{x)\< Coh + Coh 

Определим барьерную функцию: 

\£ + X, £ + Х 

V{x) = 
если X < 8, 

{£/{£ + 8)у-^ + Мф(х) - Мф{8), если х > 8, 
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где 

М={а-1)-
1 а-1 

£ + 6 \£-\-6) 

Можно показать, что функция У(х) является непрерывно дифферен

цируемой на интервале [0,1]. Нетрудно показать, что при х < 6 для 

некоторой постоянной Сх 

ЬР(х) < 
£ + X 

Определим функцию 

( £ \ 
\£-\-х) 

а-1 
, Р(х) = ( £ \ 

\£-\-х) 

а-1 
(6.14) 

Ч!(х) = С2{Сг + У{х)]к±2(х). 

Учитывая оценки (6.3),(6.13), (6,14), получим, что при некоторых по

стоянных С2, Сз выполнятся условия (6.4), В силу принципа максиму

ма при всех X Ф{х) > О, Итак, \и{х) — й(х)\ < Ск. Учитывая, что 

схема (6,6) является точной на функции й(х), придем к утверждению 

теоремы. 

Итак, в данной главе предложен способ построения разностных 

схем для обыкновенных нелинейных сингулярно возмущенных уравне

ний второго порядка и построен ряд новых разностных схем, В част

ности, построена разностная схема для системы уравнений при раз

личных ограничениях на якобиан, построена и обоснована схема для 

уравнения с сильной нелинейностью, для нелинейного уравнения со 

степенным пограничным слоем, для уравнения типа диффузия-реакция 

построена схема второго порядка точности. 
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Глава 2. 

К р а е в ы е задачи для уравнений второго порядка 

с малым параметром на бесконечном интервале 

В данной главе рассматривается вопрос численного решения урав

нений второго порядка с малым параметром при старшей производной 

и системы таких уравнений на полубесконечном и бесконечном интер

валах. Для переноса краевого условия из бесконечности использует

ся известный подход [3], основанный на выделении многообразия ре

шений, удовлетворяющих предельному условию на бесконечности. Из 

условия принадлежности решения этому многообразию следует гра

ничное условие в конечной точке. Учитывается, что исходное урав

нение содержит малый параметр при старшей производной, тогда и 

вспомогательные сингулярные задачи Коши при старшей производной 

содержат малый параметр, что позволяет решить их на основе асим

птотических разложений. На основе принпипа максимума исследуется 

влияние погрешностей в правом краевом условии, обусловленных при

ближенным решением вспомогательных задач Коши, на решение за

дачи, получаемой на конечном интервале и на решение применяемых 

разностных схем. Исследуются разностные схемы для решения реду

цированных задач. 

§7. Несамосопряженное линейное уравнение 

Рассмотрим краевую задачу: 

LeU = -ей" + а{х)и' + с{х)и = / (ж), и(0) = А, Jim «(ж) = 0. (7.1) 
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Предполагаем непрерывность а , с, f, 

В > а(х) > а > О, £ € (0,1], В> с{х) > 6 > О, 

f{x) —О, а{х) ао, с(х) —> со, ж — о о . 

Ниже покажем, что предельное краевое условие на бесконечности для 

уравнения (7.1) является допустимым [116], то есть выделяет много

образие решений уравнения (7.1). 

На основании принципа максимума можно показать, что если и(х) 

- решение задачи (7.1), то 

и < А -Ь 
с{х) 

Остановимся на вопросе переноса краевого условия из бесконечно

сти. В соответствии с [19] следующим уравнением определим много

образие решений уравнения (7.1), для которых выполняется предельное 

условие на бесконечности: 

и'{х) =^(х)и{х)-\-13{х), 

где 7(ж) и (3{х) являются решениями сингулярных задач Коши: 

(7.2) 

Л , 7 = еу' - а{х)^-^е^ - с{х) = О, 7(ж) = г, (7.3) 

где г - отрицательный корень уравнения ег^ — а^г — сд = О, 

г/3' - [а(х) - у{х)е]Р = Цх), Ь п = 0. (7.4) 

Перейдем к анализу свойств решения задачи (7.3). Покажем, что при 

е < а^/В решение задачи (7.3) существует при всех ж > 0. Определим 

метод линеаризации для задачи (7.3): 

^7п+1 - а(х)уп+1-Ь£1п7п+1 - с(ж) = О, ]пп 7„+1(ж) = г, 7о(ж) = г. (7.5) 
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На каждом шаге по п решение линейной относительно 7̂ +1 ( ж ) задачи 

(7.5) суп];ествует и единственно. Рассуждениями от противного можно 

показать, что если 7 „ ( ж ) < О, то 7„+1(ж) < 0. Используя принцип мак

симума, нетрудно показать, что при всех п |7п(ж)| < Ва'^. Покажем, 

что метод линеаризации сходится при п —> оо. Пусть 2;„+1 = 7„+1 — 7„ . 

Тогда относительно 2̂ +1 ( ж ) можно сформировать задачу: 

а(х) - ejn]zn+i = £lnZn, l}m^Zn+i{x) = 0. (7.6) 

Используя принцип максимума, из этой задачи можно получить: 

Zn+l < еа -1 7п (7.7) 

Следовательно, метод линеаризации (7.5) сходится при е < а^/В. Это 

доказывает существование решения задачи (7.3) при достаточно малых 

значениях £ и ж > О, причем у(х) < 0. Единственность следует из рас

суждений от противного. Задача (7.4) линейна, ее решение существует 

и единственно. 

Л е м м а 7.1. При всех х > О 

2В . _ 26 
< Ф) < <0. (7.8) 

Доказательство.Докажем вторую часть этого неравенства (первая 

часть доказывается аналогично). Пусть 

5 = -

Тогда eS'^ - BS -Ь = 0. Пусть z{x) = S- j{x). Тогда 

Lz = £z'-{a{x)-s{3^ф))]^ = (B-a(x))S^b-c(x) < О, Jim ^ ( ж ) > 0. 

Учитывая, что S + ^{х) < О* из рассуждений от противного получим 

z(x) > о, X < оо. Это доказывает лемму. 
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Остановимся на вопросе приближенного решения задачи (7.3). По

кажем, что решение задачи (7.3) устойчиво к возмуш;ению коэффици

ентов. Перейдем от (7.3) к задаче: 

еу'-а(х)у-\-еу^-с{х) = О, И т 7(ж) = г, ег'^-аог-со = О, г < 0. (7.9) 2̂ 
ж—*оо 

Предполагаем, что функции а,(х),с{х) непрерывны, 

а(х) —> йо, с{х) Со, X ос, 1) > а(х) > а > О, В > с{х) > 6 > 0. 

(7.10) 

Л е м м а 7.2. Пусть \а(х) — а(х)\ < Д, \с{х) — с(х)\ < А для х > Ьо-

Тогда найдется С: 

7(ж) — 7(ж)| < С А для X > Ьо. (7.11) 

Доказательство . Пусть 2 = 7 — 7. Тогда 

Я^х = ег' — [а — 5(7 -Ь 7)]^ = с — с -|- (а — а)7, Jim^ ^(ж) = г — г. 

Теперь утверждение леммы можно получить с помопдью принципа мак

симума. 

На основании леммы 7.2 для достаточно больших х 7(х) можно 

приближенно найти на основе разложения коэффициентов а{х) и с{х) 

в ряды по обратным степеням ж [19 . 

Если при достаточно больших х справедливы представления: 

N . ' N , 

а{х) « а{х) = XI (11х'\ с{х) « с{х) = ^2 С{Х~\ (7.12) 
¿=0 г=0 

то 7(ж) может быть приближенно найдено в виде: 

N 
7(ж) « 7(ж) = Х^7,-ж \ 

г=0 
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Для этого необходимо подставить разложения а, с, 7 в (7.3) и получим 

рекуррентную формулу относительно 7̂ . Если для х > Ь{) имеют место 

разложения (7.12), и при этом 

а(х)-а(х)\, \с(х) - с{х)\ < С/х^+\ 

то в соответствии с леммой 7.2 при х > Ьо |7(ж) — 7(ж)| < Сх/Ь^^^. 

При переносе таким образом краевого условия из бесконечности пред

полагается, что длина интервала, к которому редуцируется исходная 

задача, должна быть достаточно большой. 

Для приближенного нахождения у{х) будем использовать малость 

параметра е и строить асимптотический ряд по параметру е. Такое 

разложение решения будет применимо при всех ж > 0. Следовательно, 

интервал, к которому редуцируется исходная задача, не обязательно 

должен быть достаточно большим, как в случае системы уравнений 

это предполагается в [19]. Параметр е должен быть достаточно мал. 

Итак, решение задачи (7.3) ищем в виде асимптотического ряда: 

ТУ 
1м{х) = Е 7п(ж)^". 

п=0 

(7.13) 

Подставляя это разложение в (7.3) и собирая члены при одинаковых 

степенях г, получим рекуррентную формулу: 

7„(ж) = а{х) ^ 

где О < г, ^ < п — 1, п > 1, 

г+У=п—1 
(7.14) 

7о(ж) = -с{х)1а{х). (7.15) 

Л е м м а 7.3. Пусть функции а{х) и с{х) N раз непрерывно диффе

ренцируемы. Тогда для достаточно малых значений е для некоторой 
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постоянной с при всех х 

1{х)-Ь(х)\<Се^^\ 

Доказательство . Для величины г, соответствующей предельному 

условию на бесконечности, сделаем разложение в ряд по е: 

к=0 

Подставляя это разложение в уравнение ег^ — а^г — со = О и приводя 

подобные при одинаковых степенях е, получим: 

Со 
, Го = — 

« о 
(7.16) 

Из сравнения (7.14) и (7.16) следует ^]т^7лг(ж) = гдг. В силу того, что 

производная А^^'^\е) ограничена равномерно по £, 

г{е)-гы(е)\<Сф м+1 (7.17) 

Определим 2; = 7 — 7лг. Тогда 

= ех' - {а{х) - е(ф) + ум(х))}г = Г(х), ] 1 т г{х) = 5, 

где 

Г{х)\ < Сое .N+1 <Со€ .N+1 (7.18) 

Для некоторой постоянной С1 |7г(ж)| < С1, i = 1,2, Следова

тельно, |7л?(ж)| < С1 /(1 - е). Тогда а(ж) - е{'у(х) -Ь 7лг(ж)) > о;/2 при 

е < а/(а + 2С1). Определим Ф(ж) = Се^'^^ ± х{х). Тогда с учетом 

(7.18) для некоторой постоянной С выполнятся условия: 

]кп Ф(ж) > О, ПеФ(х) < О, О < ж < оо. 

В силу принципа максимума Ф(ж) > О, О < ж < оо. Это доказывает 

лемму. 
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Итак, решение задачи (7.3) может быть найдено с помош;ью асим

птотического разложения (7.13). 

Теперь остановимся на вопросе нахождения [3{х) из (7.4). Нетрудно 

показать, что 
Ф) 
а{х) 

Перейдем от (7.4) к уравнению с возм)чценными коэффициентами: 

еР' - 1а{х) -ф)е]~Р = / > ) , Шф) = 0. 

Предполагаем, что а(ж),/(ж) непрерывны, 

а{х) ао, 7(ж) — г , /(ж) — -̂0, х оо, а> c¿ > 0,7(ж) < 0. 

Пусть для X > Ьо 

а(х) - а(х)\ < Д, Щх) - / > ) | < Д, \ф) - у(х)\ < Аг 

Покажем, что тогда найдется С: 

Р{х) - Р{х)\ < С1А + Аге] для х > Ьо. (7.19) 

Пусть 2 = /3 — /?. Тогда 

Кег = ег' — [а — е^]г = / — / + (3(а - а) + (5е{^ — 7), Нт^ г(х) = 0. 

Применяя принцип максимума к оператору Л^, нетрудно получить 

оценку (7.19). 

Таким образом, если функция у{х) найдена с некоторой погрешно

стью, то это не вызывает увеличения погрешности при расчете (3{х). 

Для нахождения /3(ж) можно использовать малость параметра е. 

Пусть 

Ф) ^ Е Ш^"-
п=0 
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Подставляя это соотношение в уравнение (7.4), получим: 

Если функпии а, с, f N раз непрерывно дифференцируемы, то на 

основании принципа максимума нетрудно показать, что для некоторой 

постоянной С при всех х 

п=0 

Покажем, что соотношение (7.2) выделяет многообразие решений 

уравнения (7.1), удовлетворяюш;их предельному условию на бесконеч

ности. Из (7.2) следует: 

и (ж) = и{хо) ехр IJ j(t)dt I -1- J I3(s) exp | J y(t)dt^ ds. 

Учитывая неравенства (7.8) и условие (3(х) О, х оо, теперь 

несложно получить и{х) О при ж —̂  оо. 

С учетом уравнения (7.2) от задачи (7.1) можно перейти к задаче 

на конечном интервале [0,Lo]: 

L^u = —eu" -Ь а{х)и' -Ь с(ж)гг = / (ж), 

и(0) ^ А, u'(Lo) - у(Ьо)и{Ьо) = (ЗЩ). (7.20) 

Покажем, что решения задач (7.1) и (7.20) совпадают при всех 

ж G [О,Loi? ^с'гь посредством (7.20) задача (7.1) точным образом 

редуцируется к произвольному конечному интервалу [0,Lo]. Для этого 

определим начальную задачу: 

и'{х) - j(x)u{x) =l3{x), и{0) = А. (7.21) 
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Учитывая, что согласно (7.8) 7(ж) < —^ < О, и применяя принцип 

максимума, можно показать, что задача (7.21) имеет единственное ре

шение. Таким образом, задачи (7.1),(7.20) и (7.21) имеют единственное 

решение. Несложно показать, что решение задачи (7.21) является ре

шением задач (7.1) и (7.20), откуда и следует, что решения задач (7.1) 

и (7.20) совпадают при всех х < Ьо. 

Значения ^{Ьо) и /?(i^o) в (7.20) могут быть найдены с некоторой 

погрешностью. Оценим влияние этой погрешности на решение задачи 

(7.20). 

Т е о р е м а 7.1. Пусть й(х)- решение задачи (7.20) в случае возмущен

ных значений ^(Ьо), /3(Ьо). Пусть 

7(Ьо) < О, |7(Хо) - 7(^о) | < А ь \KLo) - Л ^ о ) | < А2. 

Тогда при всех х Е [0,Ьо 

и(х) — й{х)\ < еа ^{А2 4-А1 | 'м(Ьо)|} ехр[а5 ^{х — Ьо) (7.22) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим г = и—й. Тогда г{х) является решением 

задачи: 

= 0,2(0) = 0 ,2 ' (Ьо)-7 (^о)2 (Ьо) = /?(1о)-^(^^о)+(7(^о)-7(Ьо))г/(Ьо). 

Определим функцию: 

Ф{х) = {А2 + А1\и{1о)\}£а Чхр[в ^а{х - Ьо)]± г{х) ,-1. 

Тогда 

Ф(0) > О, Ф'(Ьо) - 7(Ьо)Ф(Ьо) > О, 1,Щх) > О, О < ж < ¿ 0 . 

Из принципа максимума следует Ф(ж) > О при О < х < Ьо. Теорема 

доказана. 
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Как говорилось выше, от задачи (7.1) можно перейти к задаче Коши 

(7.21). Функции 7 ( ж ) и fЗ{x) в (7.21) из задач (7.3) и (7.4) могут быть 

найдены с некоторой погрешностью. На основании принципа максиму

ма можно показать, что если при всех х 

7 ( ж ) <-9,в> О, \ф) - %х)\ < А, \Р(х) - ф)\ < А, 

то и —и < в-\1 + \\и\\)А. 

Для решения задачи (7.21) можно использовать один из методов 

решения задачи Коши [16 . 

^8. Линейное уравнение без первой производной 

Рассмотрим краевую задачу: 

Ь^и = е^и" - с^{х)и = / ( ж ) , иф) = Л, Иш и(х) = 0. (8.1) 
ж—>-оо 

Предполагаем непрерывность с(х), / ( ж ) , 

£ е (0,1], в > с(х) > Ь > о, f(x) о, с(х) ^ со, х-^ оо. (8.2) 

Согласно [109], при наложенных ограничениях существует единствен

ное решение задачи (8.1). На основании принципа максимума нетрудно 

показать, что 

(8.3) и\\<\А\ + \\Цх)/с\х)\\. 

Следующим уравнением согласно подходу [3] выделим многообра

зие решений уравнения (8.1), удовлетворяющих предельному условию 

на бесконечности: 

£и'{х) = ф)и(х) + 13(х), (8.4) 
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где j(x) и ß{x) являются решениями сингулярных задач Коши: 

ReJ = ei + 7 ' - с^(ж) = о, Jim 7(^) = - со , (8.5) 

Eß' + ^ ) ß = / (ж) , Jim/5(ж) = 0. (8.6) 

Покажем, что решение задачи (8.5) существует и единственно. Пусть 

z{pc) = 7(ж) + Со- Можно показать, что z{x) удовлетворяет уравнению: 

-ĵ  оо г S 
z(x) = Pz{x) = — Jlc^{s) - cl] exp J £'''^(z{t) - 2co)dt 

^ X Ix 
ds 

Для достаточно больших х (х > X) оператор Р является сжимающим, 

в силу чего решение задачи (8.5) существует и единственно при всех 

X > X. На конечном интервале [0,Х] решение существует и единствен

но в силу известных результатов [140 

Покажем, что j(x) < 0. Введем 

v{x) = ехр Je-'j{t)dt\. (8.7) 

Учитывая предельное условие на 7(ж), можно заключить, что функция 

у ( х ) является решением линейной краевой задачи: 

e'^v" - c\x)v = О, v{0) = 1, Jim ^(ж) = 0. (8.8) 

В соответствии с (8.7) при ж < оо 7(х) = У'{Х)/У{Х). ИЗ (8.8) следует, 

что у { х ) > О, у ' { х ) < О, X < о о . Следовательно, 7(ж) < О при х < о о . 

Л е м м а 8.1. При всех х Е (О, оо) 

-В < j{x) <-b<0. (8.9) 

Доказательство . Докажем вторую часть этого неравенства (пер

вая часть доказывается аналогично). Пусть z[x) = —Ъ — у{х). Тогда 

Lz = sz' + {-b + j{x)}z = - с^(ж) < О, Jim z(x) > 0. 
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в силу того, что —Ь + 'у{х) < о, из рассуждений от противного получим 

^(ж) > О, X < о о . Это доказывает лемму. 

Остановимся на вопросе приближенного решения задачи (8.5), По

кажем, что решение задачи (8,5) устойчиво к возмупдению с{х). Перей

дем от (8,5) к задаче: 

ej' -Н f - с\х) = О, Jim 7(^) = -h- (S.IO) 

Предполагаем непрерывность с{х), с(х) —со, х о о , с[х) > Ь > 0. 

Л е м м а 8.2. Пусть 

с^{х) - с^{х)\ < А при X > Ьо. 

Тогда 

7(ж) — 7(а:)| < Ь~^А при х > Ьо. 

Доказательство . Учитывая, что уравнение (8,10) является анало

гом уравнения (8,5) в случае возмуш;енных коэффициентов в уравнении 

(8,5), получим 7(ж) < О, Пусть 2 = 7 — 7, Тогда 

£z' -t- (ф) -Ь ф))г = c^(ж) - с^{х), Jim z{x) = CQ - CQ. 

Используя принцип максимума, получим утверждение леммы. 

На основании леммы 8.2 j(x) можно приближенно найти с помощью 

разложения j(x) в ряд по параметру е. Пусть 

Ы^) = Е 1п{х)е\ (8.11) 

Подставляя это разложение в (8.5) и собирая члены при одинаковых 

степенях £, получим рекуррентную формулу: 

Jn = -Wn-i+ Е та|/(27о), 7о{х) = -с{х), (8.12) 
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где 1 < г,^ < п — 1, п>1. 

По аналогии с леммой 7.3 можно доказать, что справедлива 

Л е м м а 8.3. Пусть функция с{х) N раз непрерывно дифференцируема. 

Тогда для достаточно малых значений е для некоторой постоянной С 

при всех X 

\ф) - 7ф)\ < Се'^+К 

Как и в случае несамосопряженной задачи (3{х) из (8,6) может быть 

найдено в виде асимптотического ряда. Из (8,6) следует, что для х > Ьо 

/?(ж)| < т а х | / ( ж ) | / Ь , 
х>Ьй 

Если искать /?(ж) в виде ряда 

N 

(8,13) 

М^) = Е Рп(х)£\ 

ТО коэффициенты /3„ связаны рекуррентным соотношением: 

На основании принципа максимума нетрудно показать, что если функ

ции /(ж) и с(х) N раз непрерывно дифференцируемы, то для некоторой 

постоянной С при всех х 

Покажем, что решение задачи (8,6) устойчиво к возмуш;ению 7(ж). 

Пусть /3(ж) - решение задачи (8.6) в случае возмущенной функции 

7(ж). На основании принципа максимума можно показать, что если при 

X > Ьо 

7(ж) < - 6 < О, |7(ж) - 7(ж)| < А, 

то при всех X > ¿0 \р{х) — Р{х) \ < шах^уь^ |/?(ж)|6~•^A. 
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с учетом соотношения (8.4) перейдем от (8.1) к задаче на конечном 

интервале: 

Ь^и = е'^и" — (?{х)и = f{x), 

и{0) = А, еи'{Ьо) - 7{1о)и{Ь,) = Р{1о). (8.14) 

По аналогии с предыдупщм параграфом можно показать, что решения 

задач (8.1) и (8.14) совпадают всех О < ж < 

Значения 7(i^o) и /^(Ьо) могут быть найдены с некоторой погрешно

стью. Оценим влияние этой погрешности на решение задачи (8.14). На 

основании принципа максимума нетрудно убедиться, что справедлива 

Т е о р е м а 8.1. Пусть й{х)- решение задачи (8.14) в случае возму

щенных значений 7(1/о)? К^о)- Пусть найдется 6 > О такое, что 

7(Хо) < - 6 < О, \jiLo) - 7(1о)\ < А, \13(Ьо) - ^{Ьо)\ < А. 

Тогда при всех х 6 [О, Ьо 

и(х) - й(х)\ < Ь'^(1 + \\и\\)А 

Остановимся на вопросе численного решения задачи (8.14). По ана

логии с [49] можно показать, что в случае с(х) 6 С^[0,Ьо] для произ

водных задачи (8.1) справедливы оценки: 

и^^\х)\ < С{1 + е-^ехр{-Ье-^х}}, j = 1,2,3,4. (8.15) 

Таким образом, решение задачи (8.14) содержит экспоненциальный по

граничный слой около границы ж = 0. Равномерно сходящаяся разност

ная схема для такой задачи может быть построена либо за счет под

гонки схемы к погранслойной функции [105], либо за счет построения 

в пограничном слое специальной неравномерной сетки [15 . 
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Решение задачи (8.1) может быть найдено и с помош;ью решения 

задачи Коши для уравнения (8.4): 

еи'{х) - у(х)и(х) = / ? ( ж ) , «(0) = А. (8.16) 

Для нахождения решения задачи (8.16) можно использовать равномер

но сходяш;уюся схему [49], [25]. Функции ^{х) и 13{х) в (8.16), как это 

было определено выше, находятся с некоторой погрешностью. Оценим 

влияние этой погрешности на решение задачи (8.16). 

Можно показать, что если при всех х 

<-Ь,Ь> О, |7( ж ) - 7 ( ж ) | < Д, \/3(х) - Р(х)\ < Д, 

то и — и <Ь-\1 + \\и\\)А. 

]9. Нелинейное автономное уравнение 

Рассмотрим краевую задачу: 

ТеП = -ей" 4- ти' -Н д{и) = О, (9.1а) 

и(0) = А, \1т^и{х) = В. {9.16) 

Предполагаем, что функция д{8) является дважды непрерывно диффе

ренцируемой, 

е е (0,1], ш > О, д{В) = О, дЧВ) > О, \д"{В)\ < С, 

9'{8) >-р,8еЕ, > о, - 4/?£ > о- > 0. (9.2) 
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Согласно [113] предельное условие на бесконечности для уравнения 

(9.1а), при ограниченияях (9.2), является допустимым. 

Задача (9.1) с ограничениями (9.2) является модельной, например, 

при математическом описании переноса пламени в случае одностадий

ного кинетического механизма и подобия полей температуры и концен

трации 91 , когда 

д{Т) = К(Т-В)ехр{-Е/Т), 

где: 

Т - температура смеси, т - скорость переноса пламени, £ - коэф

фициент диффузии, А - температура свежей смеси, В - температура 

горения, К - константа скорости реакции, Е - энергия активации. 

Получим оценку устойчивости оператора Т^. 

Л е м м а 9.1. Пусть р(х), д{х) - две произвольные дважды непре

рывно дифференцируемые функции, ограниченные на бесконечности. 

Тогда при всех О < ж < оо 

р(х) - д{х)\ < ехр{2Рт-^х)[т^р-^а-^\\Тер - Г,д|| -Ь \р{0) - д{0) 2 0 - 1 - 1 

Доказательство . Пусть г = р — д. Тогда 

Ь,г = - е г " + т г ' + {д{р) - д(д)][р - д\-^г = Т,р - Т,д 

Для у < о о рассмотрим интервал [0,у]. Определим : 

Ф(ж) = ехр[2(Зт~^х][т^[3-^а~^\\ТеР - Тед\\ + |2(0)|]+ 

-Ьехр[т(25)~-^(ж - ?/)]|2(?/)| ± г(х). 

При таком задании Ф(ж) выполнится 

ЕеФ{х) > О, 0<х<у, Ф(0) > о, Ф(у) > 0. 
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Учитывая, что для оператора справедлив принцип максимума, по

лучим Ф(ж) > О при О < X <у. Устремляя у ^ оо, придем к утвержде

нию леммы. 

Принимая р = и, д = О, получим: 

и{х)\ < ехр[2/Зт~^ж][т^/5"^~^ 1̂ (0)1 -Ь \А 

В соответствии с этой леммой при выполнении условий (9.2) решение 

задачи (9.1) может иметь экспоненциальный рост. Исследуем поведение 

решения при достаточно больших значениях х. 

В силу условия д'{В) > О для заданного а : д'{В) > а > О найдется 

Ь\ д'^(и{х)) > а при х > Ь. 

Л е м м а 9.2. Решение задачи (9.1) и{х) возрастает при х > Ь, если 

и(Ь) < В ж убывает при и(Ь) > В. 

Доказательство . Пусть и(Ь) < В, г = и — В. Определим линейный 

оператор: 

В^ф = -еф" -Ь тф' + [д{2 -\-В) - д{В)]г~'^ф. 

Если ф{Ь) < О, ]1т^ф(х) = О, Ьеф{х) = О, то, как нетрудно убедиться, 

ф{х) < о при X > Ь. Определяя ф = 2, получим и(х) < В. Используя 

представление производной: 
оо 

и'(х) = —е~^ 1 [д{и{8)) — д{В)\ ехр[те~^{х — 8)]с?5, 

X 

получим и'{х) > о при X > Ь. Случай и{Ь) > В рассматривается 

аналогично. Лемма доказана. 

Используя полученное представление производной, несложно пока

зать, что производная решения задачи (9.1) равномерно ограничена. 

Л е м м а 9.3. При всех х> Ь 

и{х) ~ В\ < \и(Ь) — В\ ехр[го(ж — Ь) 
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где Го - отрицательный корень уравнения: —ег^ + mr + а = 0. 

Доказательство . Пусть z — u — В . Определим 

Ф(ж) — \А — В\ ехр[гож] ± z{x). 

Тогда 

Ф(0) > О, Jim Ф(ж) = О, Вг^{х) > О, О < ж < оо. 

Вследствие принципа максимума, справедливого для дифференциаль

ного оператора , > О, О < ж < оо . Это доказывает лемму. 

Итак, получена оценка решения задачи (9.1) и его производной при 

выполнении условий (9.2). В соответствии с [109],[34] решение этой 

задачи супдествует и единственно. 

Остановимся на вопросе переноса краевого условия из бесконечно

сти в некоторую точку L Q . 

В соответствии с [114] выделим многообразие решений уравнения 

(9.1а), удовлетворяюпдих предельному условию на бесконечности: 

г/'(ж) = Г1(^ (ж) -Б) -Ь7(и (ж) ) , (9.3) 

где г\ - отрицательный корень уравнения —ег^ -Ь тг -Ь д'{В) = О, 

7(гг) - решение задачи: 

ei{u)\ri{u -В)-\- j(u)] = €Г2у(и) + д(и) - д\В){и - В), 

7(Б ) = 0, Г1 + Г2 = те"'^. (9.4) 

Задача на j(u) может быть получена, если учесть соотношение (9.3) 

в (9.1а). Как это следует из [ИЗ], решение задачи (9.4) существует и 

единственно, У (В) = 0. При этом уравнение (9.3) выделяет многообра

зие решений уравнения (9.1а), удовлетворяющих предельному условию 

на бесконечности. 
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Решение задачи (9.4) ищем в виде асимптотического ряда: 

N 
IN {и) = Е 7nW^"-

п=0 
(9.5) 

Перепишем уравнение (9.4) в виде: 

ri£{j'(u)(u-B)-{-j(u)}+si{u)^) = m-f(u)+g{u)-g'{B){u-B). (9.6) 

Учтем, что 

rie = {m- S{e))l2, 5 ( £ ) = ^ ^ ^ ¡ 2 ^ 2 ^ , р = 2д'{В), 

где 

оо 

S{e)=m + Y.{-^Y^'^v'rn'-'''e\ Кг=Щ2п + 1), ÜTi = 6. (9.7) 
г=1 •̂ 

г-2 

п=0 

Подставляя (9.5) в (9.6), учитывая (9.7) и собирая коэффициенты при 

одинаковых степенях при всех гг > О получим: 

7„ = i Е T h n - i - i + Ё ( - 1 ) ' 5 § ^ ^ § ^ { т : - . - ( « - В) + 7»-.-}, (9.8) 
/#ь г'—О 2—1 Li ь, fit 

причем 

т 
(9.9) 

Л е м м а 9.4. Пусть функция д(и) (А" + 1) раз непрерывно диффе

ренцируема. Тогда для некоторой постоянной С при всех х 

Ь(и(х))-ЫФ))\<Се^^\ 

где и(х)~ решение задачи (9.1). 

Доказательство . Пусть z{u{x)) = j(u(x)) — JN(U(X)). Тогда z{u(x)) 

является решением задачи: 

e^z{u{x)) - sr2z{u(x)) = F(x), Jim z(u(x)) = 0, (9.10) 
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где < CoS^+^. Из (9.10) следует: 

сю 

z(u(x)) = — / F{s) ехр[г2(х - s)]ds. 

Из этого соотношения получим |2(гг(ж))| < Сот~^5^+^. Лемма доказа

на. 

Уравнение (9.3) позволяет редуцировать задачу (9.1) к конечному 

интервалу: 

—ей" -\- ти' + д{и) = О, 

w(0) = А, «'(Lo) = ri\u(Lo) -В] + 7{u{Lo)). (9.11) 

Задача (9.11) поставлена на конечном интервале и может быть ре

шена с применением разностной схемы. Функция 7(w) из (9.4) может 

быть найдена приближенно. Исследуем влияние погрешности в зада

нии у{и(Ьо)) на решение задачи (9.11). 

Т е о р е м а 9.1. Пусть й - решение задачи (9.11) в случае возмуп];ен-

ной функции 7(^). Пусть функция y{v) непрерывно дифференцируема 

при всех V е R, 

-П - Цу) > -f3o, veR, /Зо>0, т- 2/3QS > rj > 0. 

Пусть \j{u(Lo)) - у(и(Ьо))\ < А. Тогда при всех х е [0,LQ 

и{х) — й(х)\ < 2А£Г] ^ехр[т(2в) ^{х — LQ) 

Доказательство . Пусть z = и - й. Тогда 

LgZ = —ez" + mz' -Ь lg{u) — д{й)](и — й) z = О, 

z{0) = О, D,z = z'(Lo) - in + у'тЫЦ) = j(u(Lo)) - ф{Ьо)). 

113 



Можно показать, что если существует дважды непрерывно дифферен

цируемая функция ф(х) такая, что 

ф(х) > о, Пеф > О, 1еф(х) > О, о < ж < ¿ 0 , 

то для оператора справедлив принцип максимума и из условий 

Ф(ж) е С2[0,Хо], ЬеФ(х) > о, о < ж < Ьо,Ф(0) > О, ВеФ > о (9.12) 

следует Ф(ж) > О, О < х < Ьо. Чтобы показать это, нужно представить 

Ф(ж) в виде произведения Ф(ж) = ф(х)У{х) и тогда сформулированное 

утверждение следует из рассуждений от противного. 

Учитывая ограничения на 7, убеждаемся, что в качестве ф(х) мож

но выбрать ф{х) = ехр(т{2£)~^(х - Ьо)). Определим 

Ф(ж) = 2Аег]~^ ехр1т{2е)-^{х - Ц)] ± г(х). 

При таком задании Ф(ж) выполнятся условия (9.12) и поэтому в силу 

принципа максимума Ф(ж) > О, х Е [0,Ьо]. Это доказывает теорему. 

Л е м м а 9.5. При всех х > Ь выполнится: 

у{и(х))\ < Сехр[2го(ж - Ь)], 

где Го определено в лемме 9.3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая (9.3),(9.4), получим: 

^^7 («(ж)) - Г2£7(м(ж)) = д{и{х)) - д'{В){и{х) - В). 

Из этого уравнения следует: 
оо 

7(гг(ж)) = —1 [д[и{8)) — д'{В){и(8) — В)] ехр[г2(ж — 8)](18. 
X 

Следовательно, 

7 ( м ( ж ) ) | < шах\д1(и(х))\{2г2е)~^(и{х) - ВУ, х > Ь. 
хУЬ 

114 



Учитывая значение г2 и лемму 9.3, получим утверждение леммы. 

Остановимся на случае ^(и) = 0. Правое краевое условие тогда 

принимает вид: 

й'{Ьо) = Г1[й{1о) - В]. 

Из теоремы 9.1 и леммы 9.5 при Ьо > Ь получим оценку точности: 

(х) - и{х)\ < Сеехр[т(2е) ^{х - Во) + 2го(Хо - L) 

Проведем анализ, какой может быть погрешность, если при зада

нии правого краевого условия при переходе к конечному интервалу не 

учитывать поведение решения при достаточно больших ж, как это де

лается при расчете ряда практических задач. 

Пусть й'(Во) = 0. Нетрудно показать, что при > Ь 

и(х) - й{х)\ < Сеехр[т(2£)~^{х - Ьо) + го(Ьо - Ь)], 0<х<Ьо. 

Пусть й{Ьо) — В.Ъ этом случае при Ьо > Ь 

и{х) - й{х)\ < Сехр[ш(2е)~^(а; - Ьо) + го{Ьо - Ь)], О < х < Ьо. 

Из приведенного анализа следует, что наибольшая погрешность при 

переносе краевого условия будет, если задать условие Дирихле ( про

сто заменить бесконечный интервал конечным). При задании условия 

Неймана точность увеличивается с уменьшением малого параметра. 

Если использовать приведенный асимптотический алгоритм построе

ния 7(гг), то согласно лемме 9.4 и теореме 9.1 перенос краевого условия 

можно осуществить с заданной точностью. 

На основании соотношения (9.3) задачу (9.1) можно свести к задаче 

Коши для уравнения первого порядка: 

^'(ж) - / ( и ) = О, и{0) = А, f(u)=n{u-B) + J{u). (9.13) 
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Нетрудно показать, что если 

ri + i{v)<-e, veR, е>о, 

й(х)- решение задачи (9.13) с возмущенной функцией j(u), то из того, 

что при всех X |7(w(x)) — j(u(x))\ < А, следует ||гг — иЦ < в~^А. Если 

строить j{u) в виде (9.5), то сформулированные выше условия будут 

выполнены для достаточно малых значений е, если для некоторого 

6 > О ^'(г;) > b,v Е R. Задача (9.13) не содержит пограничного 

слоя и и для ее решения можно использовать какой-либо из методов 

решения задачи Коши [16 . 

Теперь остановимся на случае нелинейного уравнения без первой 

производной. Рассмотрим случай нелинейной краевой задачи: 

е\"{х)- д{и) = {), гг(0) = А, Jim гг(ж) = Б . (9.14) 

Предполагаем достаточную гладкость функции д, 

> g\s) >ß'^,seR,M>0,ß>0, д{В) = 0. (9.15) 

Такая задача может возникнуть, например, при моделировании про

цесса диффузионного горения [91]. На основании принципа максимума 

можно убедиться, что и{х) возрастает при А < В ж убывает, если 

А > Б . Из (9.14) следует: 

в 
{eu'{x)f = F{u) = - 2 / g(s)ds. (9.16) 

и 

Таким образом, 

еи'{х) = у/Щй), если А < Б , еи'{х) = -^JF{U), если А > Б . (9.17) 

На основании соотношений (9.17) можно перенести краевое условие из 

бесконечности. Рассмотрим случай А < В (случай А> В аналогичен). 
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Задача (9.14) на конечном интервале принимает вид: 

е\"{х) - д{и) = 0, О < ж < ¿ 0 , 

и{0) = А, еи'{Ьо) + 3{и{1о)) = О, 3{и) = -у/Щ. (9.18) 

Можно показав, что 

(9.19) 

Пусть й- решение задачи (9.18) в случае возмупденной функции 3{и). 

Пусть 3'{у) > Ро, V < В. Можно показать, что если 

то при всех X Е [О, 

3{и(1о)) - 3{и{Ьо))\ < А, 

и{х) — й{х)\ < (З^^А. При постро-выполнится 
ении разностной схемы для задачи (9.18) необходимо учитывать, что 

решение имеет пограничный слой около границы ж = 0. 

Соотношение (9.16) можно использовать для сведения исходной за

дачи (9.14) к начальной. Для определенности полагаем А < В. Тогда 

начальная задача имеет вид: 

£и'{х) -Ь 3{и) = о, м(0) = А, (9.20) 

где 3'{у) удовлетворяет оценкам (9.19). Решение задачи (9.20) содер

жит пограничный слой около начальной точки х = 0. Для решения 

такой задачи можно использовать, например, схему из [25 . 

Нетрудно убедиться, что если й- решение задачи (9.20) в случае 

возмущенной функции 3(и), 3'{У) > /?О, < В, то из условия 

3{и{х)) - 3{и{х))\ < А, 0<х<Ьо 

следует \и{х) — й{х)\ < (З^^А, О < ж < Ьо. 
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^10. Анализ схемы направленных разностей 

для редуцированной задачи 

Итак, рассмотренные на полубесконечном интервале задачи сведе

ны к конечному интервалу. Редуцированные задачи можно решить с 

применением разностной схемы. В данном параграфе показано, что 

если редуцированная задача не содержит выражененого пограничного 

слоя (когда только первая производная решения равномерно по е огра

ничена) , то можно применять схему направленных разностей, которая 

будет обладать свойством равномерной сходимости. Особенность ре

дуцированной задачи - в нелинейности уравнения и краевого условия. 

Исследовано влияние погрешностей в краевом условии, возникающих 

при редукции краевой задачи, на решение разностной схемы. 

Рассмотрим краевую задачу: 

ТеП = -ей" -Ь а{х)и' -Ь /(г/, ж) = О, 

гг(0) = А, К^и = м'(Ьо) + 6(^(^0)) = 0. (10.1) 

Полагаем, что всюду ниже выполнены условия : 

е е (0,1], а(х) > а > О, &(У) > -Ро, V е а - 2е(5о > г] > О, 

1и > -Р, «2 - 4 б £ > а > О, /3 > О, /5о > О, 8 = тах{/3,/?о,/5оа}. (10.2) 

Предполагаем, что функции a,f,Q дважды непрерывно дифференци

руемы по своим аргументам. Задача (10.1) с условиями (10.2) обобща

ет задачи (7.20) и (9.11). Остановимся на свойствах решения задачи 

(10.1). 
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Докажем, что для двух произвольных дважды непрерывно диффе

ренцируемых функций р(х) и д(ж) справедлива оценка: 

(10.3) 

р{х) - q{x)\ < S{x) = ех-р{26а-'х)[а^6-'а-^\\ТеР - Г^дЦ-Ь 

+ Ь(0) - д(0)|] + 2sr)-^\ReP - КеЧ\Qxp[a{2e)-\x - LQ) . 

Введем z = р — q. Тогда 

Lez{x) = -£z"(x) -h a(x)z'(x) -Ь [/(p, x) - f(q, x)]\p - q]-'z = T^p - T^q, 

2(0) = p{0) - g(0), Dez = z'iLo) -b TZ(LO) = ReP - Req, 

где T = e'(s) для некоторого s между P{LQ) И g(-Lo)-

Определим Ф ( ж ) = S{x) ib z(x). Тогда для Ф ( ж ) будут выполнены 

неравенства (2.9) и на основании принципа максимума получим оценку 

(10.3). 

Из оценки (10.3) следует единственность решения задачи (10.1) и 

оценка: 

и{х)\ < exp(26a-'^x)la4-^a-'^\\f{0,x)\\ -Ь\А\]+ 

-\-2erj-'^\e{0)\ехр[а(2е)-'^{х - LQ) . 

Суп];ествование решения задачи (10.1) следует из того, что можно по

строить верхнее и нижнее решения ([34], стр. 39). Оценим производные 

решения задачи (10.1). 

Л е м м а 10.1. Найдется С такое, что при всех х G [0,Lo 

и iJ), ( ж ) | < С[1 + е^-^ехр1ае~\х - L Q ) ] ] , j = 1,2,3. (10.4) 

Доказательство . Используя (10.1), нетрудно показать: 

и'{х) = ехр 
' X 1 LQ Г X 

J £~^a(s)ds U(LQ) - J f{u{s), s) ехр J s~^a(s)ds ds. 

(10.5) 
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Из краевого условия следует |м'(Ьо)| < С. Тогда из (10.5) получим 

и'(х)\ < С ь Докажем (10.4) при j = 2. Пусть р(х) = и'(х). Дифферен

цируя (10.1), получим: 

-£р"(х)-\-а(х)р'{х) =Г{х,и,и'), \Р(х,щи')\ < С^. 

р'{х) = ехр 
Lo 

ds. 

Следовательно, 

J e~'^a(s)ds p'{Lo)-\—J F{s,u{s),u'{s))exp j e~^a(s)ds 
Lio J ^ ̂  is . 

Из (10.1) получим |P'(JLO)| < С^£~^. Теперь из представления для 

р'{х) следует (10.4) при j = 2. Случай j = 3 аналогичен. Лемма дока

зана. 

Согласно лемме 10.1 решение задачи (10.1) может иметь слабо вы

раженный пограничный слой около конца интервала х = LQ, когда 

производные, начиная со второй, неограниченно растут при s 0. 

Целесообразно исследовать схему направленных разностей на равно

мерную сходимость по параметру е, так как эта схема проше схем с 

экспоненциальными подгонками. Аналогичный анализ был проведен в 

§2 при иных предположениях. Итак, на равномерной сетке Q с шагом 

h выпишем схему направленных разностей для задачи (10.1): 

4 = А, RhU^ = K^NU^ -Н 6 « ) = 0. 

Для анализа схемы (10.6) рассмотрим линейный оператор: 

(10.6) 

(10.7) 

с краевыми условиями 

z\, Dhz'^^Tz^^ + K^^NZ^. 
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Заметим, что в формулируемой ниже лемме о принципе максимума 

допускается г < О, что случается при переносе краевого условия из 

бесконечгости. 

Л е м м а 10.2. Пусть в (10.7)-(10.8) £ > О, а„ > 0. Тогда если Зф^: 

Й > О, п = 0 ,1 , . . , ЛГ, Ь^ф'^ > О, п = 1,2,.., N-1, Пнф'' > О, (10.9) 

то для оператора справедлив принцип максимума, и из условий 

4>0 , DhZ^>0, 4^^>0, п = 1 ,2 , . . . ,ЛГ-1 (10.10) 

следует >0 при всех п = 0 , 1 , N . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что для некоторого по < О и по

лучим противоречие. Определим сеточную функцию У'^: = У^Фп-

Тогда Т̂ ц̂ < 0. Покажем, что У^ имеет локальный отрицательный ми

нимум. Из условия ^0 > О следует У^ Для справедливо одно из 

двух: 

1) . > 0. Тогда У'̂  > 0. При этом У^ имеет локальный отрица

тельный минимум. 

2) . < 0. Из условия Внф^ > О следует 

С другой стороны, из условия Внх^ > о получим 

Из этих двух неравенств следует У̂ ^ > У}^_1. 

Тогда для 
уН 

ВЫПОЛНЯТСЯ условия: Vo* > О, О > У^ > У/^^х-, 

откуда следует, что У^ имеет локальный отрицательный минимум. 

Пусть минимум достигается в узле Хщ .Тогда: 
у ; : , < о, КшУ"" < о, Кгп+хУ'' > 0. (10.11) 
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Нетрудно убедиться, что 

Учитывая условия (10.9) и (10.11), получим Ь^х^ < О, что противоре

чит (10.10). Лемма доказана. 

Определим сеточные функции ф^, в^, р^: 

Фп = 1 + 
-,п-М 

2е 
1 + 

28к 
Рп = 1 + 

2е\ 
(10.12) 

Нетрудно убедиться, что 

^ ехр[2^а Хп], ехр[о;(2г) (ж„—Ьо)] < Й ^ ехр[а(2г-Нс1^/г) (ж„—Ьо) 

Л е м м а 10.3. Пусть Н < Но = т т { с г / ( 4 а / ? ) , 77/(2а/?о)}, р'* и - две 

произвольные сеточные функции. Тогда при всех п: 

Р'п - Яп\ < С [ | | Г У - Т'^д^ + Ь ; - дЛ] ехр(2<5а-^ж„)-Ь 

+ ( 4 5 + 2аН)г]-^\Пир^ - Пнд^\ ехр[о;(2£ + аН)-\хп - Ьо) 

Доказательство . Определим 2^ =р^ — д^. Тогда : 

(10.13) 

L'z' = т у - Т'д\ 2 ? = Р5 - д5, Пнг' = Пнр' - Пт\ ( Ю . И ) 

где соответствует (10.7) сЬп = [/(Р5,ЖП) - !{д^^п)\1{р1 - д1), 

Вн - линейный оператор: 

Учитывая ограничение Н < Но, получим при всех п: 

Внф^ > фб -Н 2аН]-\ ВнО^ > 0. 
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Учитывая (10.15) и лемму 9.2, получим, что для оператора спра

ведлив принцип максимума. Определим Ф'*: 

Ф'̂  = С{ ЦТ V -Т\^\\ + \Р1 - I + (4^ + 2аК)г'\ПнР^ -КнЯ^^^К 

Учитывая (10.14)-(10.15), можно подобрать С таким образом, чтобы 

для функции Ф'* выполнились условия (10.10). Тогда из принципа мак

симума следует утверждение леммы. 

Из (10.13) следуют единственность репхения схемы (10.6) и оценка 

устойчивости: 

и < С1[| |/(0,ж)| | + \А\] ехр 
26 

+ С2\&Щ(е + К) ехр 
2е -Ь ак 

(10.16) 

Существование решения схемы (10.6) следует из наличия верхнего и 

нижнего решений. Исследуем вопрос равномерной сходимости схемы 

(10.6). 

Т е о р е м а 10.1. Пусть Н < Но, где Но определено в лемме 9.3 . Най

дется С: 

п - и^\\ < СН, (10.17) и 

где \и]^ - решение задачи (10.1) в узлах сетки О. 

Доказательство . Определим х^ = — [и\о,. Тогда 

Ь^г^ = Т^и^ - Т^1и]п, (10.18) 

где соответствует (10.7) при = Ц{4,Хп) - аип,Хп)]/(4 - гг„), 

г¿„ = и{хп). Оценим правую часть (10.18) : 

Т!^и^ - Т!^1и]п = е(и"{хп) - Кх,пЫи) - ап{и'(хп) - А^Мп)-

Используя неравенства [181]: 
Хп+1 

Ахх,пМ^ ~ '^"{^п)\ < / \и"'(8)\(18. (10.19) 
Хп-1 
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Ах,п[и]п -и'(Хп)\ < Н ^ 1 1 \и"{1)\(И ¿8, 
Х„-1 8 

И привлекая оценки производных (10.4), получим : 

-1 

где 9 = т ах (Л , е) Определим Ф'*: 

(10.20) 

(10.21) 

Учитывая, что 

и используя соотношения (10.4) и (10.20) , получим 

Dhz'^ <С4к9-\ (10.22) 

Учитывая, что 

ЬУ > СЬ9-'Р1 Р1 > ехф(2е)-\хп+1 - Ц) 

и привлекая соотношения (10.15) и (10.18), получим, что при некото

рых С2 и Сз для Ф'* выполнятся неравенства (10.10). В соответствии с 

принципом максимума при всех п Ф|̂  > 0. Это доказывает |-г;̂ | < С к 

при всех п, кроме случая п = N. Остается показать, что \х^\ < СЬ. 

Для этого случая имеем: 

Из краевого условия в (10.6) получим \и% — и%_1\ < С^Н. Пользуясь 

полученной оценкой для п < N, придем к утверждению теоремы. 

Схема (10.6) представляет собой систему нелинейных алгебраиче

ских уравнений. Покажем, что при достаточно хорошем начальном 

124 



приближении метод Ньютона является сходящимся, причем сходи

мость метода равномерна по параметру е. Итак, определим метод ли

неаризации : 

wj+i = А, e'iu^)ui^' + A,,NU'+' = -6(4) -H e\ui,)ui. (10.23) 

Сеточная функция предполагается заданной. Определим = и^—иК 

Тогда 

-eKx,nZ^^' -H а,Л,,„2^-+1 + /;(<, ж04+1 = 0.5Я(^^, ж„)(4)^ 

^-^^ = О, в'(4)4+^ -Ь Л,,л,2 -̂+1 = -e"(^W(4)V2 

для некоторой сеточной функции Пользуясь принципом максимума, 

нетрудно получить: 

< C\\z^f. 

Следовательно, при достаточно хорошем начальном приближении ите

рационный метод (10.23) квадратично сходится. 

На каждой итерации система уравнений линейна относительно и^^^, 

но матрица этой системы , в силу допустимости / i < О, может не иметь 

диагонального преобладания. Для нахождения решения такой системы 

можно использовать метод немонотонной прогонки [147 . 

При переносе краевого условия из бесконечности функция G(w) вы

числяется приближенно. Покажем, что схема (10.6) устойчива к по

грешностям в е . 

Л е м м а 9.4. Пусть функция в ( У ) непрерывно дифференцируема 

при V £ R, причем Q'{V) > —(3Q. Пусть - решение схемы (10.6) с 

возмущенной функцией 0 . Тогда если \Q{u%) — Q{u%)\ < А , то при 
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всех ж „ Е О 

< - 4 ^ < А??~^(4£ + 2аК) ехр[а(2£ + ак)-^{хп - Ь^)]. (10.24) 

Доказательство . Пусть х^ = и^ -й^. Тогда 

= о, 4 = о, й ,/ = £ Ц £ Ь + ё « Ь | М ) 4 = ё(.!^)-в(«'„), 

где Х'* соответствует (10.7) с = Ц{4,Хп) - а4,Хп)]/{4 - 4)-

Определим сеточную функцию Ф'*: 

Тогда для функции Ф'* выполнятся соотношения (10.10) и вследствие 

принципа максимума при всех п Ф^ > 0. Из этого следует утверждение 

леммы. 

Остановимся на результатах численных экспериментов. 

Сначала была рассмотрена линейная краевая задача: 

-еи"{х) + и'{х) + и(х) - 1 = 0 , и(0) = О, 1ш1 и{х) = 1. (10.25) 

Решение этой задачи выписывалось в явном виде и сравнивалось с ре

шением этого уравнения на конечном интервале при различных подхо

дах к заданию правого краевого условия. Вычислялась максимальная 

погрешность, возникающая при переходе к конечному интервалу. 

В табл. 10.1 приведена норма погрешности в зависимости от 5 и 

длины интервала Ьо при задании и(Ьо) = 1. 

В табл.10.2 приведена норма погрешности при задании и'{Ьо) = 0. 

Задание правого краевого условия согласно (7.2) с выбором у{х) = г, 

где г соответствует (7.3), приводит к совпадению решения задачи на 

конечном интервале с решением задачи (10.25). 
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Теперь остановимся на случае нелинейной краевой задачи. Сначала 

была рассмотрена нелинейная краевая задача: 

-ей" + и' + иехр{и) = О, и(0) = 1, }}ш^и(х) = 0. (10.26) 

Таблица 10.1. 

е е 

1 5 10 20 

1.0 1.62 0.14 0.62Е-2 0.13Е-4 

1.0Е-1 1.20 0.03 0.31Е-3 О.ЗЗЕ-7 

1.0Е-2 1.11 0.02 0.15Е-3 0.75Е-8 

1.0Е-3 1.10 0.02 0.14Е-3 0.63Е-8 

1.0Е-4 1.10 0.02 0.14Е-3 0.62Е-8 

Таблица 10.2 

£ Ьо £ 

1 5 10 20 

1.0 0.53 0.52Е-1 0.23Е-2 0.49Е-5 

1.0Е-1 1.0Е-1 0.26Е-2 0.26Е-4 0.28Е-8 

1.0Е-2 1.1Е-2 0.21Е-3 0.15Е-5 0.74Е-10 

1.0Е-3 1.1Е-3 0.20Е-4 0.14Е-6 0.63Е-11 

1.0Е-4 1.1Е-4 0.20Е-5 0.14Е-7 0.62Е-12 

Задача (10.26) сводилась к конечному интервалу и для решения 

редуцированной задачи применялась схема направленных разностей. 
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Численно исследовалось влияние способа задания краевого условия на 

решение разностной схемы. Шаг разностной сетки принимался посто

янным {h = 0.1) и за сеточное решение, не искаженное из-за переноса 

краевого условия из бесконечности, принималось решение на достаточ

но большом интервале длины L , L = 100, при этом |гг(100)|, |и'(100)| < 

еж/)(—50). Рассматривались различные способы задания краевого усло

вия: 

Ml : иЩ) = 0; М 2 : U'(LQ) = 0; МЗ: согласно (9.3) с 7(w) = 0; 

М4: согласно (9.3) с 7(м), соответствуюп];им (9.9). 

Схема (10.6) представляет собой систему нелинейных уравнений и 

для нахождения ее решения использовался модифицированный метод 

Пикара: 

-ek^^^nu^^^ + QnK^nU^^'^ + Gu^^ = Gu{ - / ( < , Ж п ) , 

и{^^ = А, Л,дм^'+1 -Ь = G 4 - в(<). 

При G > 5 итерационный метод сходился. Итерации заканчивались, 

если \\и^'^^ — и^\\ < 10"^^. В табл. 10.3 приведена норма погрешности в 

зависимости от способа задания краевого условия и длины интервала 

при 5 = 1, в табл. 10.4 - при е = 0.1. Под погрешностью понимается раз

ность между сеточным решением на данном интервале и на интервале 

длины L = 100. При других s результаты вычислений аналогичны: 

точность способов М2 — М 4 увеличивается с уменьшением {е -\- h) же 

увеличением длины интервала, и согласуется с оценкой (10.24). Наиме

нее точен способ М1. Более точен способ М4. Нелинейность в краевом 

условии для способа М4 не увеличивала количество итераций. 
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Таблица 10.3. 

Ьо М 1 М2 М З М 4 

1 0.42 0.16 0.29Е-1 0.17Е-1 

5 О.ЗОЕ-1 0.13Е-1 0.31Е-3 0.41Е-4 

10 0.14Е-2 0.61Е-3 0.74Е-5 0.68Е-5 

Таблица 10.4. 

и М 1 М2 М З М 4 

1 0.26 0.54Е-1 0.99Е-2 0.12Е-2 

5 0.64Е-2 0.11Е-2 0.11Е-4 0.54Е-5 

10 0.78Е-4 0.13Е-4 0.75Е-7 0.74Е-7 

Затем аналогичным образом была рассмотрена краевая задача: 

- £ м " + ^' + ( « - 2 ) е х р ( - м - ^ ) = 0, Ц0) = 1, ^1тгг(ж) = 2. (10.27) 

Начальное приближение для итерационного метода при всех вычисле

ниях задавалось в виде прямой линии между значениями решения на 

концах интервала. 

В табл. 10.5 приведена норма погрешности в случае задачи (10.27) 

при ¿ 0 = 1 в зависимости от способа задания краевого условия и зна

чения е. 

Таблица 10.5. 

е М 1 М2 М З М 4 

1.0 0.71 0.17 0.23Е-1 0.17Е-1 

1.0Е-1 0.66 0.59Е-1 0.13Е-1 0.14Е-2 

1.0Е-2 0.66 0.34Е-1 0.87Е-2 0.98Е-4 

1.0Е-3 0.66 0.31Е-1 0.82Е-2 0.88Е-5 
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и . Монотонная схема Самарского в случае 

т р е т ь е й краевой задачи 

Рассмотрим краевую задачу: 

ей" - а{х)и' - / (ж, и) = О, (11.1) 

м(0) = Л, Кеп = + 6и'{1) = В. (11.2) 

Предполагаем, что 

а е С%11 / е С'\[0,1] X К), а(х) > а > 0,е е (0,1 

д1/ди >~р,(5> 0,^2 - 4/?г > 7 > О, ?7 > 0,(5 > 0. (11.3) 

Решение задачи (11.1)-(11.2) не содержит выраженного пограничного 

слоя (первая производная решения ограничена равномерно по параме

тру е). Для ее численного решения исследуем монотонную схему Са

марского [145], которая монотонна и второго порядка аппроксимации. 

Применим способ аппроксимации краевого условия, соответствующий 

порядку аппроксимации дифференциального уравнения. При такой ап

проксимации краевого условия матрица разностной схемы потеряет 

свойство диагонального преобладания. Покажем, что все же к разност

ному оператору и в этом случае можно применять принцип максимума. 

Докажем, что анализируемая схема имеет точность 0(Ь?1{Н -Ь е)). За

тем примененим эту схему к решению уравнения на полубесконечном 

интервале. Будет показано, что схема устойчива к погрешностям, воз

никающим при переносе краевого условия из бесконечности. Предвари

тельно исследуем, когда выполняется принцип максимума для трехто

чечного разностного оператора с краевым условием, соответствуюпщм 

аппроксимации производной со вторым порядком. 
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Анализ монотонности трехточечных разностных схем. Рассмо

трим трехточечную разностную схему: 

Liu^ = Ап4+, - + Cnu\_x = fl n = 1 , 2 , Л Г - 1, (11.4) 

4 = А, = T/wĴ  + 6[2,и\ - 4м^_1 -Ь и%_2]/{2Н) = В. (11.5) 

Предполагаем, что при всех n А„ > О, С„ > 0. Сформулируем условие, 

когда для схемы (11.4)-(11.5) справедлив принцип максимума. 

Л е м м а 11.1. Пусть существует сеточная функция ф^: 

ф'>0, <0, n = l,2,...,N-l, 

" - 4 Ä - 1 + Фн-2 < о, 4N - 4N-I + Фм-2 > 0. (11.6) 
См-1 

Тогда из условий 

Б^Ф'* < О, п = 1 , 2 , Ж - 1, Ф ; > О, П^Ф'' > О (11.7) 

следует Ф ^ > О, О < п < Л .̂ 

Доказательство . Предположим, что при некотором п < N оказа

лось Ф ^ < О и получим противоречие. Определим : Ф ^ = ф^У^. 

Пусть 

Предположим, что по = А" — 1. Нетрудно показать, что при всех п 

Б^Ф'^ = Спф^1У11-1-Ь^фЧСпф^1+Лг^Ф^Ж+^^^^^ (11-8) 

Учитывая условия (11.6), получим: 

См-1ф%-2{Ум-2 - У}}_г) + AN-lФ%iУ|¡ - У^_1) < 0. (11.9) 

Если У^_1 <У¡}, то в узле с координатой {N — 1) - локальный от

рицательный минимум сеточной функции У^. В соответствии с (11.8) 

будет Ь^_1Ф'* > О, что противоречит условиям (11.7). 
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Остается рассмотреть случай У}}_-^ > У^. Из (11.б)-(11.7) следует: 

Зф'},У;^ - 4 4 _ 1 У ^ + Ф'},_2У1^ < о, З ^ У ^ - Ц'м-1У^1 + ФN-2V¡}-2 > О, 

следовательно, 

Ч'м-М - + Ф'^^М_2 - у^) > 0. 

Это неравенство можно записать в виде: 

- Ф%_,){у;^ - У1}_,) + Ф'^^М_, - У1^_,) > 0. (11.10) 

Из (11.9)-(11.10) получим: 

{У^2 - У1^_,)[Ам-1ф% - С ^ - 1 ( 4 4 _ 1 - А_2) ] > 0. 

Учитывая, что в данном случае У^_1 > У }̂, получим противоречие с 

условиями (11.6). Лемма доказана. 

Л е м м а 11.2. Пусть для некоторой сеточной функции ф^ выполнены 

условия (11.6). Тогда для произвольной сеточной функции при всех 

п < N справедлива оценка: 

\ю1\<Мф^^, М = т а х ] т а х 
л../г 

Ь1Ф' 

„к 

' л ^ ' ^ 'Фи' 

Доказательство . Определим сеточную функцию Ф'* : = Мф^±у!^^. 

Тогда, как нетрудно убедиться, для Ф'* выполнятся соотношения (11.7) 

и в силу леммы 11.1 Ф'* > 0. Это доказывает лемму. 

А н а л и з монотонной схемы Самарского. Для задачи (11.1)-(11.2) 

на равномерной сетке О выпишем разностную схему: 

ту = ЕпКхУ - апАхУ - ![хп, 4) = О, (11.11) 
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4 = А, В^и^ = щ% + 8[Ы% - 4^^_1 + 4-21/(2/^) = В, (11.12) 

где п = 1,2, - 1, ап = а{хп), 

1 + а„/^/(2г)-

Л е м м а 11.3. Пусть > О, р'* и д'* - две произвольные сеточные 

функции. Тогда при всех п 

Рп - я'п\ < а-'\\ТУ - Т\'\\ + Ь г - до1+ 

+ a / г ) | i?V - ^'^д^! ехр[о;(е + аН)-\хп - 1)]. 

Доказательство . Пусть = — д^. Из (11.11)-(11.12) получим: 

г/»^/1_Р Д п \ 7^ И^П,Рп) - !{Хп, д1) _ грк}1 грЬ^к 

Рп Чп 

г^=р^-д^, Л У = Л У - Л У , гг = 1 , 2 , . . . , А ^ - 1 . 

Покажем, что при выполнении условий леммы для оператора спра

ведлив принцип максимума. Определим 

,-1 

ф1 = {1+£-^аку-''. 

Докажем, что для функции справедливы соотнопгения (11.6). Не

трудно убедиться, что Ь^ф^ < 0. Остановимся на проверке остальных 

условий. Имеем: 

- ^ > 1 + — , Зф%-Ц%_, + ф'},_2> >0, 
Ам-1 е 

откуда следует (11.6). 

Итак, принцип максимума для имеет место. Определим сеточ

ную функцию Ф'*: 

= о;-1| |ГУ-Т'^д'^ | |ж„ + |р5--д |̂ + о;-1г1(г-Ьа/г) |ЛУ-Я^'*|(^^±4. 
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Тогда для функции Ф'* выполнены условия (11.7) и в силу принципа 

максимума Ф'* > 0. Можно показать: 

< ехр[а{е + аЛ)~^(ж„ - 1) . 

Это доказывает лемму. 

Из леммы 11.3 следует единственность решения схемы (11.11)-

(11.12) и оценка устойчивости: 

и < о ; ~ ^ а х | / ( ж „ , 0 ) | -Ь \А\ + а-^б'^е + ак)\В 

Исследуем устойчивость решения схемы (11.11)-(11.12) к возмуш;е-

нию коэффициентов в краевых условиях. От (11.11)-(11.12) перейдем к 

краевой задаче: 

ту = 0,4 = л, К^й'^ = щ% + 6[Ъй% - 4й^_1 + й%_^\1(2К) = В. 

Л е м м а 11.4. Пусть дf/ди > О, 

ук~к ~~Л 

(5 - ¿1 < А, 1?/ - 1̂ < А, | Б - Б | < А, ^ > О, ̂  > О, 

тогда найдется С7, такое, что при всех п 

4 - < < СА{е + аК) ехр[а(5 + аЪ)~'^{хп -1)\ + \А- А 

Доказательство . Пусть = — й^. Тогда для некоторой сеточ

ной функции 9^ 

г^ = А-А, В^г^ = В-В + {г)-г])и% + {6-~5)[Зи^^-4и^^_^-Ь<_21/(2Д). 

Нетрудно показать, что 

В^х^\ < СоА, Со = 1 + \В\6-^ -Ь [б-'^г] +1)11«'̂  
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Задавая сеточную функцию Ф'*: 

Ф^ = СА(е + ah){l + a e - ^ f - ^ -\-\A-À\± 

используя принцип максимума и подбирая подходяпдую постоянную С, 

придем к утверждению леммы. 

Оценим погрешность, возникающую при аппроксимации правого 

краевого условия согласно (11.12). 

Л е м м а 11.5. Найдется С: 

Зг¿7v - 4г«дг_1 + и^-2 
1 = 2h 

(11.13) 

где Un = и{хп), О = шах(/г, е ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая, что для произвольной достаточно глад

кой функции г (ж) справедливо представление: 
X 

г{х) = г(жо) -f- г'(жо)(ж - а̂ о) + / ( ^ - s)r"{s)ds, 

используя интегрирование по частям, получим: 
XN XN 

1 = 2h 
XN-1 

Следовательно, 

2 / {s-XN-ifu"'(s)ds-0.b j {s-XN-2Tu"'(s)ds 
XN~2 

/ < 5 i + 52, 

где 
XN 

J [(s - XN-if -{s- жлг-2)^/4]и'"(s)ds 

52 = 4/i 

Xm-\ 

j {s-XN-2fu"'{s)ds 

Можно показать, что 

1 
( 

W.-h 

1 

/ I3(s-lf + 4h{s-l)]u"'{s)ds 
(11.14) 
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Для решения задачи (11.11)-(11.12), как это показывалось выше, спра

ведливы оценки: 

dxJ 
ju{x) < eil + s'^-^ ехр[аб-\х - j = 1,2,3,4. (11.15) 

Учитывая, что в (11.14) множитель при и"'{8) знакопостоянен, подста

вляя оценку (11.15) в (11.14) и осуществляя интегрирование, несложно 

показать: 

Можно доказать, что аналогичная оценка справедлива для ^2. Это до

казывает лемму. 

Остановимся на вопросе равномерной сходимости схемы (11.11)-

(11.12). 

Т е о р е м а 11.1. Пусть дЦди > О, Тогда для решения схемы 

(11.11)-(11.12) справедлива оценка точности: 

/̂ 2 
и'- и <С 

h + s' 
(11.16) 

Доказательство . Определим = — Д Л Я некоторого 

и 

4 = О, Bl'z^ = 6{u'(l)-[3uN-4uN-i+UN-2]/{2h)), Un = u{xn). (11.17) 

По аналогии с линейным случаем [181], несложно убедиться, что для 

некоторой постоянной C i справедлива оценка: 

Т!:1и]п-ТУ\ < Tle'\u^'\x)\-^s\u^'\x)\ + \u^'\x)\]dx. (11.18) 
п. А- F J Хп-1 

Учитывая (11.15), из (11.18) получим: 

и и-тУ\<С2 
h + £ 

1 -Ь ̂  ^ ехр[а£ ^{xn-j-i — 1) 
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Пусть сеточные функции ф^,р^ соответствуют (10.12). Тогда 

0.5^2 
Ь^ф^ < О, ьу' < р^, > ехр[ае - 1) (11.20) 

(11.21) 

2е + ак' 

К^ф^ > 6а/{2е + аН), Л У > 0. 

Определим сеточную функцию Ф^: 

Учитывая лемму 11.5, соотношения (11.17),(11.19)-(11.21), можно по

казать, что для некоторой постоянной Сз для функции Ф'* выполнятся 

условия (11.7). В силу принципа максимума Ф'* > 0. Следовательно, 

при всех п < N 

< С-
Л2 

Н-\-е' 

Покажем, что такая же оценка имеет место при п = N. Учитывая 

(11.13), несложно показать: 

2к 

Из этого неравенства следует требуемое при п = N. Теорема доказана. 

Остановимся теперь на случае, когда производная д//ди может 

быть отрицательной. 

Л е м м а 11.6. Пусть выполнены ограничения (П.З) , 

- Щг Л- ак/2) > 7 > О, (11.22) 

Пусть жд^ - две произвольные сеточные функции. Тогда при всех п 

р'п - Яп\ < [ 2 а 2 г Ч - ' | | Г У - Т'д'\\ -Ь \р'о - q^\]expi2fЗa-'xn)^ 

-{-6-^а-\2е + ак)\ПУ - П\^\ехр1а(2б -Ь ак)-\хп - 1) 
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Доказательство . Определим линейный оператор таким же 

образом, как и в лемме 11.3. Покажем, что при выполнении условий 

леммы для оператора справедлив принцип максимума. Определим 

согласно (11.20), 8^ = [1 + 2рка~^]^. Тогда при всех п: 

Ь1Ф^ < - 7 ( 4 £ + 2 а Л ) - V ; < О, Ь У < -0.5^7«~'4, 

8п < ехр[2/За-^Хп], П^з^ > О, К^ф'' > 6а12е + ак -1 (11.23) 

Условия (11.6) при наложенных ограничениях выполнены и для опера

тора справедлив принцип максимума. Определим функцию Ф'*: 

= 12а'р-'г'\\ТУ - ТУ\\ + - ЯЖ+ 

-^6-'а-\2е + ак)\пУ - КУ\ф', ± (р^ - д^). 

Учитывая (11.23), несложно показать, что для функции Ф^ справедли

вы соотношения (11.7) и в силу принципа максимума, имеюпдего место 

согласно лемме 10.1, Ф'* > 0. Это доказывает лемму. 

Остановимся на вопросе обоснования сходимости схемы (11.1)-

(11.2) в случае выполнения ограничений (11.3). 

Т е о р е м а 11.2. Пусть выполнены ограничения (11.3), причем шаг 

сетки удовлетворяет ограничению (11.22). Тогда для решения схемы 

(11.11)-(11.12) справедлива оценка точности: 

ич 
1 1 « ' - Ы о | | < С — — . 

п-\-е 

Доказательство теоремы повторяет доказательство теоремы 10.1, 

сеточная функция Ф'̂  при этом имеет вид: 

к Л к л Л 
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Остановимся на вопросе нахождения решения схемы (11.1)-(11.2). 

Аппроксимапия производной в краевом условии (11.2) нарушает трех-

диагональность матрицы системы разностных уравнений. Учитывая 

(11.1) при п = N — 1, исключим и^_2 в (2.2). Тогда правое краевое 

условие в (11.2) примет вид: 

2к6-'щ'^, + (3 - АлА-1^^1)(4 - и^_,) = 2Н6-'В - Цхм-ии^м-1)См1^ 

Определим итерационный метод для нахождения решения схемы 

(11.1)-(11.2): 

= 2к8-\и^' + (3 - Алг-1С^!_1)«+' - 4+Л)+ 

+ M Q L l 4 t \ = Ш-^В + С'/_хЩи\_^ - /(жлг_1, <_1)). (11.24) 

Л е м м а 11.7. Пусть 

ои 

Тогда метод (11.24) сходится и при всех к справедлива оценка: 

11̂ +̂1 _ и^\\ < (1 _ т1М)\\и^ - и% 

Доказательство . Определим = — и^. Тогда для некоторой 

сеточной функции 

^пЛ. , ,„ /+1 - aЛ.,nz'^' - Мх^-"' = {Ги{хпЛ) - М)х1 = О, 

2/гг^4+1 + (3 - Алг_1С^11)(4+1 - 4+Л) + мс^1_14"'-1 = 

Выбирая сеточную функцию Ф'' с компонентами: 

^1 = (1 - ш / М ) ¿+1 
п •> 
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убеждаемся, что 

Х^Ф'^ < О, Л'^Ф^ > О, Ф§ > 0. 

В силу принципа максимума, справедливого и в этом случае, ф'* > 0. 

Это доказывает лемму. 

На каждой итерации г¿^+l может быть найдено методом прогонки, 

который в данном случае устойчив [145]. 

Схема (11.1)-(11.2) может быть использована при решении краевой 

задачи на полубесконечном интервале. 

Рассмотрим краевую задачу для линейного уравнения : 

1и = ЕУ!' - а{х)и' - с{х){и - С) = О, и{0) = А, ] ] т «(ж) = С. (11.25) 

Предполагаем, что функции а{х) , с[х) непрерывно дифференциру

емы, 

В > а{х) > а > О, £ е (0,1] с{х) > (3 > О, а{х) т , с{х) ^ п, х оо. 

Вопрос переноса краевого условия из бесконечности в случае линейной 

задачи рассматривался в §7. 

Можно перейти к конечному интервалу [0,Ьо], задав 

(11.26) 

где 7(Ьо) находится из сингулярной задачи Коши (7.3). 

Как показано в §7, 7(х) < О, \у{х)\ < |)с|)/а. 

Итак , рассмотрим схему (11.11)-(11.12) применительно к задаче 

(11.25): 

епАххУ - апКУ - Сп{й1 - С?) = О, (11.27) 

4 = А, [Ш% - 44_1 + 4-21/(2/^) = 7(^^о)(4 - О). (11.28) 
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Т е о р е м а 11.3. Пусть и(х)- решение задачи (11.25), - решение 

схемы (11.27)-(11.28). Пусть 

7(Бо)-7(^^о) |< А, 7 ( Ь о ) < 0 . (11.29) 

Тогда при всех п 

4 - и(хп)\ < СА(е + аН) ехр[го^о + а(е + ак) \хп - Ь^)] + С -1/ 

(11.30) 

Доказательство . Пусть - решение схемы (И.27)-(И.28) в слу

чае точного значения 7(^0). Введем х^ = и^ — й^. Нетрудно убедиться, 

что тогда 

-̂ п-̂ '* ~ ^пА.хх,п^ — О-пАх^п^ — СпХ^ = 0, ZQ = О, 

К'г' = [34 - 44_1 + 4-21/(2/^) - 7(Ьо)4 = (7(^0) - 7(Ьо))(4 - О). 

На основании принципа максимума, подбирая подходящую барьерную 

функцию, можно убедиться, что 

и{х) — 0\ < \А — 0\ ехр[гож], 

где Го ~ отрицательный корень уравнения ед^ — Вд — /3 = 0. Следова

тельно, 

Е^х^ <СА -Ь ехр(гоЬо) 

Задавая сеточную функцию Ф'* с компонентами: 

= СА{е + аК) -Ь ехр[гоЬо (1 -Ь аке-^у-^ ± 2^, 

используя принцип максимума для разностного оператора, получим 

Ф'* > 0. Учитывая, что 

4-и{хп)\<Ск\к + е)-\ 
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получим утверждение теоремы. 

Остановимся на результатах численных экспериментов. Рассматри

ваемая задача имела вид: 

ей" -и' - exp[-w] - F{x) = О, и(0) = £ e x p ( - £ - i ) , = 1, (11.31) 

где F{x) соответствует решению 

и{х) = £ехр[е~^(х — 1)] +8т(7гж/2). 

Решение схемы (11.11)-(11.12) находилось с помощью итерационного 

метода (11.24). Для этого метода задавалось М = 1 , итерации закан

чивались, если и < 10"^. При всех вычислениях требовалось 

не более 15 итераций. В табл. 11.1 приведена определенная выше норма 

погрешности схемы (11.11)-(11.12) в зависимости от £ я к. Результаты 

вычислений подтверждают справедливость оценки (11.16). 

Таблица 11.1. 

£ h £ 

0.1 0.5Е-1 0.1Е-1 0.5Е-2 

1.0 0.25Е-2 0.13Е-3 О.ЗЗЕ-4 0.74Е-5 

1.0Е-1 0.14Е-1 0.79Е-3 0.21Е-3 0.53Е-4 

1.0Е-2 0.66Е-1 0.82Е-2 0.28Е-2 0.83Е-3 

1.0Е-3 0.82Е-1 0.16Е-1 0.75Е-2 0.32Е-2 

1.0Е-4 0.82Е-1 0.18Е-1 0.89Е-2 0.44Е-2 

1.0Е-5 0.82Е-1 0.18Е-1 0.91Е-2 0.45Е-2 

1.0Е-6 0.82Е-1 0.18Е-1 0.91Е-2 0.45Е-2 
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§12. Р е ш е н и е уравнения с малым параметром и 

точечным источником на бесконечном интервале 

При математическом моделировании ряда физических явлений, на

пример, стационарного распространения примеси от точечного источ

ника, возникает краевая задача для уравнения с малыми параметрами 

при старших производных и источниковым членом в виде 6- функции 

Дирака. Краевые условия для такой задачи ставятся в бесконечно уда

ленной от источника точке. При этом возникает вопрос, как перенести 

краевые условия на границу ограниченной области. 

Другая проблема - в потере гладкости решения из-за присутствия в 

уравнении источникового члена в виде 6-функции. В [139] данная про

блема решается на основе использования интегрального тождества и 

построения соотношений баланса для ячеек сеточной области. В [9 

предлагается в окрестности источника использовать приближенную 

аналитическую формулу для решения, а вне этой окрестности исполь

зовать конечно-разностную схему, но не исследуется точность данного 

подхода. В данном параграфе развиваемый выше подход по переносу 

краевого условия из бесконечности применяется для численного реше

ния уравнения с точечным источником на бесконечном интервале. 

Итак, рассмотрим исходную краевую задачу: 

Ьи = ей" - а{х)и' - с{х)и = / (ж) , хфО , (12.1) 

Ьои = еи'(-\-0) - еи'{-0) = - д , (12.2) 

и{х) —>• о, ж ——оо, и{х) о, X +00 , (12.3) 

где 

В > а{х) > а > О, с{х) > > О, £ > О, (5 > О, 
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а{х) —» ai, с(х) Ci, f(x) ^ 0 , х ±оо, г = 2,1. (12.4) 

Предполагаем, что функции а(ж), с(ж),/(ж) - непрерывны. Условие на 

скачок производной соответствует тому, что в точке ж = О находится 

точечный источник мощности Q, задаваемый дельта -функцией Ди

рака [131]. Рещение и{х) предполагается дважды непрерывно диффе

ренцируемой функцией всюду, кроме точки нуль, где сама функция 

непрерывна, а ее первая производная имеет разрыв первого рода. 

Задача (12.1)-(12.3) является модельной при анализе переноса при

меси от точечного источника в направлении ветра [131], при этом: 

и{х) - концентрация примеси, е - коэффициент диффузии, а{х) -

скорость ветра, с{х) - коэффициент поглощения примеси, Q - мощ

ность точечного источника, f{x) - несосредоточенный источник или 

сток примеси. 

В данном параграфе из оценки производных решения сделан вывод, 

что в окрестности источника имеется внутренний экспоненциальный 

переходной слой. При построении разностной схемы на конечном ин

тервале учтено поведение решения в окрестности источника, строится 

схема экспоненциальной подгонки. 

Нетрудно показать, что для дифференциального оператора, соот

ветствующего задаче (12.1)-(12.3), справедлив принцип максимума и 

из условий: 

ЬФ(ж) < О, хфО, ЬоФ(ж) < О, Иш Ф(ж) > О (12.5) 

следует Ф(ж) > О, ж G (—оо,-|-оо), для функции Ф(ж), дважды непре

рывно дифференцируемой всюду, кроме точки нуль, где сама функция 

непрерывна, а ее первая производная имеет разрыв первого рода. 

Из принципа максимума следует, что решение задачи (12.1)-(12.3) 
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единственно и в случае f(x) = О и(х) > 0. 

Л е м м а 12.1. При всех х 

и{х)\ < 
с{х) 

+ ф(ж), (12.6) 

где 

Ф{х) = 
Qa 1 ех-р(а£ ^х), если х < О, 

Qa~^ ехр(гож), если ж > О, 

го = -2(3/{D + ^fDЧ^}, О > го > -P/D . 

Доказательство . Определим 

Ф(ж) = 
с{х) 

+ Ф(ж) ± и[х). 

Тогда Ьо^{х) < 0. Нетрудно убедиться, что при ж < О ^Ф(ж) < 0. В 

случае ж > О имеем: 

ЬФ(ж) < Qa~^[erl - Вго - /?] ехр(гож) = 0. 

Итак, для функции Ф(ж) выполнены условия (12.5). Из принципа 

максимума следует утверждение леммы. 

Рассмотрим случай /(ж) = 0. Покажем, что «(ж) возрастает при 

ж < О и убывает при ж > 0. Пусть ж > 0. Представляя уравнение (12.1) 

в дивергентном виде и интегрируя, получим: 

и'{х) = — I{c{s)u{s) + f(s)}exp Je~^a{t)dt ds. (12.7) 

Из этого соотношения следует, что в случае /(ж) = О г¿(ж) убывает 

при ж > 0. Случай ж < О аналогичен. 

Л е м м а 12.2. Пусть функции а(ж), с(ж) и /(ж) трижды непрерывно 

дифференцируемы. Найдется постоянная С такая, что для j = 1,2,3,4 

при всех ж < О справедливы оценки: 

и^(х)\ < С[1 +е~^ ехр{а£~^х) 
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Доказательство . Пусть rr < 0. Представим уравнение (12.1) в ви

де: 

{еи'{х)Р{х)^ = {с{х)и(х) + f(x)}P(x), Р(х) = ехр / a{s) 
ds . (12.8) 

Пусть величина г) такова, что и{0)-и(—€) = и'(г])£. Из этого уравнения 

и из того, что функция и{х) ограничена равномерно по следует, что 

w'(^)| ^ Се~^. Интегрируя уравнение (12.8) от г/ до О, получим 

г*'(—0)1 < Се~^. Интегрируя (12.8) от х до О, получим требуемую оцен

ку при j = 1. Случай других j аналогичен. Лемма доказана. 

Л е м м а 12.3. Пусть функции а(ж),с(ж) и f{x) трижды непрерывно 

дифференцируемы. Тогда найдется постоянная С такая, что для 

j — 1,2,3,4 при всех ж > О справедливы оценки: 

и\х)\ < с. 

Утверждение леммы при j = 1 следует из представления производной 

в виде (12.7). При других j может использоваться аналогичное пред

ставление для других производных. 

Итак, решение задачи (12.1)-(12.3) имеет внутренний экспоненци

альный слой слева от точки ж = О и не имеет больших градиентов по 

параметру е правее точки х = 0. 

Остановимся на вопросе переноса краевых условий из ± о о . Соглас

но подходу [3] предельное условие lim и{х) = О выделяет однопа-

раметрическое семейство решений уравнения (12.1) в соответствии с 

представлением: 

£u'{x) = 'yi{x)u{x) + ßi{x), X < О, 

где 71 (ж) является решением сингулярной задачи Коши: 

ei — a(x)j -Ь 7^ — c{x)s = О, у{х) ri, х - о о , 
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r i - положительный корень уравнения 7^ — a i 7 - c i^ = О, функция 

ßi(x) является решением сингулярной задачи Коши: 

eß[ + {ji{x) - a{x)}ßi = ef(x), ßi{x) ^ 0, x ^ -oo . (12.11) 

Аналогично предельное краевое условие lim и(х) = О выделяет 

однопараметрическое семейство решений: 

и'{х)=у2{х)и{х) + (32{х), (12.12) 

где 72(ж) и Р2(х) являются решениями сингулярных задач Коши (7.3) 

и (7.4). 

Используя соотношения (12.9) и (12.12) в (12.2) в случае / (ж) = О, 

получим: 

и{0) = Q 
71(0)-^72(0)' 

В §7 показано, что 72(ж) < го < 0. Остановимся на оценке 71 (ж). 

Л е м м а 12.4 . При всех х <0 

(12.13) 

71 (ж) > а > 0. (12.14) 

Доказательство . Оцениваемая функция не зависят от / (ж) , поэто

му пусть / (ж) = 0,/?1(ж) = 0. Исходя из соотношения (12.9), для этого 

случая несложно получить: 

и(х) = и(0) ехр / £~^ji(x)dx 

Из принципа максимума следует, что при х < О 

и(х) < и(0) ехр ае ^х (12.15) 

Из последних двух соотношений следует: 
о 

/[7i(s) ~ ок]<̂ ^ ^ О 
X 
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для произвольного X < 0. Следовательно, 71(0) > а. 

Итак, J^ш^Jl(x) > а, 71(0) > а . Можно показать, что если 5 

- точка локального экстремума функции 71(2;), то 71(5) > а. Итак, 

71 (ж) > а. Лемма доказана. 

Используя (12.14) в (12.13) в случае f(x) = О, получим: 

0 < м ( 0 ) < Q/{a + \rQ\s}. (12.16) 

Учитывая соотношения (12.9),(12.12), от задачи (12.1)-(12.3) можно 

перейти к задаче на конечном интервале, содержащем точку х = 0: 

Lu = ей" —а(х)и' — с(х)и = fix), х ф О, 

LQU = еи'(-\-0) - еи'(-О) = -Q, 

eu\Li)-^{Li)u{Li)=(3i{Li), «'(¿2) - 72(̂ 2̂)4̂ 2) =/^2(^2). (12.17) 

Можно показать, что вследствие неравенств 7i(a;) > О, 72(ж) < О, к 

дифференциальному оператору задачи (12.17) можно применять прин

цип максимума. Вследствие этого решение задачи (12.17) единственно. 

Докажем, что решения задач (12.1)-(12.3) и (12.17) совпадают при 

всех X G [Li^Li]. Перейдем от (12.1)-(12.3) к задачам: 

eVl' - a{x)Vl - c{x)Vi = f(x), x<0, Viix) ^ 0, x - 0 0 , Vi{0) = u{0), 

еУ^' - а{х)У^ - с{х)У2 = / (ж), ж > О, ^2(0) = и{0), У2{х) 

При этом 
Ух^х), если X <0, 

и{х) = < 

У2{х), если X > 0. 

Используя (12.9) и (12.12) определим еще две задачи: 

ер'{х) = ъ{х)р{х) -Ь А(а^), х< О, р(0) = и{0), 
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д'{х) = ъ(х)д{х) + р2{х), ж > О, д(0) = м(0). 

Решения этих задач существуют и единственны, нетрудно убедиться, 

что р{х) = VI(ж), д(ж) = У2{х). Следовательно, 

и{х) = 

р{х), если ж < О, 

д{х), если ж > 0. 

Из этого следует, что если и{х) является решением задачи (12.1)-(12.3), 

то и(х) удовлетворяет задаче (12.17). Следовательно, решения задач 

(12.1)-(12.3) при всех х Е [̂ 1̂,̂ 2] совпадают. 

Функции у г и Д-, как решения соответствующих сингулярных за

дач Коши, могут быть найдены с некоторой погрешностью. Оценим 

влияние этой погрешности на решение задачи (12.17). 

В случае f(x) = О можно получить более точный результат, по

этому рассмотрим этот случай отдельно. Пусть й{х) - решение задачи 

(12.17) в случае возмущенных значений 7̂  и 

Т е о р е м а 12.1. Пусть /(ж) = О, (^1{х) = Р2{х) = 0. Пусть 

71(̂ ^1) - 71(^1)1 < А ь 71(̂ ^1) > 172(̂ 2̂) - 72(̂ 2̂)1 < А2, 72(^2) < 0. 

Тогда при всех х Е [¿1,^2] выполнится 

и{х) - й(х)\ < А 1 - ^ е х р [ а £ ^Ьх] -\- еА2^ехр[гоЬ2 + ае ^(х 
а' 

(12.18) 

Доказател ьство . Пусть г = и — й. Тогда: 

1г{х) = О, 1о2{х) = О, 

-£х'{11) -Ь 71 (̂1^1) = (71 - 71)^(^1), ^'(^2) - 72^(^2) = (72 - 72)^(^2). 
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Определим 

^(х) = 71~1А1 1̂ (̂ 1)1 + а~^£А2\и{12)\ехр[£~^а{х - Х2)] ± х(х). 

Нетрудно убедиться, что при всех х фО 

Ь^(х) < О, Ьо^{х) < О, -£^'(Ь1)+ъ^{11) > О, Ф ' (Ь2)-72^(^2) > 0. 

В силу принципа максимума Ф(ж) > О при всех х. Учитывая (12.6), 

получим утверждение теоремы. 

Исходя из оценки (12.18), можно проанализировать, как погрешно

сти, возникаюпдие при приближенном решении задач (12.10) и (12.13), 

уменьшить за счет выбора Ьх и Ь2. Из (12.18) следует, что с уменьше

нием параметра £ погрешность А2 уменьшается линейным образом, а 

А1 - экспоненциально. 

При численном моделировании распространения примеси от точеч

ного источника в ряде работ в качестве краевых условий задают усло

вие совпадения концентрации примеси с фоновой или условие, что по

ток концентрации стал нулевым. Проанализируем точность этих под

ходов в случае модельной задачи (12.1)-(12.3) ж Q > f[x) = О (когда 

действует только точечный источник). 

Итак, рассмотрим различные способы задания краевых условий. 

С помощью принципа максимума можно показать что при всех х £ 

Ьх, ¿2] в следующих случаях справедливы оценки: 

1. й{Ь1) = О, й(Ь2) = о . 

и{х)-й(х)\< ^ е х р | ^ ^ 1 | - Ь ^ е х р | г о Х 2 + ^ ( 2 ; - Х 2 ) } . (12.19) 

2. Й'(Ь1) = 0, й'(Ь2) = 0 . 

и{х) - й{х)\ < 71(^1)^ ехр Î Ьг} + £ 
а' 

ехр |гоЬ2 -Ь ^{х - 1/2)|, 

(12.20) 

150 



3. й{Ь1) = О, й'(12) = О . 

и(х)-й{х)\ < ^ е х р | ^ ^ 1 | + £ | | с | | ^ е х р | г о ^ 2 + ^ ( ж - Ь 2 ) | . (12.21) 

Из сравнения (12.19)-(12.21) следует, что если не задавать краевые 

условия специальным образом, то меньшая погрешность будет при за

дании нулевого краевого условия Дирихле на левом конце конечного 

интервала ( с "наветренной" стороны) и равенство нулю производной 

на правом конце интервала. 

Рассмотрим случай, когда нет ограничения f(x) = 0. По аналогии 

с теоремой 12.1 можно доказать, что справедлива 

Т е о р е м а 12.2. Пусть 

71(Х1) - 71(^1)1 < А ь ШЬг) - А (Ь1)| < А ь 71(^1) > а, 

Ъ(В2) - 72(^2)1 < А2, 1/̂ 2(̂ 2) - Р2{Ь2)\ < А2, 72(^2) < 0. 

Тогда для некоторой постоянной С при всех х Е [Ьх, ¿ 2 выполнится 

и(х) — й(х)\ < С{А1 -Ь гАгехр[о;в ^{х — ¿2)]} . (12.22) 

Теперь построим приближенные формулы для нахождения 71 (ж) и 

131(х) из соответствующих сингулярных задач Коши. 

Определим 

71 (ж) = {а(х) -\- У а М 2 + 4 с ( ф } / 2 . (12.23) 

Л е м м а 12.5. Пусть функции а{х) , с{х) - непрерывно дифференциру

емы. Тогда найдется С > О такое, что при всех х <0 

71(ж) -71 (ж) | < Се. 

Доказательство . Пусть 2;(ж) = 71 (ж) - 71 (ж). Тогда 

ж—>—оо 
Е^х = ег' -Ь [71(ж) + 71 (ж) - а{х)]г = —£71 (ж), ^]ш1^х{х) = 0. 
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в силу леммы 12.4 71 (ж) + 71 (ж) — а(х) > а. Определим 

Тогда 

В 

Дт^Ф (ж )>0 , Re'^{x)>0, ж G ( - 0 0 , 0 

силу принципа максимума Ф(а;) > О, ж G (—оо,0]. Следовательно, 

х{х)\ < £а~^\\у[(х)\\. Лемма доказана. 

Задача (12.11) при задании 71 в соответствии с (12.23) принимает 

вид: 

X —оо. p[ + dix)f3i=f{x), (3i{x)^0, 

d[x) = 2с{х){а{х) + ^a{xY + 4:£c(x)}-^. (12.24) 

Для достаточно больших \х\ функция (3i{x) из (12.24) может быть 

определена на основе разложения в ряды по обратным степеням х [19' 

Если при X «О справедливы представления: 

d{x)^j:dix-\ f{x)^Y.fix-\ 

TO ßlix) может быть приближенно найдено в виде: 

N 

ßi{x)^ß,(x) = Y.ß>-'-
г=0 

Для этого необходимо подставить разложения d, / , ß\ в (12.24) и 

получим рекуррентную формулу относительно ß^. В частности, если 

3 /1 = Mm^xfix), то |/öi(^)| < С 1\х\. Если еш;е существуют пределы: 

с?о = Иш d{x), dl = lim x{d(x) — do), /2 = lim x{xf{x) — /1), 
Ж—>—00 ж—»—00 

то МОЖНО определить ^1{х) = fl|{dox) и при этом для некоторой по

стоянной С \(31{х) — А ( ^ ) | £ С/х"^. 
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Остановимся на вопросе численного решения задачи (12.17). Со

гласно лемме 12.2 решение задачи (12.17) имеет внутренний экспонен

циальный слой слева от точки х = 0. Следовательно, по крайней мере 

слева от точки ж = О, в случае равномерной сетки, целесообразно ис

пользовать схему экспоненциальной подгонки. Пусть О. - равномерная 

сетка интервала [Ь1,Ь2]: 

О = {Хп : Хп = Хп-1 + Д , Жо = ¿ 1 , Х^ = ¿ 2 , Хм = 0}. 

При аппроксимации м'(—0) учтем экспоненциальный рост решения. 

В результате получим разностную схему: 

h ..л 

п = 1,2, . . , iV 

' h 

4 
h 

2h 

h 

ЬУ = ''^-у-'-у2{Ь2)и% = Р2{Ь21 
h 

где an = a{xn), Cn = с(ж„), 

£ = 2 2£ ' " 1 — ехр(-ам£ '~1^)" 

(12.25) 

(12.26) 

Схема (12.25) является обобш;ением схемы из работы А.М.Ильина 

105] на случай краевых условий третьего рода и скачка производной 

для некоторой внутренней точки. 

Т е о р е м а 12.3. Пусть и{х) - решение задачи (12.17), а, с , / G 

C^[Li,L2], и^- решение схемы (12.27). Тогда найдется постоянная С 

такая, что при всех п G {0,1, ....N} выполнится 

4 — и{хп)\ < Ch. (12.27) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть = — [и\о^. В соответствии с [181] при 

п = 1 , 2 , М — 1 выполнится: 

< С1к[1 + (£ + ехр(а(2е)-1х„) -1 (12.28) 

Учитывая ограниченность производных решения при ж > О, можно 

показать, что при п = М + 1,М + 2,...,Л'' — 1 выполнится: 

Нетрудно убедиться, что 

Определим сеточные функции Ф^ и Ф^: 

ехр(а(2£:) ^ж^), если п < М, 

1, если п > М. 
, Ф ^ = с о М Ф ^ + 1 ] ± 2^ 

Учитывая полученные оценки, теперь можно показать, что для неко

торой постоянной Со выполнится: 

ь ^ Ф ^ < о , п = 1 ,2 , . . . , ] у -1 , Ь;Ф'^>О, ЬХ,Ф'^>0. 

В силу принципа максимума при всех п Ф^ > 0. Это доказывает тео

рему. 

Докажем устойчивость схемы (12.27) к возмущению 71(^1),/?1(^1) и 

72(1^2),/^2(^2)- Такой анализ необходим в связи с тем, что эти функции 

находятся приближенно. Пусть - решение разностной схемы (12.27) 

в случае возмущенных значений 7̂  и 

Т е о р е м а 12.4. Пусть /(ж) = О, рг^х) = /?2(ж) = 0. Пусть 

,71(^1) - 71(^1)! < А ь 71(^1) > а, 172(̂ 2) - 72(^2)1 < А2, 72(^2) < О 
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Тогда для постоянной С, соответствующей оценке сходимости в тео

реме 12.3, при всех п Е { 0 , 1 , А ^ " } выполнится 

4 - 4 < А 1 а - 1 { д а - 1 ехр{а£-'^11) -Ь Ск} + А2(2е + ак)а-^ х ,-1 

х { д а - 1 ехр(гоХ2) + С/г} ехр{а(2г + аН)~^{хп - Ы)}. (12.29) 

Доказательство . Пусть = — й^. Тогда 

~к ук ук ук 
Ьм^ - е ^ е ^ = 0 , 

Ь У = - 5 ^ 1 ^ + 7 1 ( ^ 0 4 = (71 - 7 1 ) 4 , 

= £ 1 _ £ к 1 _ ^,(^2)4 = (72 - 72)4. 
к 

Определим 
ак\ 

Покажем, что при всех п = 1,2, — 1 

п-М 

КФ' < 0. 

Пусть пф М. Тогда Ь^ф'^ можно записать в виде: 

еп -
а п к \ <̂ ^̂ .1 - 2<̂ ^ ф ^ 1 ^ Ф'п - Фп-1 

(12.30) 

- йг - СпФ1 Д2 ^" к 

Нетрудно показать, что при ж > О хс1к{х) < 1 -Ь ж . Следовательно, 

< £. 

С учетом этого неравенства можно получить: 

4Ф^ < (4£ -Ь 2ак)-\а^ - 2апа)ф1 < 0. 
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Пусть п = М. Для ж > О 

X > 1 ^ 
1 — ехр(—ж) ~ 2' 

Следовательно, 

ё>£Л-

Поэтому 

h ^ > м + 1 - Чм + Фм^1 « м . ,л 
мч^ <е ^ -Y^^M •h 

Итак, при всех п = 1 , 2 , Т У — 1 справедливы неравенства (12.30). 

Нетрудно убедиться, что 

А - А - 1 
/г - 7 2 ( Ь 2 ) А > 2£ + аД' 

(12.31) 

Определим сеточную функцию: 

Тогда с учетом оценок (12.30),(12.31) получим: 

Х ^ Ф ^ < 0 , п = 1 , 2 , . . . , Ж - 1 , 

—е + 7 i ( b i ) * S > 0 , - 7 2 ( ^ 2 ) 4 > 0. 

В силу принципа максимума при всех п. Учитывая теорему 

12.3 и оценку (12.6), получим утверждение теоремы. 

Рассмотрим случай, когда не наложено ограничение f(x) = 0. По 

аналогии с предыдущей теоремой несложно показать, что если 

7 i ( X i ) - 71(^1)1 < A i , \~^i(Li) - A ( L i ) | < A i , 71(Х1) > a, 

Ъ{^2) - 72(^2)1 < A2, 1̂ 2(̂ 2) - Р2{Ь2)\ < Аз, 72(^2) < О, 
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то для некоторой постоянной С при всех ж„ Е О выполнится 

< С{А1 + (£ + к)А2 ехр[а{2е 4- ак)-\хп - 12)]} 

Если задан источник в виде 6- функции, то можно не переходить к 

соотношению (12.2) на скачок производной, а ввести для этой функции 

некоторую аппроксимацию на сетке [18]. Выпишем для такого случая 

схему экспоненциальной подгонки: 

е^±-Л-^,(1,1)„г = ^ " ^ - ' - т ^ С ^ г Х = (12.32) 

где £п соответствует (12.28), а„ = а(ж„), с„ = с(ж„), тг = 1 , 2 , Т У —1 , 

^ п 
—(5//г, если Хп = О, 

О, если Хп Ф 0. 

С помопдью подбора г„ в (12.32) можно задать монотонную схему Са

марского 145 и схему направленных разностей. 

Р е з у л ь т а т ы численных экспериментов. Были проведены числен

ные эксперименты для краевой задачи: 

егг" - ад'- и-Ь (5(ж) = О, Дт^ад(ж) = 0, Д 1 Г 1 ^ ф ) = 0 , (12.33) 

где Ь{х) - дельта-функция Дирака. Точное решение этой задачи выпи

сывается в явном виде ([131],стр. 29): 

при ж < О 

{х) = [1 + 4в]-°-^ ехр[(1 4- ч /ГТ4ё) / (2£)ж 

при ж > о 

и{х) = [1 -Ь 4£]-°-^ ехр[ -2 / (1 ^ V I + 4£)ж 
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Сначала задача (12.33) сводилась к интервалу [-1,1]. Численно ис

следовалась точность схемы (12.25)-(12.26) с учетом способа способа 

задания краевых условий. Задавались условия Дирихле ( перенос ну

левых краевых условий из ±оо) , условия Неймана ( аппроксимация 

условий равенства нулю производных на концах интервала) и специ

альные краевые условия ( учитывающие соотношения (12.9) и (12.12)). 

В табл. 12.1 приведена норма погрешности в зависимости от £ и спо

соба задания краевых условий при к = 0.01. Из табл. 12.1 следует, 

что наименьшая погрешность - при задании краевых условий с при

ближенными значениями 71 и 72. Значительна погрешность в случае 

краевых условий Дирихле. 

Далее исследовалась точность схемы (12.25) с 71 и 72 в зависимо

сти от шага сетки. Задача решалась на интервале [-5,5]. В табл.12.2 

приведена норма погрешности в зависимости от г и шага сетки. 

Данные табл. 12.2 подтверждают равномерную сходимость схемы 

(12.25) со скоростью 0{к). В табл. 12.3 для сравнения при тех же усло

виях приведена норма погрешности для схемы (12.32). Из табл. 12.3 

следует, что если не вводить условие (12.2) на скачок производной при 

ж = О, то точность схемы экспоненциальной подгонки при определен

ных £ становится хуже. Подтверждается, что если аппроксимировать 

(12.2) без учета экспоненциального роста решения, то точность схемы 

существенно снижается. 

Теперь сравним различные схемы без учета соотношения (12.2). 

Остановимся на случае интервала [—5,5], к = 0.01, 71, 72 соответ

ствуют (12.23) и (12.24). В табл. 12.4 приведена норма погрешности 

различных схем в зависимости от параметра £. 
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Таблица 12.1 

е способ задания краевых условий е 

Дирихле Неймана специальные условия 

1.0 0.24 0.25 0.17Е-1 

1.0Е-1 0.34 0.32Е-1 0.38Е-2 

1.0Е-2 0.36 0.75Е-2 0.41Е-2 

1.0Е-3 0.37 0.55Е-2 0.19Е-2 

1.0Е-4 0.37 0.55Е-2 0.18Е-2 

1.0Е-5 0.37 0.55Е-2 0.18Е-2 

Таблица 12.2. 

£ шаг сетки £ 

0.1 0.05 0.01 

1.0 0.14Е-1 0.69Е-2 0.14Е-2 

1.0Е-1 0.34Е-1 0.18Е-1 0.38Е-2 

1.0Е-2 0.18Е-1 0.11Е-1 0.41Е-2 

1.0Е-3 0.18Е-1 0.90Е-2 0.19Е-2 

1.0Е-4 0.18Е-1 0.90Е-2 0.18Е-2 

1.0Е-5 0.18Е-1 0.90Е-2 0.18Е-2 
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Таблица 12.3. 

Е шаг сетки Е 

0.1 0.05 0.01 

1.0 0.60Е-3 0.15Е-3 0.61Е-4 

1.0Е-1 0.13Е-1 0.32Е-2 0.27Е-3 

1.0Е-2 0.72Е-1 0.25Е-1 0.16Е-2 

1.0Е-3 0.89Е-1 0.46Е-1 0.79Е-2 

1.0Е-4 0.91Е-1 0.47Е-1 0.97Е-2 

1.0Е-5 0.91Е-1 0.47Е-1 0.99Е-2 

Уравнение без первой производной. Рассмотрим краевую задачу: 

Ы = - <?{х)и{х) = f{x), хфО, 

Ьои = еи'{-\-0) - еи{-0) = -Q, и{х) О, х ^ ±оо . (12.34) 

Предполагаем, что В > с(х) > /3 > О, ^ > О, > О, 

с{х) С1, f{x) — о , X —» —ОО, с(х) С2, / ( х ) о, X —» +00 , 

функции с(х), /(ж)— дважды непрерывно дифференцируемы. Усло

вие на скачок производной соответствует сосредоточенному источнику 

мощности Q. 

Нетрудно убедиться, что для оператора задачи (12.34) справедлив 

принцип максимума и справедлива оценка решения: 

Ш\ < § е х р ( - / ? е - Ч а ; | ) + (12.35) 

В точке X = О определены только односторонние производные. Исполь

зуя принцип максимума можно показать, что при всех х О 

и^^\х)\ < С11+е-Ыхр{-р£-Цх\)], 3 = 1,2,3,4. (12.36) 
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Согласно этой оценке около источника имеет место экспоненциальный 

пограничный слой. 

Таблица 12.4. 

е Схема 

направленных 

разностей 

Схема 

Самарского 

Схема 

экспоненциальной 

подгонки 

1.0 0.84Е-3 0.59Е-4 0.61Е-4 

1.0Е-1 0.12Е-1 0.31Е-3 0.27Е-3 

1.0Е-2 0.12 0.29Е-1 0.16Е-2 

1.0Е-3 0.89Е-1 0.16Е-1 0.79Е-2 

1.0Е-4 0.99Е-2 0.97Е-2 0.97Е-2 

1.0Е-5 0.99Е-2 0.99Е-2 0.99Е-2 

По аналогии со случаем несамосопряженного уравнения рассмо

трим вопрос переноса краевых условий из ±оо. Определим соотнопге-

ния: 

evlix) = -ii{x)u[x) + ßi{x), 

где г = 1 будет соответствовать переносу краевого условия из — оо, 

г = 2 - из +СО. По аналогии с §8 7« и Д- являются решениями сингу

лярных задач Коши: 

+ 7?(^) - <?{х) = О, sß[{x) -Ь ъ{Фг(х) = f(x). (12.37) 

Уравнениям (12.37) соответствуют начальные условия: 

lim 7i(x) = ci , lim =—C2, lim ßi(x) = Ö. (12.38) 
OO ^ ^ X-^+OO ' Ж—»-±00 ^ ' ^ ' 

Ha основании приннципа максимума можно показать, что 

В > ъ{х) >ß>0, -В < ъ{х) <-ß<0. 
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Найдены эти функции могут быть с помощью асимптотических разло

жений по аналогии с §8. 

Таким образом, задача (12.34) сводится к конечному интервалу: 

е^'и!\х) - с\х)и{х) = / ( ж ) , хфО, еи'{+0) - €и'{-0) = -Я, 

5 г г ' ( L l ) - 7 l ( i : l W L l ) = A ( L l ) , еи\Ь2)-у2(Ь2)и(Ь2) = НЬ2). (12.39) 

Решения задач (12.34) и (12.39) на интервале [ ^ 1 , ^ 2 ] совпадают. Коэф

фициенты 7 г и Д- из соответствующих задач Коши могут быть найдены 

приближенно. Можно показать, что решение задачи (12,39) устойчиво 

к возмущению этих коэффициентов. 

Остановимся на вопросе построения разностной схемы для задачи 

(12.39). В соответствии с оценкой (12.36) решение этой задачи име

ет экспоненциальный пограничный слой в окрестности точки х = 0. 

Строим разностную схему на основе подгонки к погранслойному росту 

решения: 

ЬУ = 4- 24 -Ь ̂ 1 = - ^ [ 1 - ехр{-Соке-^) 
Со 

тк „к _ ^ ~ ^N2-1 ^ ..к 

Ьщп - е 72«^2 (12.40) 

где 

/ п = /(Хп), Сп =с{хп) Хп = Ь1-\-(п-{- П= -АГ1,...,АГ2, 

¿ 1 = —Nlh, ¿ 2 = М2к, € = €т/8ш}1{т), г = С{)к/{2е). 

Оценим погрешность схемы (12.40). 
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Т е о р е м а 12.5. Для некоторой постоянной С при всех п 

Доказательство . Для оператора схемы (12.40) справедлив прин

цип максимума, в соответствии с которым, для произвольной сеточной 

функции Ф'* из условий: 

Ь^_^^^'>0, 4 ^ Ф ' ^ > 0 , Ь 2 Ф ' ^ < 0 , n = -NlЛ-l,...,N2-l 

следует, что при всех п Ф^ > 0. Выделяем составляющую решения 

У±{х) = (7± ехр(—сое~1|х|), С± = — £:с(0)/'и'(±0), задающую погран-

слойный рост: 

•Л,Тг/1 

и[х) = VI.(ж) •\-р(х), X < о, и{х) = У+(х) -{-р{х),х > о. 

Р (х)\ < С[1+е-^+'^ехр(-(Зе-^\х\)1 з = 1,2,3,4. (12.41) 

Учитывая, что на функциях У±{х) аппроксимация является точной, ис

пользуя известную технику оценивания [181], можно получить 

\Е^'п{[и] - и^}\ < Сок, п = -М1,-Щ + 1,...,М2. 

Используя принцип максимума, получим утверждение теоремы. 

)13. Нелинейная система дифференциальных уравнений 

Рассмотрим исходную краевую задачу : 

Т^и = -ей" + аи! -Н д{и) = О, 

и(0)=А}1_ши{х) = В, 

163 

(13.1) 

(13.2) 



где а - постоянная диагональная квадратная матрица порядка N с диа

гональными элементами а ,̂ А,В- векторы из А" компонент, е -числовой 

параметр, д{и) - известная вектор-функция, и(х)- вектор-функция ре

шения. Предполагается, что функции имеют непрерывные производ

ные до второго порядка по своим аргументам. 

Пусть 

- матрица Якоби вектор - функции д{у). Предполагаем, что 

т о > > т > О, г = 1,2,.. . ,Л^, д{В) = О, Ои{у) < О, гфз.уЕ Л ^ , 

Е >-(3,(3> О, т^-4:(3б>а>0, Yl Ои(В) > а,- > (То > 0. 

(13.3) 

При выполнении условий (13.3) С{В) является М - матрицей ([40], 

стр.270), все собственные числа этой матрицы имеют положительные 

веш;ественные части. 

Анализ решения дифференциальной задачи. Рассмотрим линей

ный оператор: 

Ь^и = —ей" -Ь аи' -\- Ми, 

где для матрицы М предполагаются справедливыми ограничения: 

Mij < О при всех г ф 3. (13.4) 

Л е м м а 13.1. Пусть найдется вектор-функция ф{х) с дважды не

прерывно дифференцируемыми компонентами, такая,что 

ф{х) > О, ж > О, Ьеф(х) > О, X > 0. (13.5) 

Тогда, если для некоторой вектор-функции Ф [х) с дважды непрерывно 
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дифференцируемыми комнонентами 

Ф(0) > О, Jim Ф(ж) > О, ^еФ(ж) > О, ж > О, (13.6) 

то Ф(ж) > о при всех X > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что какие-то компоненты вектор-

-функции Ф(ж) оказались меньше нуля. Определим у : = Ф^/^г. То

гда при некоторых г,жо будет у{(хо) < 0. Учитывая краевые условия 

в (13.6), заключаем, что функция yi{x) в некоторой точке имеет ло

кальный отрицательный минимум. Без ограничения обпщости можно 

считать, что XQ - точка локального минимума функции Уг{х). Нетрудно 

убедиться, что 

N 

^ О ф = _^ф.уЧ + [_2£^;. + aiфi]y\ -Ь УiLfф+ Х; Мц,фк(Ук - Уг). 
к=1 

Из этого соотношения следует Ь^'^ф(жо) < О, что противоречит (13.6). 

Лемма доказана. 

Определим условия, при выполнении которых для оператора Lg бу

дет справедлив принцип максимума. Пусть в дополнение к (13.4) при 

всех i 
N 
Е >-ß^ß> о, m^-iße>a> 0. (13.7) 

Определим вектор - функцию ф(х) с компонентами: фг(х) = exp{2ßm''^x]. 

Для этой функции выполнены условия (13.5). В соответствии с леммой 

13.1 для оператора справедлив принцип максимума. 

Учитывая условия (13.3) и лемму 13.1, можно заключить, что ре

шение задачи (13.1)-(13.2) - единственно. Кроме этого, если выполне

ны соотношения (13.3), то при определенных условиях решение задачи 

(13.1)-(13.2) не отрицательно. Точнее это можно сформулировать сле-

дуюпдим образом. 
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Пусть 

40) > О, ]1тф)>0, 40) <0. 
Тогда при всех х и{х) > 0. Докажем это. Учитывая, что 

д{и) — д(0) = 0{9{и))и, запишем уравнение (13.1) в виде: 

ЬеП = -ей" + аи' + 0[9{и))и = -д(0). 

(13.8) 

(13.9) 

Если выполнены условия (13.8), то в силу принципа максимума при 

всех X и{х) > 0. 

Получим оценку устойчивости для задачи (13.1)-(13.2). 

Л е м м а 13.2. Найдется постоянная С такая, что при всех ж < оо 

и{х))\ < ех1р{2/3т-^х)[т^р-^а-^\\д{0)\\ + \\А 2/3-1-1 (13.10) 

Доказательство . Учитываем, что уравнение (13.1) представимо в 

виде (13.9). Рассмотрим уравнение (13.9) на конечном интервале [0,Ь. 

Определим покомпонентно вектор - функцию: 

Ф,-(ж) = eщ>[2|Зm~^x][m^fЗ-^a-^\\g{0)\\ + \\А\\]+ 

+ ехр[т{2е)~^{х — Ь)]|'иг(1/)| ± иг{х). 

При таком задании Ф(ж) выполнится 

Ь^Ф(ж) > О, О < ж < Х, Ф(0) > О, Ф(Х) > 0. 

Используя принцип максимума, получим Ф(ж) > О при О < ж < Х. 

Устремляя Ь оо, придем к утверждению леммы. 

Согласно лемме 13,2, при выполнении условий (13.3) решение зада

чи (13.1)-(13.2) может иметь экспоненциальный рост. 

Исследуем поведение решения при больших значениях аргумента. 

В соответствии с условиями (13.2) и (13.3) для каждого г найдется Ь{, 
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такое, что 
N 
Е Gi^^{u{x)) > при X > Li. 

Л е м м а 13.3. При всех х > L, L = шах Li 
г 

щ{х) - Вг\ < \ui(L) - Bi\exp{ri{x - L)}, ¿ = 1 , 2 , i V , (13.11) 

где Vi = -ai{ai + y/af + 2ais}~^. 

Доказательство . Пусть z(x) = u(x) — B, g{z + B)— g(z) = G{9{z))z. 

Тогда z является решением краевой задачи: 

Sz = -sz" + az' + Gz = 0, 2(0) = А - Б , Jim z{x) = 0. 

Определим покомпонентно вектор - функцию: 

^i{x) = \ui(L) - Bi\exp{ri(x - L)} ± Zi{x). 

Тогда для каждого г 

Si^ > [-erf + üiVi + 0.bai]\u{Li) - Bi\ ехр{гДх - L)} = 0, 

Ф(Ь)>0, JimФ(ж)>0. 

В силу принципа максимума Ф(ж) > О, ж > L. Это доказывает лемму. 

Согласно лемме 13.3 при достаточно больших х решение и{х) по ка

ждой компоненте ограничено и экспоненциально приближается к кра

евому условию. 

Из лемм 13.2-13.3 следует, что для некоторой постоянной 

С и дг < с Из уравнения (13.1) следует: 

-ĵ  00 

и'{х) = —j ехр{£"'1(ж — s)a}g{u{s))ds. 

Учитывая, что 

ехр{£~1(а: - s)a}\\ < ехр{е~^{х — s)m}, 
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для некоторой постоянной С получим 

и N Ъ < С. (13.12) 

П е р е н о с краевого условия из бесконечности. Предварительно 

рассмотрим матричное квадратное уравнение 

-67^ + а7 + G{B) = 0. (13.13) 

Уравнение (13.13) имеет не единственное решение 7. Можно показать, 

что одно из решений по норме ограничено равномерно по параметру £. 

В случае скалярной матрицы а, когда она перестановочна с другими 

матрицами, это решение можно выписать в явном виде: 

7 = -2G{B)[a + ^а^ + ЩВ)е -1 

Пусть 7 - решение (13.13) и ||7|| < С, скалярность матрицы а в обпдем 

случае не предполагаем. Определим 

70 = -a-'G{B). (13.14) 

Покажем,что тогда 

II7-70II < Ci£. (13.15) 

Это следует из ограниченности ||7|| и того, что 7 — 70 = £а~^у^. Ма

трица —70 является М - матрицей, поэтому все собственные значения 

матрицы 7о лежат в левой полуплоскости ([40], стр. 270). 

Покажем, что при достаточно малых значениях е все собственные 

значения матрицы 7 лежат в левой полуплоскости. В соответствии с 

теоремой Гершгорина ([40], стр.113) для произвольного собственного 

значения Aj матрицы 7 

Re Aj - 7¿¿| < Е bij 
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Учитывая (13.3), можно показать, что при всех г: 

Ее \г < -Шо 1(70 + 117-70 

Учитывая неравенство (13.15), заключаем, что при достаточно малых 

значениях е все собственные значения матрицы у лежат в левой по

луплоскости. 

Определим асимптотический метод построения матрицы 7: 

м 
7 = Е 7(*'^', 7"" = -a-^G(B). 

k=0 
(13.16) 

Учитывая эти соотношения в (13.13), получим рекуррентную формулу: 

7 
p+q=k 

Таким образом, матрица 7 может быть найдена с заданной точностью. 

В соответствии с подходом [3], выделим многообразие решений 

уравнения (13.1), удовлетворяющих предельному условию на бесконеч

ности уравнением первого порядка: 

и' = 7(г/ -В) + F{u), (13.17) 

где 7 является решением уравнения (13.13), о котором говорилось вы

ше, вектор-функция F{u) является решением задачи: 

£F'(u)b(u -В) + F(u)] - (а - £j)F(u) = д{и) - G{B)(u - Б ) , F{B) = 0. 

(13.18) 

В соответствии с [113], [128], решение задачи (13.18) для достаточно 

малых значений ||гб—Б|| существует и единственно, F'{B) = 0, для до

статочно больших значений аргумента {х > X) уравнение (13.17) вы

деляет часть решений уравнения (13.1), удовлетворяющих предельно

му условию на бесконечности. Если соотношение (13.17) использовать в 
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качестве правого краевого условия для уравнения (13.1), то необходимо 

из (13.18) найти Р{и). Найдем это решение на основе асимптотических 

разложений. Пусть 

#-(ад) = t РкЫ^'- (13.19) 

Подставляя это разложение в (13.18) и собирая члены при одинаковых 

степенях е, получим рекуррентную формулу: 

Гк+1{и) = а -1 
p+q=k 

, Р > О, д > О, (13.20) 

Го(и) = -а-'^1д{и) - С{В){и - В) (13.21) 

Для оценки погрешности асимптотического разложения рассмо

трим вспомогательный линейный оператор: 

8г = ег' - Мг. (13.22) 

Предполагаем, что матрица М имеет строгое диагональное преобла

дание: 

Мц{1-г])>Е\Щ1 0<г)<1, Mii>a>0,i = l,2,...,N. (13.23) 

Л е м м а 13.4. Пусть выполнены условия (13.23). Тогда для произ

вольной дифференцируемой вектор - функции г(х), имеющей предел на 

бесконечности, справедлива оценка: 

N <!] ^{а ^||52;||7у-Ь шах Иш [-гДа:)]} 
х^оо 

(13.24) 

Доказательство . Для произвольного i имеем: 
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Рассуждениями от противного можно убедиться, что для оператора Т{ 

справедлив принцип максимума, в соответствии с которым для произ

вольной непрерывно дифференцируемой функции из условий: 

Т,Ф(х) < О, а; < оо, ^пп Ф(ж) > О (13.25) 

следует Ф(ж) > О, х < оо. Определим 

Ф(х) = N 

а Ми ж—»-оо 

Можно убедиться,что для функции Ф(ж) выполнены условия (13.25). 

В силу принципа максимума при всех х < оо Ф(х) > 0. Учитывая 

условия (13.23), получим утверждение леммы. 

Л е м м а 13.5. Пусть и{х) - решение задачи (13.1)-(13.2). Пусть 

вектор-функция д{и) является достаточно гладкой и соотношения 

(13.21) имеют место для всех к < т. Тогда при достаточно малых 

значениях е ж х > X 

Г{и{х))-Г'^(и(х))\\м<Се (13.26) 

Доказательство . Пусть 

г{х) = Г{и(х)) - Р'^{и(х)). 

В силу того, что Е^{и) строится на основе асимптотических разложе

ний для задачи (13.18), Р^[и) является решением задачи: 

еР\и)Ь{и -В)+ Р{и)] - (а - е^)Г{и) = д{и) - С{В)(и - В) + 8{и), 

Г(В) = О, \8{и)\ < Сое'^^К (13.27) 

Учитывая (13.17), (13.18), (13.27) нетрудно убедиться, что вектор-

функция z{x) является решением задачи Коши с предельным условием 
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на бесконечности: 

Sz{x) = £z'(x) - Mz(x) = S{u{x)), Jim ^(x) = 0, (13.28) 

где 

M = a- ej - £р'{и). 

При достаточно малых значениях е условия (13.23) будут выполнены 

при Г] = 0.5. Теперь утверждение леммы следует из оценки (13.24). 

Прежде чем сформировать задачу на конечном интервале, рассмо

трим линейный оператор 

L,z = -£z" -Ь az' + Gz, (13.29) 

с краевыми условиями 

z{0), DeZ = z'{Lo) -H Sz{Lo), (13.30) 

где G ш. S матрицы порядка N. 

Л е м м а 13.6. Пусть при всех г ф j Gij < О, Sij < 0. Пусть супде-

ствует вектор - функция ф(х) с дважды непрерывно дифференцируе

мыми компонентами, такая, что 

Ьеф{х) > О, 0<X<LQ, Ф(Х) > О, Q<X<LQ,В,Ф > 0. (13.31) 

Тогда если Ф(х) - вектор - функция с дважды непрерывно дифферен

цируемыми компонентами, то из условий: 

ХеФ(ж) > О, О < ж < Lo, Ф(0) > О, JD^* > О (13.32) 

следует Ф(ж) > О, О < х < LQ. 

Доказательство . Определим покомпонентно вектор - функцию у : 

Уг{х) = ^{{х)1фг{х). Допустим, ЧТО ДЛЯ некоторой компоненты i и точки 
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XQ оказалось Фг(^о) < О- Тогда yi{xQ) < 0. Без ограничения общности 

можно считать, что у{{хо) = minininz/j(x). Если XQ < LQ, ТО получить 

противоречие можно по аналогии с леммой 13.1. Рассмотрим случай 

XQ = LQ. В ЭТОМ случае у'{хо) < О и поэтому в соответствии с условиями 

(13.32) 
N 

Ф'г{^о)У1{хо) + Е Sijфj{xQ)yj(xo) > 0. 

Это неравенство можно записать в виде: 

Уг{хо)В1ф + Е Sijфj{XQ)(yj(xQ) - yi{xQ)) > 0. 

Получили противоречие. Лемма доказана. 

Л е м м а 13.7. Пусть 

N 

Gij < О, Sij < О, при всех г ф j, Е Gij >-(3,l3> О, 
3=1 

N 

- АРе > а > О, Е % > -/?о, /?о > О, m - 2/Зое >(TQ>0. (13.33) 
3=1 

Тогда для оператора из (13.29) с краевыми условиями (13.30) спра

ведлив принпип максимума. 

Доказательство . Определим вектор - функцию ф{х) с с компонента

ми: 

фi{x) - ехр{т(2^)~^(ж - LQ)\-. 

Нетрудно проверить, что для вектор - функции ф{х) выполнены усло

вия (13.31). Теперь доказательство следует из леммы 13.6. 

Учитывая соотношение (13.17), перейдем от задачи (13.1)-(13.2) к 

задаче на конечном интервале: 

Т^и = -su" + au' + д(и) = О, 

г/(0) = Л, U'{LQ) = ^(U{LQ)-B) + F{U{LQ)). (13.34) 
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Задача (13.34) поставлена на конечном интервале и для ее решения 

можно использовать конечно - разностную схему. Вектор - функция F 

и матрица 7 для этой задачи находятся приближенно. Оценим влияние 

погрешности при их задании на решение задачи (13.34). 

Перейдем от (13.34) к краевой задаче с возмупденными F и 7: 

Т,и = -£й" + ай' + д(й) = О, 

й{0) = А, û'{Lo) = у{й(1о) -В)+ F(Ù{LQ)) (13.35) 

Т е о р е м а 13.1. Пусть существует F'{v) и непрерывна, 

S(v) = —7 — F'{v), Sij < О, при всех i ф j, 

N 

Пусть 

Е Sij > - Д , Д > О, ш - 2f3QS >в>0. 

F{u(Lo)) - F(u{Lo))\\ < А, ||7 - 7|| < А ь 

(13.36) 

Тогда при всех г и ж € [О, LQ 

щ{х) - щ{х)\ < 2£в~^{А + Al||г¿||7y^) ехр{ш(2е)~^(ж - ^о )} . 

Доказательство . Пусть г = и — й. Тогда для некоторых О1 и О2 

Ьег = -£г" + аг' + С(6>1)2 = О, ^(0) = О, 

z'iLo)+SziLo) = Р(и{Ьо))-Р{и(Ьо))+Ь-1Н1о), § = -[^+Р'^{в2)). 

Учитывая условия (13.36) и лемму 13.6, заключаем, что для оператора 

с заданными краевыми условиями справедлив принцип максимума. 

Определим вектор - функцию Ф(ж) с компонентами: 

Ф,-(ж) = 2£в~\А + AI||M||) ехр(т(2е)-^(ж - LQ)) ± z{x) -1/ 
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При таком задании Ф(х) выполнятся условия (13.32) и в силу принципа 

максимума при всех х Ф(х) > 0. Это доказывает теорему. 

Если задать 

7 = -a-^G{B), F{u) = -a-^lg{u) - G{B){u - В)], 

то редуцированная задача (13.35) принимает вид: 

-ей" + ай' + д(й) = О, й{0) = А, ай'{Ьа) + д{й{Ьо)) = 0. 

Тогда S(v) = a~^G{v), с учетом (13.3) условия (13.36) будут выполнены 

и согласно теореме 13.1 при всех г 

щ(х) — iLi{x)\ < Се'^exp{m(2s)~^{x — LQ)}. 

Сделаем основные выводы по данной главе. Рассмотрены линейные 

и нелинейное автономное уравнения второго порядка с малым параме

тром при старшей производной на полубесконечном интервале. Пред

ложен способ редукции этих задач к конечному интервалу на основе ис

пользования известного подхода к переносу краевых условий из особых 

точек. Наличие малого параметра при старшей производной позволило 

использовать асимптотические разложения для решения вспомогатель

ных начальных задач. Данный подход распространен на случай систе

мы нелинейных автономных уравнений второго порядка и на случай 

уравнений с точечным источником на бесконечном интервале. Иссле

дованы разностные схемы для редуцированных задач на равномерную 

сходимость по малому параметру и на устойчивость к погрешностям 

переноса краевых условий. 
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Глава 3 

Р е д у к ц и я сксшярных и векторных схем 

к конечному числу узлов 

В данной главе рассматриваются разностные схемы с бесконечным 

числом узлов. Такие схемы могут возникать, например, после сеточной 

аппроксимации краевых задач на бесконечном интервале или в полосе. 

Для нахождения решения таких схем необходимо перейти к схеме с ко

нечным числом узлов. Предлагается сделать это на основе выделения 

многообразия решений исходного разностного уравнения, удовлетворя-

юпдих предельному условию на бесконечности. Это многообразие будет 

задаваться в виде разностного уравнения первого порядка, что позво

лит свести исходную схему к схеме с конечным числом узлов. В случае, 

когда при стремлении некоторого параметра к нулю разностная схема 

вырождается (что случается при аппроксимации дифференциальных 

уравнений с малым параметром при старших производных ), использу

ется асимптотический подход для нахождения решения вспомогатель

ных двухточечных схем с предельным условием на бесконечности. 

Данный подход обобщим на случай векторной трехточечной схемы, 

которая соответствует численному решению эллиптических уравнений 

в полу бесконечной полосе. 

Определим норму матрицы С порядка М, согласованную с вектор

ной нормой: 
N 

С| | = т а х Е 1<̂го 
' 3=1 
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§14. Линейная трехточечная схема 

с полубесконечным числом узлов 

Рассмотрим линейную трехточечную разностную схему: 

= Ап4_1 - Сп4 + Вп4г^1 =Fn,n> О, 

UQ = G , —̂  о при п оо. 

(14.1) 

(14.2) 

Предполагаем, что при всех п 

Ап>Вп>0, Сп>Ап+Вп + А, Д > О, (14.3) 

Ап А^, Вп В\ Сп С\ ^„ О при оо. (14.4) 

Перейдем к анализу свойств схемы (14.1)-(14.2). 

Л е м м а 14.1. Пусть - произвольная сеточная функция, имеюпдая 

предел на бесконечности. Тогда справедлива оценка: 

р'^||<А-^||ЬУ|| + Ьг |+ИтЬ; 

Доказательство . Учитывая условия (14.3), нетрудно заключить, 

что для оператора с заданными краевыми условиями справедлив 

принцип максимума ([145], с. 40) и из условий: 

Ф5>0 , L^y<0, гг>0, Jim Ф ^ > 0 

следует, что при всех п > О > 0. Определим Ф'* : 

(14.5) 

Ф;: = A - ' i i x V i i + b S i + l i p \Р1\±Р1 

Для такой функции Ф'* выполнятся условия (14.5) и поэтому при всех 

п Ф^ > 0. Это доказывает лемму. 
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Из леммы 14.1 следует единственность и ограниченность решения 

задачи (14.1)-(14.2). 

Выделим многообразие решений разностного уравнения (14.1), удо-

влетворяюидих предельному условию на бесконечности. Для этого опре

делим разностное уравнение первого порядка: 

и1 = ап4_1+Рп, п > 1 , (14.6) 

где коэффициенты а„ и задаем как решения двухточечных разност

ных задач с предельным условием на бесконечности: 

А-п о п 
an = т; — , а„ —» а", п ^ оо. = 

(14.7) 

Рп = У""^' ^ \ ^ О, п - ос. (14.8) 

Пусть а - решение задачи (14.7). Докажем, что при всех п > О о;„ < 1. 

Учитывая условие диагонального преобладания (14.3), получим: 

о 2А^ А» 
а < ^ 77̂  ;̂7̂  г < -Г7^ г < 1. СО + | А О - В О | - н А АО + А 

Для достаточно больших п{п> М) в силу предельного условия а„ < 1. 

В случае п < М < 1 в силу условий (14.3) и соотношения (14.7). 

Итак, при всех п > 0 0 < а „ < 1 . 

Учитывая (14.7), можно показать, что при всех n > О 

^ < ( ^ п < . д < (Утах < 1-

Покажем, что решение задачи (14.7) существует и единственно при 

всех п > 0. Пусть 2;„ = а„ —о;^. Тогда z является решением разностного 

уравнения Риккати с предельным условием на бесконечности: 

(Сп - a^Bn)Zn = a^BnZn+l + BnZnZn+l + ^n, О, П ^ ОО, 
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В силу условий (14.3) Сп — а^Вп > а^Вп, в соответствии с [168] решение 

этой задачи суш;ествует и единственно при достаточно больших п 

(п > М ) , при этом в силу предельного условия ап а^, п оо 

О < а„ < 1. Рассмотрим случай п < М. Из того, что определено 

и О < ап+1 < 1 из (14.7) однозначно определяется и при этом 

О < а„ < 1. Это определяет а„ для всех п>1. 

Покажем, что задача (14.8) однозначно разрешима при всех п > 0. 

Задачу (14.8) можно записать в виде: 

Рп = ГпРп+1 + О, П ОО, Г„ < 1, ^„ ^ О, П ^ ОС. 

при достаточно больших п (п > М) решение этой задачи можно опре

делить в явном виде: 
оо к 

/^п = Е П rsgk+l• 
При п < М решение задачи (14.8) однозначно определяется в соответ

ствии с заданным рекуррентным соотношением. 

Учитывая (14.7),(14.8), можно показать, что если сеточная функция 

и^^ удовлетворяет соотношениям (14.6), то она удовлетворяет (14.1). 

Покажем, что разностное уравнение (14.6) задает многообразие ре

шений разностного уравнения (14.1), удовлетворяюп^их предельному 

условию (14.2) на бесконечности. Из (14.6) следует, что при всех п 

¿=1 

Учитывая, что в этом неравенстве О < а^ах < 1, Д --^ О, г —̂- оо, 

можно показать, что ад^ —> О, п —+ оо. 

Зададим некоторое N > О ж, учитывая соотношение (14.6), перей-
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дем от (14.1)-(14.2) к разностной схеме с конечным числом узлов: 

ЬУ = Ап4-1 - Сп4 + Вп4^, =Гп, п = 1,2,..,N-1, 

4 = С, и%-аыи%_^= (14.9) 

Нетрудно убедиться, что для задачи (14.9) справедлив принцип макси

мума, откуда следует единственность решения. То, что решения задач 

(14.1)-(14.2) и (14.9) совпадают при всех п < М, будет показано ниже. 

Коэффициенты ам и ¡3^^ из задач (14.7),(14.8) могут быть вычисле

ны приближенно. Оценим влияние погрешности, возникаюш;ей при их 

вычислении, на решение схемы (14.9). Перейдем от (14.9) к разностной 

схеме с возмупденными и /?дг : 

An4_i - Сп4 + ^nwj+i = Fn, n = 1 , 2 , i V 

4 = G, 4} - oiN4^-i = PN-

Л е м м а 14.2. Пусть 

- 1 , 

(14.10) 

ocN - ajvl < A i , 0 < % < 1, \(5N - < A2. 

Тогда 

< ( 1 - a i v ) - i { A i K _ i | - h A 2 } , 0<n<N 

В случае 

выполнится 

• ^ -1 q = mm — > 1 
n<N Bn 

(14.11) 

(14.12) 

4 - u t < — ^ { A i | 4 _ i | + A2}g"-^ , Q<n<N. (14.13) 
q-aN 

Доказательство . Определим Тогда z является реше

нием задачи: 

Ltz' = 0, n = : l , 2 , . . . , i V - l , 4 = 0, 
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В^х^ = 4 - c^NZ%_l = [аы - ам)и%^1 + (/5лг - Ры)- (14.14) 

Покажем, что для оператора задачи (14.14) справедлив принцип 

максимума, в соответствии с которым из условий: 

Ф J > 0 , Ь^Ф '*<0 , п = 1 , . . . , А - 1 , О^Ч!^>0 (14.15) 

следует > О при всех п = 0 , 1 , А " . Допустим, что для некоторого 

индекса т < 0. Без ограничения общности можно считать ,что 

индексу т соответствует глобальный минимум функции Ф'*. Если 

т < А", то в этом узле достигается локальный отрицательный мини

мум и при этом получим противоречие с условием, что при всех п 

Ь^ф'* < 0. Рассмотрим случай т = N. Перепишем В^Ч[^ в виде: 

^ Ч ' ^ = (1 - ам)^% + М'^м -

Из этого соотношения получим В^"^^ < О, что противоречит (14.15). 

Итак, для оператора с соответствующими краевыми условиями 

справедлив принцип максимума. 

Определим сеточную функцию Ф^: 

Ф^ = ( 1 - а ^ ) - Ч А 1 | 4 _ 1 1 - Ь А 2 } ± 4 . 

Тогда выполнены условия (14.15) и в силу принципа максимума при 

всех п Ф^ > О, что доказывает (14.11). 

Рассмотрим случай условий (14.12). Определим сеточную функцию 

: ф^ = д"~-^. Тогда при всех п 

^^Ф"" < ФпЯ-ЧВпЯ' - [Ап + Вп)д + АЛ = ВпфиЛя - 1) -1; Ч - Вп 
< 0. 

(14.16) 

Определим сеточную функцию Ф'*: 

ф'* = N-1 + ^2}ф'п ± 4 -
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Учитывая (14.16), получим, что для функции Ф'̂  выполнены условия 

(14.15). В силу принципа максимума при всех п Ф^ > 0. Это доказывает 

оценку (14.13). Лемма доказана. 

Л е м м а 14.3. Пусть при всех п> М А„ > Б„ . Тогда справедлива 

оценка: 

т а х 
п>М п>М 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Перепишем уравнение (14.8) в виде: 

ВпР = Вп[Рп+1 - М - {Сп - В п - Вп0^п+1}Рп = Рп. 

Нетрудно убедиться, что если для какой-либо сеточной функции Ф'* 

выполнены условия 

к1ч!^ < О, п > м , И т Ф;̂  > О, 
П—ЮО 

(14.17) 

то при всех п> М Ф^ > 0. Определим сеточную функцию Ф'* : 

Ф^ = А - 1 т а ^ | ^ „ | ± / 3 „ . 

Для такой функции Ф'* выполнятся условия (14.17). Следовательно, при 

всех п > М Ф^ > 0. Это доказывает лемму. 

Исследуем, как влияет возмущение коэффициентов схемы (14.1)-

(14.2) на а и которые соответствуют задачам (14.7) и (14.8). 

Л е м м а 14.4. Пусть коэффициенты схемы (14.1)-(14.2) возмущены, 

при всех п > М 

Ап - Ап\ < (Г, \Вп - Вп\ < а, \Сп - Сп\ < (т, 

Ап > Вп, Ап>Вп>0, Сп>Ап + Вп + А,А> О, 

Ап i ^ Вп В\ Сп ^ С^ при п-^оо. (14.18) 
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Пусть 

Ап 
Сп — Вп&п+1 

, <5°, п — о о . а° = — 
2А0 

Рп = 5 - : , Рп ^ о, П ОО. 

— Впап+1 

Тогда для некоторой постоянной С, не зависящей от а, при всех 

п > М 

\ап-ап\<Са, \(Зп-М<Са. (14.19) 

Доказательство . Начнем с первой оценки в (14.19). В силу условий 

(14.18) О < а„ < 1. Пусть = а - а. Тогда 

где 

01 = Ап-Ап + ап{Сп - Сп) + апап+1{Вп - В„). 

Можно показать, что 

2а 
- [ГО А^ + 2С° + 

СО + СО + 4^0 + 4^0 

(СО + Д)(СО + А) [ ^0 _ ^ 0 + д + ^0 _ 5 0 + д 

Определим = Ссг ± г ^ . Тогда для некоторой постоянной С вы

полнятся условия (14.17) и поэтому при всех п > М > 0. Это 

доказывает первую оценку в (14.19). 

Теперь получим вторую оценку в (14.19). Пусть = (3 — р. Тогда 

ВУ = Вп{г'п^1 - 4 ) - [Сп - Впап+1 - Вп)г', = С^ ^пп = О, 

где 

С^ = (Вп - Вп)(Зп+1 +Гп-Рп + (Сп - Сп)Рп + (Вп - Вп)Рпап+1 + 

+ВпРп(о:п+1 - о:п+1). 
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в соответствии с условиями леммы Сп — ВпСИп+х — Вп > А. Теперь 

вторую оценку в (14.19) можно получить на основании принципа мак

симума. Лемма доказана. 

Перейдем к вопросу приближенного нахождения и (З^ из задач 

(14.7) и (14.8). Воспользуемся леммой 14.4, согласно которой малым 

изменениям коэффициентов схемы (14.1)-(14.2) при п > М соответ

ствуют малые изменения а„ и (Зп при п > М. 

Исследуем два подхода для приближенного нахождения а]^ и /З^. 

При первом подходе исходим из предельных условий (14.4). В слу

чае дифференциальной задачи такой подход применялся, например, в 

19], для решения разностных уравнений Риккати - в [168]. Пусть при 

достаточно больших п (п > М) для некоторого г справедливы разло

жения : 

г А{г) /- |\г+1 г П{г) /- |\г+1 

Вп = Т.^+о - Рп = Т.-г+о{-] , = В \ = 0. 
Тогда при п> М а„ и /3„ из (14.7)-(14.8) можно искать в виде: 

й!; = Е ф /?£ = Е ^ , Р < ' - . (14.20) 
г=0 г=0 ^ 

Подставляя эти разложения в (14.7),(14.8), получим рекуррентную 

формулу относительно коэффициентов ск^ и /^^. 

Например, в случае р = 1 имеем: 

«ТУ = а" + ^ пг^пчлг ^ PN = 

Пусть при п > N Ап > Вп. ^ соответствии с леммой 14.4 для доста

точно больших Л/", обеспечиваюших выполнение условий (14.18), для 
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некоторой постоянной С 

ам-аы1 \PN-PN\<CN-'^. 

В соответствии с леммой 14.2 при всех п < N 

\4 - 4\ < CN-\ 

Точность данного подхода увеличивается с увеличением N. 

Остановимся на втором подходе. При сеточной аппроксимации урав

нений второго порядка с малым параметром при старшей производной 

возникает вырождаюп];аяся разностная схема. Например, рассмотрим 

краевую задачу: 

£u" - а{х)и' - Ь{х)и = / (ж) , w(0) = G , и{х) ^ 0 , х ^ оо (14.21) 

в предположении 

а{х) > ttmin > о, £ G (0,1], Ъ{х) > hmm > О, а{х) ао, 

Ь(х) бо, /(^) ^ 0 , ж —> оо. 

Применяя к этой дифференциальной задаче схему направленных раз

ностей, получим схему (14.1)-(14.2) при 

= ^ + а = | + ^ + К-„), Bn = ^,,Fn = fixn). 

(14.22) 

Из (14.22) следует, что Б„ ^ О при е 0. Аналогичным образом 

может быть рассмотрена другая монотонная разностная схема. Таким 

образом, разностная схема (14.1)-(14.2) в этом случае вырождается в 

двухточечную при стремлении параметра к нулю. Это обстоятельство 

можно использовать при переходе к схеме на конечном интервале. 
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Итак, пусть коэффициенты схемы (14,1)-(14.2) зависят от малого 

положительного параметра г и для некоторого г > О справедливы раз

ложения: 

г=0 г=0 

Вп = Е ВЦ^' + 0(е^+'), Гп = Е Р^^е' + 0{е'^'). (14.23) 
г=1 г=0 

Рассмотрим вопрос приближенного нахождения о;„ из задачи (14.7). 

Пусть 

< = Р<г. 
i=0 

(14.24) 

Учитывая разложения (14.23) и (14.24) в (14.7), собирая члены при 

одинаковых степенях параметра е, для г > 1 получим рекуррентную 

формулу: 

(0) 

г - 1 
г г-з 

•̂=0 ^=1^=0 

А(0) 

(0)-

(14.25) 

Итак, ап можно искать на основе асимптотической формулы 

(14.24), учитывая определенное число членов этого разложения. 

Теперь получим асимптотические формулы для Пусть 

г=0 
(14.26) 

Учитывая разложения (14.23),(14.24) и (14.26) в (14.8), собирая члены 

при одинаковых степенях параметра е, для г > 1 получим рекуррент

ную формулу: 

г - 1 

Е 
7=0 j=l к=(} j=l 

^'п - ^ ( 0 ) -
(14.27) 
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Итак, /?„ может быть найдено на основе асимптотического разложения 

(14.26) и рекуррентной формулы (14.27) для членов этого разложения. 

Л е м м а 14.5. Пусть при всех п > М А „ > Б„ , параметр е доста

точно мал. Тогда найдется постоянная С такая, что при всех п> М 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При построении и Р^ мы ограничились р члена

ми разложения коэффициентов (14.23), поэтому и являются реше

нием задач (14.7),(14.8) в случае возмущенных коэффициентов схемы 

(14.1)-(14.2) и в условиях (14.18) выполнится а < Се^'^^. Параметр £ 

должен быть мал настолько, чтобы для схемы с возмущенными коэф

фициентами выполнились условия (14.18). Теперь утверждение леммы 

следует из леммы 14.4. 

Точность расчета коэффициентов о;„ и /3„ повышается с увеличени

ем числа членов асимптотического разложения и с уменьшением пара

метра е. Согласно лемме 14.2 схема (14.9) устойчива к погрешностям, 

возникающим при расчете этих коэффициентов. Решение схемы (14.9) 

может быть найдено методом прогонки [145], который в силу диаго

нального преобладания устойчив. 

Используя соотношение (14.6), исходную схему (14.1)-(14.2) можно 

свести к двухточечной разностной схеме: 

4 = о^пИп-1 + /^п, п > 1 , = С. (14.28) 

Выше было показано, что предельное условие на бесконечности (14.2) 

для решения схемы (14.28) выполнится. 

Л е м м а 14.6. Для решения схемы (14.28) справедлива оценка: 

А 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Перепишем схему (14,28) в виде: 

КУ = ап(4 - 4-1) + (1 - о^п)4 = Рп. 

Нетрудно показать, что если для сеточной функции Ф'^ выполнены 

условия: 

Ф5 > О, Я ^ Ф ' ' > О, п > 1, (14.29), 

то при всех п > О Ф ^ > 0. Определим Ф^ : 

Ф ; = | С | + тах^±^||/?||±4. А 

Для такой функции Ф'^ выполнены условия (14.29) и поэтому при всех 

п > О Ф ^ > 0. Это доказывает лемму. 

Из леммы (14.6) следует единственность решения задачи (14.28). 

Покажем, что решения задач (14.1)-(14.2), (14.9) и (14.28) совпа

дают при всех п = 0,1,. . . ,Ж. Как показано выше, эти задачи имеют 

единственное решение, решение задачи (14.28) является решением за

дач (14.1)-(14.2) и (14.9). Теперь получаем, что решения всех трех за

дач совпадают при п < N. 

Коэффициенты схемы (14.28) с учетом малости параметра е могут 

быть найдены приближенно, согласно формулам (14.24)-(14.27). Пока

жем, что схема (14.28) устойчива к возмущению этих коэффициентов. 

Л е м м а 14.7. Пусть - решение схемы (14.28) в случае возмущен

ных коэффициентов и Пусть при всех гг > 1 

- йп| < (У, \Рп - Рп\<(У, о < 
^ С т̂ах 1-

Тогда при всех п > О 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х^ = — й^. Тогда является решением 

задачи: 

В!^У = й„(4 - ztl) + (1 - Йп)4 = («п - ^п)и^1 +Рп- Рп, 4 = 0. 

Определим Ф'* : 

Фп = т - ^ ( 1 + 1 И 1 У ± 4 -

Для такой функции Ф'* выполнены условия (14.29) и поэтому при всех 

п > О Ф^ > 0. Это доказывает лемму. 

Остановимся на результатах численных экспериментов. Рассмо

трим схему (14.1)-(14.2) с коэффициентами из (14.22). Из разложений 

(14.24) и (14.26) с учетом формул (14.25) и (14.27) можно получить: 

ап-\-Ьпк' " ап-\-ЪпЪ' " " (а„-Ь &„/г)2(а„+1-|-Ьп+1^)' 

где а„ = а(л;п), &п = ^(а^п), Л = / ( ^ п ) . 

Если в соотношении (14.6) принять а„ = = то (14.6) 

будет соответствовать вырожденной разностной схеме (14.1)-(14.2). 

В численных экспериментах в качестве решения схемы (14.1)-(14.2) 

принималось решение схемы на достаточно длинном интервале, длины 

¿ 0 = 100, когда решение схемы не зависит от способа задания краевого 

условия. 

Рассматривалось четыре способа задания краевого условия при пе

реходе к схеме с конечным числом узлов: 

1) и'}, = 0; 

2) и^^ = UJ^_l•, 
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3) согласно (14.10) с = д¿%, = 

4) согласно (14.10) с = ^уу, Р ы = Ры-

При проведении экспериментов предполагалось С = 1., /г = 0.1, 

Ь = 1, где Ь - длина интервала, к которому сводилась исходная раз

ностная схема, к - шаг сетки. 

Остановимся на примере: 

ап = 1+ ехр{-Хп), Ьп = 1 + ехр(-Хп), Л = е х р ( - ж „ ) , ж„ = пк. 

в зави-В табл. 14.1 приведена норма погрешности s = шах 

симости от способа задания краевого условия, где - решение схемы 

(14.1)-(14.2) на достаточно длинном интервале, •й'* - решение схемы 

на интервале длины L = 1. Аналогичным образом в табл. 14.1 при

ведена норма погрешности, возникаюпдей при переходе от (14.1)-(14.2) 

к начальной задаче (14.28). При этом при расчете погрешности s 

соответствует решению схемы (14.1)-(14.2) на достаточно длинном ин

тервале, соответствует решению задачи (14.28) на интервале [О, L 

Теперь рассмотрим пример: 

sin(Xn) , о , COs(Xn) . 1 , 

а„ = 2 Ч- Ьп = ^ + V ^ , In = —г, Хп = nh. 

в табл. 14.2 приведена норма погрешности для данного случая. 

Результаты вычислений подтверждают полученные оценки. 
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Таблица 14.1. 

Способ переноса условия е 

1 10-1 10-2 10-3 

< = 0 0.38 0.20 0.17 0.17 

4[ — 4[-1 0.19 0.69Е-1 0.47Е-1 0.44Е-1 

в (14.10) Р% 0.86Е-1 0.54Е-2 0.40Е-3 0.38Е-4 

в (14.10) а \ , , 0.11 0.62Е-3 0.46Е-5 0.60Е-7 

в (14.28) а1 р1 0.21 0.32Е-1 0.34Е-2 0.34Е-3 

в (14.28) а1 Й 0.23 О.ЗОЕ-2 0.31Е-4 О.ЗОЕ-6 

Таблица 14.2. 

Способ переноса условия е 

1 10-1 10-2 10-3 

< = 0 0.26 0.13 0.10 0.10 

0.14 0.48Е-1 0.36Е-1 0.34Е-1 

В (14.10) а%, Р% 0.42Е-1 0.24Е-2 0.19Е-3 0.19Е-4 

в (14.10) а \ , , р \ 0.42Е-1 0.24Е-3 0.19Е-5 0.60Е-7 

в (14.28) а1 Р1 0.18 0.31Е-1 0.34Е-2 0.34Е-3 

в (14.28) а1 Р1 0.28 0.45Е-2 0.50Е-4 0.39Е-6 

Замеч ан ие . Для того, чтобы соотношение (14.6) выделяло многообра

зие решений схемы (14.1), удовлетворяющих предельному условию на 

бесконечности, не обязательно требовать выполнения условия строго

го диагонального преобладания (14.3) при всех п. Достаточно, чтобы 

строгое диагональное преобладание имело место при достаточно боль

ших п. Условие (14.3) можно заменить следующим: 

Ап >0,Вп> О, Сп > Ап+Вп, п > 1, С° > А Ч Б Ч А , А > 0. (14.30) 

191 



в самом деле, из (14.6) следует: 

4 = 4Il^i-^EPi П (14.31) 
г-1 г'=1 

Докажем, что 4^0, гг —)• оо. Покажем, что для > О ЭЛ'' : |г«^| < сг 

для п > N. Действительно, в силу того, что < (Хтах < 1, найдется 

М такое, что для п > М 01п < (У-тах- Из (14.7) следует, что при 

п < М а„ < 1. В силу предельного условия на из (14.8) следует, 

что для некоторой постоянной С при всех п < С и для некоторого 

Мо > М при п > Мо \Рп\< сг/(3 + Затах)' Запишем (14.31) в виде: 

п Мо —1 п п п 
4 = <U^i^ Е А П Е А- П 

г=1 г=1 j=г+l г=Мо ^=¿+1 

Тогда для некоторого N ж п > N 
Мо-1 

< П с ^ г | < ^ / з , I Е А П ^ . • | < ^ / з . 

г=1 г=1 j = i + l 

Это доказывает, что при п > N и: < и. 

§15. Нелинейная трехточечная схема 

с постоянными коэффициентами 

Рассмотрим нелинейную трехточечную схему с постоянными коэф

фициентами: 

A ^ t i - Cul + Bui^, = F(ul), n > О, (15.1) 

u^ = G, 0 при n - ^ o o . (15.2) 

Предполагаем, что F{s) - непрерывно дифференцируема, 

A > 5 > 0 , C > A + 5 - ь Д , A > 0 , -F(O) = 0, '̂(5) > 0, s G (15.3) 
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Докажем, что при сделанных ограничениях решение задачи (15.1)-

(15.2) супдествует и единственно. Для этого определим метод линеа

ризации: 

АиЦ\ -[С + М]4+1 -Ь ВиЩ = Р{4) - Ми1 п > О, 

и. 5+1 = С, м ^ + 1 - ^ 0 п р и п - ^ о о . (15.4) 

где г¿o = 0/{п + 1), М = т а х ^ ' ( 5 ) , | 5 | < \0\. На каждом итераци

онном шаге задача (15.4) линейна, в соответствии с §14 ее решение 

существует и единственно. Используя принцип максимума, несложно 

показать, что если и < О , то и к+1 < \С\. Таким образом, при 

всех к < \0\. Покажем, что определенный метод линеаризации 

сходится. Пусть = ~ 1. Тогда является решением задачи: 

- [С -Ь + ВгЦ\ = {В'{в^) - М)4, п > О, ||^^|| < \С 

4+1 = О, 4^1 о, п оо. 

Применяя принцип максимума, несложно показать: 

М1 < 
м 

М-Ь Д 

Следовательно, метод линеаризации сходится к единственному реше

нию задачи (15.1)-(15.2). 

Л е м м а 15.1 Сеточная функция г¿'* возрастает, если С < О и убы

вает, если С > О, причем при всех п > О 

<|С|до", до = А/ (А + Д) . (15.5) 

Доказательство . На основании теоремы Лагранжа разностное урав

нение (15.1) можно записать в виде: 

А<_1 ; с - ь^ ' (К^Ж + ^^;+1 = о, п>о. 
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Учитывая условия (15.3), заключаем, что сеточная функция не мо

жет иметь локального положительного максимума и отрицательного 

минимума. Следовательно, сеточная функция либо возрастает, либо 

убывает. Получим оценку (15.5). Определим линейный оператор: 

^ _ р _̂  ^'(К^п))]Фп + " > 0. 

Определим Ф'̂  : = \G\q^ ± и^, где до соответствует (15.5). Тогда 

выполнятся условия (14.5) и в соответствии с принципом максимума, 

который справедлив для оператора Ь^, при всех п > О Ф^ > 0. Это 

доказывает оценку (15.5). Лемма доказана. 

П е р е х о д к схеме с конечным числом узлов. Перейдем к вопросу 

переноса краевого условия из бесконечности. Определим соотношение: 

4 = а4_,+^,, (15.6) 

где 
94 

а = (15.7) С + Р ( 0 ) + 7 [ С - Ь ^ ' ( 0 ) ) 2 - 4 А В ' 

7„ - решение задачи с предельным условием на бесконечности: 

В^п+1-Аа-'^п = Р{4)-¥'(0)и1 ] 1 т 7 п = 0. (15.8) 

Из (15.7) следует, что 

О < а < — ^ < 1. (15.9) 

Покажем, что решение задачи (15.8) существует и единственно при 

всех гг > 0. Это следует из того, что задачу (15.8) можно записать в 

виде: 

1п = r-fn+l +9п, 7„ о, п оо, т <1, дп^О, п оо. 
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Далее доказательство можно провести по аналогии с анализом задачи 

(14.8) . 

Учитывая соотношения (15.8) , можно показать, что если сеточная 

функция удовлетворяет (15.6) , то она удовлетворяет (15.1) . С другой 

стороны, учитывая (15 .8) , (15.9) , можно показать, что если удовле

творяет (15.6) , то \ш1^4г — О- Таким образом, соотношение (15.6) вы

деляет многообразие решений схемы (15.1) , удовлетворяющие предель

ному условию на бесконечности (15.2) . Используя соотношение (15 .6) , 

задачу (15 .1)- (15.2) можно свести конечному числу узлов: 

А4_, - С 4 + В4^1 = Р(4), гг = 1 , 2 , ] У - 1, 

4 = О, и^^-аи'},_,='ум, (15 .10) 

где является решением задачи (15.8) при п = N. Определив началь

ную задачу: 

4 = ^4~1+^п, 4 = 0, (15 .11) 

можно показать, что решения задач (15 .1)- (15 .2) , (15.10) и (15 .11) со

впадают при всех п < N. 

Пусть функция Р"{8) непрерывна, Ц =• тах|^"(5)|, |5| < \0 . 

Перейдем от (15.10) к разностной схеме: 

А4_, - с4 + в4^, = г{4), 4 = в , й%- ай%_, = о. (15.12) 

Л е м м а 15.2. При переходе от (15.10) к (15.12) справедлива оценка 

погрешности: 

1~Л •г./г г. Л 

4-< < с 
п-Ы 

\В/ 
/ А \ 
\А + А) 

2Ы 

, Q<n<N. (15 .13) 

Доказательство . Используя принцип максимума применительно 
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к задаче (15.8), можно получить: 

шах 
п>М 

7п < 
а д 

шах А - аВ 2 п>м 

Учитывая оценку (15.5), получим: 

и. 

тах 
п>М 

1п < 
а д 2М 

А-аВ2 

Определим = - й^. Тогда является решением задачи: 

В^г^ = Аг1_, - {С + ̂ '(^Й}4 + ^ 4 + 1 = 0, О < п < ТУ, 

4 = О, В'^х'^ = 4 - а4_1 = 7ЛГ. 

Определим сеточную функцию Ф'*: 

(А^-^ ( А 

(15.14) 

(15.15) 

^1 = С 
В, 

] ± 4 , 0 < п < 7 У . 

Для оператора, соответствующего задаче (15.15), для некоторой посто

янной С выполнятся условия (14.15). В силу принципа максимума при 

всех п ¡̂5 > 0. Это доказывает лемму. 

Рассмотрим случай перехода от (15.1)-(15.2) к задаче: 

Ай1_1 - С4 + В4+, = В(й1\ п = 1 , 2 , Т У - 1. 

«5 = С, м^ = 0. (15.16) 

Используя оценку (15.5) и принцип максимума, можно показать, что в 

случае задачи (15.16) 

< С 
[в 

п-Ы ( А N 
, 0<п<М. 

У ч е т вырождения разностной схемы. При разностной аппрокси

мации нелинейного автономного уравнения второго порядка с малым 

196 



параметром е при старшей производной на полубесконечном интервале 

возникает задача (15.1)-(15.2), причем 5 —> О при £ —> 0. Итак, пусть 

Б <С 1. Определим в этом случае приближенное решение задачи (15.8): 

72 = - | И 4 ) - ^ " ( 0 К 

На основании принципа максимума можно показать, что для некоторой 

постоянной Со 
/ А \2"+2 

(15.17) | 7 П - 7 ° | < С О Б ( 

Перейдем от (15.10) к задаче: 

А + А ; 

А < _ 1 - С4 + = ¥{й% п = 1 , 2 , Л Г - 1, 

4 = С, 4 - а 4 _ 1 = 7 л г . (15.18) 

Л е м м а 15.3. При переходе от (15.10) к (15.18) справедлива оценка 

погрешности: 

< - 4 < 
А [АУ-^ 

1н - 1ы (15.19) 
А-аВ \В) 

Утверждение леммы несложно получить на основе принципа максиму

ма, сформировав краевую задачу относительно = ~ й^. 

Зададим в (15.18) = ^% : 

А4_1 - С4 + = П4), ^ = 1,2, ...,N- 1, 

4 = 0, й%- ай%_^ = -^\Р{й%) - ^'(О)идг 

В соответствии с оценками (15.17),(15.19) 

/ А \ " - ^ / А \2^+2 

а (15.20). 

< С о Б 
и + АУ 
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Для нахождения решения схемы (15.20) определим метод линеариза

ции: 

Auit\ -\С + F'mui^' -Ь Bulfi = F(ui) - F'{0)ul n = 1 , 2 , N - 1 , 

ut' = G, uf' - au%^}, = -^[F(4) - F'(Q) UN 

Используя принцип максимума, можно показать, что для некоторой 

постоянной Со < С о h h 

Рассмотрим возможность перехода от задачи (15.1)-(15.2) к началь

ной: 

- = П К ' ) , ^^о' = О. (15.21) 

Нетрудно убедитиься, что О, гг —» оо. Используя принцип мак

симума, можно показать, что 

\и^ -У^\\<В\0\1А. 

Задача (15.21) может быть решена на основе линеаризации: 

^ К - ^ - Р + i^'(o)¡У^' = ПУ^) - ^ ' (о )1К' , У'"-' = о. 

Можно показать, что 

_ ^ Q|{2/\)\\V^ - V 

^16. Нелинейная трехточечная схема 

с переменными коэффициентами 

Рассмотрим трехточечную схему с переменными коэффициентами: 

- Сп4 + Bnul^, = F{ul) + fn,n> О, (16.1) 
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4 = о, при п —5- со. (16.2) 

Предполагаем, что при всех п 

Ап >0, Вп>0, Сп>Ап + Вп + А, А> О, ^(0) = О, В'(8) >0, зеВ. 

(16.3) 

Ап А\ Вп В\ Сп -> С\ /п^О при п оо. (16.4) 

По аналогии с предыдущим параграфом можно показать, что решение 

задачи (16.1)-(16.2) при сделанных ограничениях существует и един

ственно. 

Л е м м а 16.1. Справедлива оценка: 

тах 
п 

и. (16.5) 

Доказательство леммы нетрудно получить, используя принцип макси

мума. 

Остановимся на вопросе переноса краевого условия из бесконечно

сти. Выделим многообразие решений схемы (16.1), удовлетворяющих 

предельному условию на бесконечности: 

(16.6) 

где 
2А(0) 

а = 
С(0) + ^'(0) -Ь 7[С(о)-н^'(0)Р-4Л(о)Б(0)' 

Уп - решение задачи с предельным условием на бесконечности: 

(16.7) 

Вп1п+1 - Л « " Ч п = Р(4) - в'{о)4-^ 

+ А(0) - А„ 
-Ь С , - С Ч {В' - Вп)а 4 +и, И т 7 п = 0. (16.8) 
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Из (16.7) можно получить 

о < а < — < 1. (16.9) 
- А(о) + А 

По аналогии с §16 можно показать, что решение задачи (16.8) суш;е-

ствует и единственно при всех п > 0. 

Из (16.6) следует, что —» О при п ^ оо. Соотношение (16.6) 

выделяет многообразие решений схемы (16.1), удовлетворяющих пре

дельному условию (16.2) на бесконечности. 

Используя соотношение (16.6), перейдем к разностной схеме с ко

нечным числом узлов: 

Ап4_1 - Сп4 + ВпК+1 = F^K) + fn, п = 1 , 2 , N - h г. Л 

4 = G, й%- ай%_-^ = 0. (16.10) 

Л е м м а 16.2 Пусть 

а = mm -—- > 1. 
п п — 

Тогда при переходе от (16,1)-(16.2) к (16.10) справедлива оценка по

грешности: 

max|F"(s) ^ Я <^ n-N i s 
< max —q max < — 
~ q - a k>N Ak - аВк k>N 2 

4 \ 4 

+ 
A(0) - Ak 

a 
+ Ck-C^ + B^-Bk a U'l 1, 0 < n < AT. 

(16.11) 

Доказательство . Определим х^ = — й^. Тогда х^ является ре

шением задачи: 

L ^ / = А , < _ 1 - {Сп + F'iO'M + = 0, О < п < iV, 

4 = 0, D V = 4 - C . 4 _ I 
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Если записать задачу (16.8) в виде: 

п^оо 

то на основании принципа максимума можно получить: 

1м < т а х а 
т а х п>м Ап - аВп п>м 

Определим сеточную функцию: 

Ф п 

Ф2 = Я а 
т а х т а х " д-а к>м Ак - аВк к>м 

Тогда 

В^^Ф^ < О, 0<n<N, Ф5 > О, ^ ' ^Ф '* > 0. (16.13) 

В силу принципа максимума при всех п Ф ^ > 0. Это доказывает лемму. 

Случай вырождения разностной схемы. Рассмотрим случай вы-

рождаюгцейся разностной схемы (1б.1)-(16.2), когда при всех п Вп = е, 

г « 1. Схема (16.1)-(16.2) в этом случае принимает вид: 

Ап4_1 - Сп4 + е4+, = Г{4) + и,п> О, (16.14) 

4 = 0, «5 — О при п —̂  оо. (16.15) 

Предполагаем справедливыми ограничения (16.3)-(16.4). Перейдем от 

(16.14)-(16.15) к схеме на конечном интервале: 

Ап4-1 - Сп4 + е4^, = В{4) + / п , п > о, 

г. л г. Л (16.16) 

Л е м м а 16.3 Пусть при всех п Ап> £. Тогда при всех О <п < N 

с / -^тгп \ 
4 - 4 < Сы - еА^А^, тт \ € ] 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть = — й^. Тогда является решением 

краевой задачи: 

Л 4 _ 1 - {Сп + Р\е1)}г1 + е 4 + 1 = о, 

4 = о, В^г^ = {Сдг + ^ ' ( 4 ) } 4 - A i v 4 - l = (16-17) 

Определим сеточную функцию: 

_ 4[j^i ^ - -^^^ч^ _i_ tl n-iV 

CN — SANAJ^^ \ £ J 

Тогда для оператора задачи (16.16) и функции Ф'* будут выполнены 

условия (16.13). В силу принципа максимума при всех п Ф^ > 0. Это 

доказывает лемму. 

Согласно лемме 16.3 точность переноса краевого условия увели

чивается с уменьшением параметра е. Погрешность экспоненциально 

уменьшается при удалении от границы, если Amin > £• 

§17. Трехточечная векторная схема 

с полубесконечным числом узлов 

При сеточной аппроксимации эллиптических уравнений второго по

рядка с малым параметром при старших производных в полубеско

нечной полосе возникает трехточечная векторная система уравнений с 

полубесконечным числом узлов. При численной реализации такой си

стемы возникает проблема перехода к системе с конечным числом уз

лов. В данном параграфе осуществляется переход к конечному числу 
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узлов на основе выделения многообразия решений, удовлетворяюш;их 

предельному условию на бесконечности. 

Рассмотрим трехточечную векторную разностную схему: 

и и = С,-и,-_1 - GiUi + В,-и,-+1 = Г,-, i > 1, 

и о = К , и,- - ^ 0 , г ^ оо. 

(17.1) 

(17.2) 

Предполагаем, что при каждом i 11 ,̂ Рг, К - векторы из N компонент, 

С^, Т)г - ненулевые неотрицательные диагональные матрицы порядка 

М, матрицы Сг являются М - матрицами ([40], стр. 269), 

С,- Соо, Gi ^ Соо, В,- Воо, г,- О, г оо. 

Сг'Сг\ + I Gr'Di \<а<1, 

Сг > В , > О, = с , - с , - в , , 

<5|' '> Е № ' | + А, А > 0 , г>0 , 1 < ; < Ж (17.4) 

Докажем, что при сформулированных условиях для оператора Ь 

справедлив принцип максимума. 

Л е м м а 17.1. Пусть для сеточной вектор- функции Ф выполнены 

условия: 

Фо > О, Иш Ф,- > О, Ь1Ф < О, г > 1. (17.5) 

г—>оо 

Тогда при всех i Ф? > 0. 

Доказательство . Предположим, что для некоторых i ж j оказалось 

Ф^ < 0. Без ограничения общности можно считать, что (г,7) - коорди

наты точки локального минимума. Воспользуемся условиями (17.4) и 

получим: 

(LiФ)^ = с!'^(Фи - ̂ {) + 1 - М)-

-1] (17.3) 
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к=1 к=1 

Получили противоречие с условиями (17.5). Это доказывает лемму. 

Используя лемму 17.1, можно показать, что при сделанных ограни

чениях решение задачи (17.1)-(17.2) единственно и для него справед

лива оценка: 

шах 
i 

и,- < К - Ь Д - ^ ш а х Р 

Определим способ сведения схемы (17.1)-(17.2) к схеме с конечным 

числом узлов. Для рассматриваемой схемы определим двухточечное 

соотношение, соответствующее методу левой матричной прогонки, на

чальные условия для прогоночных коэффициентов определим предель

ным условием на бесконечности. Это соотношение задаст многообразие 

решений схемы (17.1), удовлетворяющих предельному условию на бес

конечности. Итак, выпишем это соотношение: 

(17.6) 

где матрицы Аг и векторы В -̂ связаны рекуррентными соотношениями: 

А{ = (Сг - ВгАг+г) Аоо, г оо. (17.7) 

В,-(Вё+1 - В,-) - [Gi - Вг - В,-А,-+1]В,- = Г,-, В,- О, г -> оо, (17.8) 

матрица Аоо является решением уравнения: 

ВооА^ - СооА -Ь Соо = О (17.9) 

с нормой, меньшей единицы. 

Остановимся на вопросе выбора Аоо из (17.9). Из (17.9) следует: 

Р А | | + д > 0 , р = | |С-1Воо| | , д = | |С-1Соо| | . 
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Согласно сделанным ограничениям р > 0 , д > 0 , р + д < ( 7 < 1 . 

Нетрудно показать, что 1 — 4рд > (р — д)^. Из квадратичного неравен

ства следует, что | |А | | ограничена либо снизу, либо сверху. В качестве 

решения уравнения (17.9) принимаем ту матрицу, норма которой огра

ничена сверху. 

Покажем, что в этом случае ||Аоо|| < о-. Имеем: 

2д 
< 1 + ^1 - Ард 

, Ц - ^1 - 4рд > 1 -Ь 7(Р + д + 1 - (т)2 - 4рд = 

= 1 + - чУ + (1 - + 2(р -Ь д)(1 -(7)> 

> 1 + Ь - ?1 + 1 - ^ > Р + 9 + 2(1 - бт) -Ь |р - д 

Следовательно, 

А оо < 
2д 

< р-\-д + 2(1 - а) + \р-д\ - д-\-1 - а' 

Для получения последнего неравенства рассмотрены случаи р > д ж. 

р < д. Учитывая, что д < а < 1, теперь нетрудно показать, что 

< а. д + 1-(т 

Итак, ||Аоо|| < ст. 

В случае, когда | |Воо|| < 1, ниже построим такую матрицу на осно

ве асимптотических разложений. 

Л е м м а 17.2. Пусть {Аг} решение задачи (17.7). Тогда при всех 

г" > О 

||А,1| < (7 < 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предельного условия на бесконечности най

дется М такое, что для г > М ||Аг|| < ст. Для г < М доказательство 

проводим по индукции по г по аналогии с ([147], стр. 107). 
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Пусть | |A i+ i | | < а. Оценим | | A j | | . Имеем: 

где I - единичная матрица. Воспользуемся неравенством ([40], стр. 

110): 

если 

(I - Z)-^ 

Z | | < 1. Тогда получим: 

1 
1 - Z 

А, < < а. 
1 - | | а г ' в , - А ^ + 1 

Итак, показали, что ||Аг|| < ст. Это доказывает лемму. 

Докажем, что решение нелинейной задачи (17.7) суп];ествует и един

ственно при всех г > 0. Определим Ъг = А^ — Аоо- Тогда {Z¿} является 

решением матричного уравнения Риккати с предельным условием на 

бесконечности: 

(Ог - В,-Аоо)г,- = BiЪi+l + В,-2,-2,-+1 + Р,-, Ъ1 о, г оо. 

где 

Р,- = C i - Соо + (Goo - Gi)Aoo + ( B i - Воо)Аоо. 

В соответствии с условиями (17.4) | | (G i — B j A o o ) - i B i | | < 1, поэтому 

согласно [168] при достаточно больших i{ г > I) решение задачи для 

матричного уравнения Риккати существует и единственно, откуда сле

дует существование и единственность решения задачи (17.7) при г > I, 

при этом в силу предельного условия на бесконечности ЦАгЦ < 1. При 

г < I Аг определяем посредством соотношения (17.7), используя то, 

что Aj+i определено и | |Aj+i| | < 1. Как это следует из доказательства 

леммы 17.2, при этом выполнится A i | | < 1. 
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Доказать однозначную разрешимость задачи (17.8) можно по ана

логии со скалярным случаем (§14.) 

Нетрудно показать, что если сеточная вектор-функция и удовле

творяет (17.6), то она удовлетворяет (17.1). Теперь покажем, что если 

и удовлетворяет (17.6), то для и выполнится предельное условие на 

бесконечности (17.2). Из (17.6) следует: 

и . - | | < (71 |ио | | + Е ^ 
к=1 

г-к В/ 

о, г оо. Учитывая, что В^ О, г ^ оо, получим [и» 

Таким образом, соотношение (17.6) выделяет многообразие реше

ний схемы (17.1), стремящихся к нулю при г — о о . 

Рассмотрим линейный оператор: 

где матрицы М1 имеют строгое диагональное преобладание: 

М/'^'(1 - 7/) > Е 1^/'^ 0 < г / < 1 , М / ' ^ ' > ^ > 0 , ^ = 1,2, . . . ,Ж 

(17.10) 

Л е м м а 17.3. Пусть выполнены условия (17.10). Тогда для произ

вольной сеточной вектор - функции 2, имеющей предел на бесконечно

сти, справедлива оценка: 

шах Ъ\ <тГ'{В~'шш. %^Jл -\- Ц т 2̂  -̂
1>К 1>К г—юо 

Доказательство . Определим для произвольного у . 

Рассуждениями от противного можно убедиться, что для оператора Т 

справедлив принцип максимума, в соответствии с которым для произ-
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вольной сеточной функции Ф из условий: 

Т,Ф < О, i>K, l im Ф,- > О 
г^оо 

(17.11) 

следует Фг > О, i > К. Определим 

Ф,- = max I SiZI I + max I iZi 1(1 - ?/) + l im Z,- ± Zj. 
i>K i>K ^ * г^оо 

Нетрудно убедиться, что для функции Ф выполнены условия (17.11). 

В силу принципа максимума при всех i > К > 0. Учитывая условия 

(17.10), получим утверждение леммы. 

Л е м м а 17.4. Для решения задачи (17.8) справедлива оценка: 

max 
гЖ 

С 
Bi < - ^ m a x F i , К> 1. 

А г>К ' -

Доказательство . Введем матрицы 

Р , = G , - D , - D ,Ai+ i . 

Учитывая, что ЦА^Ц < 1, можно показать, что для матриц P j выпол

нены условия (10) при 

max Р/'-' 

Теперь утверждение леммы следует из леммы 17.3 . 

С учетом соотношения (17.6) перейдем от (17.1)-(17.2) к разностной 

схеме с конечным числом узлов: 

CeU,-_i - G,U,- -Ь D,-U,-+i = Fi, г- = 1 , 2 , М - 1, 

Uo = R , TJM - A M U M - 1 = BM, (17.12) 

где матрица AM находится из (17.7), - решение задачи (17.8) при 

i = М. Коэффициенты А м и В м из соответствующих задач могут 
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быть найдены приближенно. Исследуем, как погрешности в задании 

А м и В м влияют на решение схемы (17.12). 

Т е о р е м а 17.1. Пусть и - решение схемы (17.12) в случае возму-

п];енных Ам, В м . Пусть 

А м — А м | | < А 1 , | |Вм — В м | | < А2, ( |Ам| | < 1. 

Тогда 

шах 
1 

{А1 | |им -1| | + А2}. 
1 - А м 

Доказательство . Пусть 2« = и^- — 11«. Тогда 2 является решением 

краевой задачи: 

ЪгЪ = С,-2,-_1 - GiZi + DiZi+l =0 , г = 1 , 2 , М - 1, 

2о = О, 2 м = А м 2 м - 1 + (Ам — А м ) и м - 1 + В м — Вм-

Как это следует из леммы 17.1, для оператора Ъ справедлив принцип 

максимума (переход к конечному числу узлов по i принципа максимума 

не нарушает). Определим сеточную вектор- функцию Ф : 

Ф{ = А1 илг_1 +А2+ А шах 
г 

2,- ±г1 

Тогда 

Фо > О, Ф м > О, < О, О < г < М. 

В силу принципа максимума при всех г Ф^ > 0. Следовательно, 

шах 
г 

2г|| < А1 | |им-1|| + А 2 + ||Ам||тах||2^||. 

Это доказывает теорему. 

Итак, схема (17.12) устойчива к погрешностям в А м и В м , если 

А м < 1 . 
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Если от (17.12) перейти к разностной схеме: 

сД -_1 - С,-и,- + в Д - + 1 = i = 1,2,...,м-1, 

и о = К , й м - Ам'Ом-! = О, 

то согласно лемме 17.4 и теореме 17.1 выполнится: 

т а х 
г 

и ^ - и . - Н < ^- ^ т а х | | Р , - | | . (17.13) 
1 - | | А м | А г>М 

При сеточной аппроксимации эллиптических уравнений с малым 

параметром при старших производных в полубесконечной полосе, если 

записать схему в векторном виде, получается вырождающаяся разност

ная схема вида (17.1)-(17.2). То обстоятельство, что схема вырождает

ся при стремлении некоторого параметра к нулю, можно использовать 

при редукции схемы к конечному числу узлов. 

Например, рассмотрим эллиптическое уравнение в полубесконеч

ной полосе: 

С нулевыми граничными условиями вдоль полосы и предельным нуле

вым условием на бесконечности, в предположении, что 

е,а,Ь> О, с{х,у) > со > О, 

с(х,у) имеет предел при х оо. Применение схемы направленных 

разностей приводит к пятиточечной схеме: 

г>lЛ<j<N•, 4^ = О, 4^+, =0, i> О, 4^ = 

3 = 1,2,...,М, и ? , ^ . О при г о о , (17.14) 
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где: 

е а ^ ^ е ^ е Ъ ^ Ае а Ъ , . 
^ = й^ + Г ^ = ^ = Р ' ^ = н^ + 1 '•^'•.'• = Р + й + й + <^''^'-)-

Схему (17.14) можно привести к виду (17.1)-(17.2), где С^ и Т>г - по

стоянные диагональные матрицы (на диагоналях С ж П), матрица С -̂

имеет вид: 

' ЕЦ -В О ... О 

-А Е12 -В ... О 
Сг= О - А £^¿3 

—В 

о О ... - А Е1ы 

Условия (17.3)-(17.4) для данной задачи выполнены, причем при всех 

i | |Вг||-^^ О при 6^0. 

Итак, пусть в (17.1) матрица Вг становится нулевой при стремле

нии некоторого параметра е к нулю. 

Сначала остановимся на вопросе редуцирования схемы (17.1)-(17.2) 

к конечному числу узлов без учета соотнопюния (17.6). 

Перейдем от (17.1)-(17.2) к схеме с конечным числом узлов: 

С,-й,-_1 - С,-и,- + В,-и,-+1 = Fi, О < г < М, 

В качестве правого краевого условия принято вырожденное разностное 

уравнение при г = М. 

Л е м м а 17.5. Пусть при всех г ЦВ̂ Ц < е. Тогда при всех 

г = 1,2, . . . ,М 

1 - о-

- 1 
м X и М + 1 £. (17.15) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ъг = —Иг. Тогда Х является решением 

краевой задачи: 

их = С.-г^--! - СгХг + Б,-2г+1 = О, О < г' < М, 

2о = О, Хм = О^См^м-г + О'^Вм'^м+г- (17.16) 

Определим ^1 с компонентами: 

^{ = \\Ом'См X 2 м - 1 + С X 

Тогда 

Ь^Ф < О, О < г < М Фо > О, Фм > 0. 

Используя принцип максимума, получим, что при всех г Ф1 > 0. Это 

доказывает лемму. 

В (17.15) используется НС^Ц. Учитывая, что матрицы явля

ются М- матрицами со строгим диагональным преобладанием, можно 

показать, что 
1 

г - Д ^ г / . г 

Теперь перейдем от краевой задачи (17.1)-(17.2) к начальной: 

Ь,-У = GiYi - С,-У,-_1 = -Г,- , г > О, Уо = К . 

Учитывая условия (17.3)-(17.4), можно показать, что —» О, г — о о . 

Л е м м а 17.6. Пусть для некоторой вектор-функции Ф выполнены 

условия: 

Фо > О, Ь^Ф > О, г > 1. (17.17) 

Тогда при всех г > О Фг > 0. 

Доказательство . Допустим, что для некоторых i,j оказалось 
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Щ < 0. Без ограничения общности можно считать, что i - наименьший 

индекс, для которого оказалось < О, причем j дает минимум из всех 

Ф-̂  при заданном г. Тогда имеем: 

(ь,Ф)^ = Е сГ(Ф? - Ф|) + Ф? - ф - с/'^(Ф]_1 - Ф 9 < 0. 

Получили противоречие с условиями (17.17). Это доказывает лемму. 

Используя лемму 17.6 и условия (17.4), несложно показать, что 

тах У,- < П -1-А~^тах Р̂ -
г г 

Л е м м а 17.7. Пусть при всех г ЦВ̂ -Ц < е. Тогда 

и , - - У , - < А - 1 т а х и,-шах £. 

Доказательство . Пусть Zг = и^ —У^. Тогда Ъ является решением 

начальной задачи: 

GiZi - CiZi-l = BiVi+l, г > О, 2о = 0. 

Теперь утверждение леммы можно получить на основании принципа 

максимума. 

Учитывая, что \\Ог\\ ^ £-1 мы редуцировали исходную схему к ко

нечному числу узлов или к начальной задаче с точностью 0{е). Теперь 

остановимся на асимптотическом подходе к решению вспомогательных 

задач (17.7) и (17.8), что позволит редуцировать задачу (17.1)-(17.2) к 

конечному числу узлов или к двухточечной задаче с более высоким 

порядком точности по параметру £. 

Итак, пусть коэффициенты схемы (17.1)-(17.2) зависят от малого 

положительного параметра е и для некоторого г > О справедливы раз

ложения: 

к=0 к=1 
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G , = E G ? ^ ^ ' + 0(6'"^% ¥i = E ^f^e' + 0(ff''+i). (17.18) 

В (17.18) под 0(e''+i) понимаются матрица или вектор с нормой поряд

ка 0(£' '+1). Для редукции краевых условий используем вырождение 

матриц Вг, поэтому в разложении В^ сумма начинается с А; = 1. 

Определим приближенно матрицу Аоо из уравнения (17.9). Будем 

искать матрицу Аоо в виде суммы: 

Ko = i: А ^ ' ^ ^ ' , р < г. 
¿ = 0 

Учитывая асимптотические разложения (17.18), из (17.9) относительно 

А^^) получим матричное уравнение: 

G £ ) A W = S « , 

где 

з̂ *̂ ) = Е Е ОЦА(^^А(^-^-^) - Е «ЙА(^-^) -Ь С(^), А; > 1, 

А(0) = ( С № ) - 1 С £ ) . 

Учитывая условия (17.3), можно заключить, что при достаточно малых 

значениях е A L <1 . ••оо 

Теперь получим асимптотические формулы для нахождения А^ из 

(17.7). Строим матрицу А^ в виде суммы: 

Учитывая асимптотические разложения коэффициентов и репхения в 

(17.7), относительно А,-^^ получим матричное уравнение: 
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где 

5=1 q=0 8=0 

д ( 0 ) ^ (с(»))-"С.<»'. 

Учитывая ограничения (17.3), можно заключить, что при достаточно 

малых значениях е | | А [ | | < 1. 

Л е м м а 17.8. Пусть при всех i | |А^ | | < 1. Тогда найдется постоян

ная Со такая, что при всех г > О 

А , - - А | ' | | < С о 5 ^ + 1 . 

Доказательство . Применение асимптотических разложений к ре

шению задачи (17.7) соответствует тому, что от (17.7) осуш;ествляется 

переход к задаче с возмзчценными коэффициентами: 

А ? = ( С , - Г)Д?^1)" 'С,- А ? ^ А ^ , г ^ оо, 

где матрица А ^ является решением уравнения: 

ВооА^ - СооА + Соо = О, 

причем при всех г > О 

| | В ^ - В , - | | , | | С ^ - С , - | | < С о ^ ^ + 1 . 

Пусть Х{ = Аг — А^. Нетрудно показать, что матрицы 2г удовле

творяют соотношениям: 

Р , = Gi\Gi - Gi)A^ + Gi\Di - ВОАГ^.^А? + Gi\Ci - С,) , Р АР 1 г^-1/ 
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Z¿ ^ Zoo = Aoo - A ^ , г oo. 

Сначала оценим Zoo- Нетрудно показать, что Zoo удовлетворяет 

уравнению: 

Zoo = G-^DooZooAoo + G-^DooÁ^Zoo + Poo, (17.19) 

Poo = G-4D00 - Doo)(Á^)2 + C-l(Goo - Goo)Á^^+ 

+G^\C^-C^), IIPooll < Co£^+'. 

Переходя в (17.19) к оценке по норме и учитывая условия (17.3)-(17.4), 

получим: 

\ Ы < {1 - (т)-'Со£Р+\ (17.20) 

В силу предельного условия на бесконечности и оценки (17.20) при 

достаточно больших ¿ (г > М) 

Оценим | |Z¿| | при i < М. Учитывая, что при всех i | |P¿ | | < CQS^^' 

и условия (17.3)-(17.4), получим 

шах Z¿ < (1-б7)-1СогР+1. 
г<М ' - ^ 

Это доказывает лемму. 

Исследуем, как неточности в матрицах A¿ влияют на решение за

дачи (17.8). 

Л е м м а 17.9. Пусть при всех i 

| Á i | | < 1, | |Á i - A¿ | | < 77, 

В - решение задачи (8) в случае возмущенных матриц Á ¿ . Тогда 

справедлива оценка: 

max 
г>к 

Bj — Bj < ^ 7 ? max D , 
Д i 

max 
i>k 

Вг||, А; > 1. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть = В» - В,. Тогда Х является решением 

задачи: 

Di(Zi+l-Zi)-lGi-•Di-•DiAi+l]Zi = Bi{Ai+l-Ai+l)Bi, Zi^ О, i ^ оо. 

Теперь утверждение леммы следует из леммы 17.3 . 

Пусть для матриц Qi = Gi - - В^Аг^х справедливо асимптоти

ческое разложение: 

Тогда решение задачи (17.8) можно искать в виде: 

В? = Ё Ъ^Е\ Р<Г. 

Подставляя в (17.8) асимптотические разложения коэффициентов и ре

шения, получим, что для каждого к В̂ ^̂  можно найти через уже вы

численные векторы В-*\ 5 < А; из уравнения: 

д(о)з( . ) ^ ^ ву^(^^ _ в ^ - ^ О - Е д ^ ^ в г - ^ ^ - ¥Г>, к > 1, 
3=1 3=1 

Л е м м а 17.10. Пусть при всех i \\А{ \ < 1. Тогда при всех г 

Доказательство . При использовании асимптотических разложе

ний коэффициенты уравнения (17.8) приближены с точностью до 

0(^^+1), поэтому В^ является решением задачи: 

ЩВ1, - ВГ) - д ,ВГ = Fi, В? о, г оо, 
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где 
D , - - D , - , l l Q i - Q i l l , | | F i - F , | | < C o 6 ^ + ^ 

Пусть 2г = Вг - В^. Тогда Ъ является решением задачи: 

о^(2 ,+1 - ъ,) - д . г ^ = - + (д^ - д ^ в , + (в,- - во (в , -+1 - в,-)+ 

Используя лемму 17.3, получим утверждение леммы. 

Для перехода от (17.1)-(17.2) к краевой задаче с конечным числом 

узлов (17.12) требуется находить только А м и Вм-

Используя соотношение (17.6), исходную задачу (17.1)-(17.2) можно 

свести к начальной: 

и,- = A , - U i _ i + Be, i > О, Uo = R . (17.21) 

Решения задач (17.1)-(17.2) и (17.21) совпадают. При всех г < М ре

шение задачи (17.21) является решением задачи (17.12). В силу един

ственности решения задач (17.1)-(17.2) и (17.12) совпадают. 

Коэффициенты A j и В^, используемые в (17.21), могут быть вычи

слены приближенно. Исследуем влияние погрешности в задании этих 

коэффициентов на решение задачи (17,21). 

Л е м м а 17.11. Пусть U - решение задачи (17.21) в случае возму-

пденных A j и B j , при всех г | |Аг|| < < 1. Тогда при всех г 

lUj — Uj < —{max lAj — A j x max lUj + max Bj — B j }. 
1 — 7J г i i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим Zj = \Ji — U j . Тогда ZQ = 0, для 

i > 0 

Zi = AiZi-i -b {Ai - A O U i _ i -b Bi - Bi. 
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Переходя в этом соотношении к оценке по норме, получим утвер

ждение леммы. 

§18. Р е д у к ц и я неявной схемы для параболического 

уравнения к конечному числу узлов 

Рассматривается разностная схема, соответствуюпдая неявной ап

проксимации параболического уравнения, когда пространственная пе

ременная принимает значения на бесконечном интервале. Предлагает

ся способ сведения схемы к конечному числу узлов. 

Итак, рассмотрим четырехточечную разностную схему: 

Ll^u^ = AijuU^^ + Cijul_, -Ь - EiAj = Fij, (18.1) 

0 < г < M , j > 0, MJJ = Pj, 4J 0 при j ±oo. (18.2) 

Предполагаем, что при всех «,j 

Л- j , C - j , Dij > 0, Eij > Aij -\- dj Dij + A , A > 0, (18.3) 

Aj ^ Al Cij ^ C?, Dij ^ Dl Eij ^ El Fij ^ 0, при j ^ oo. 

Aij A], dj C\, Dij D},Eij El, Fij ^ 0, при j - oo . 

(18.4) 

Схема (18.1)-(18.2) появляется, например, при неявной аппроксима

ции начально-краевой задачи для параболического уравнения: 

и{х,0) = Р{х), u{x,t) ^ 0 , х~^ ±оо. (18.5) 
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Предполагается, что 

е > О, c{x,t) > Со > О, / (ж, / ) ^ О, c{x,t) c±oo{t), х ±оо . 

Применение центрально-разностной аппроксимации второй производ

ной по координате х и неявной схемы по t приводит к схеме (18.1)-

(18.2), где 

А ^ = —, Сг^ = Д-,; = = ^ + ~ + с(ж^,<г), Е^^ = —f{Xj,ti). 

Условия (18.3)-(18.4) выполнены. 

Перейдем к анализу свойств схемы (18.1),(18.2). Учитывая усло

вия (18.3)-(18.4), можно заключить, что для оператора справедлив 

принцип максимума и если при всех г, ̂  

Ч з > О' Ч о > О' Ч з > О, < О, (18.6) 

ТО при всех г,^ Ф?, > 0. 
г,3 

На основании принципа максимума нетрудно заключить, что 

и' < А - ^ | | ^ | | + | | Р | | . (18.7) 

Сначала перейдем к разностной схеме с конечным числом узлов по х 

без выделения многообразия решений, удовлетворяюпдих предельному 

условию на бесконечности. При этом будем предполагать, что коэффи

циенты Сг^ И малы, ЧТО соответствуст приведенному примеру. 

Перейдем от (18.1)-(18.2) к разностной схеме: 

= FiJ, 0<1<М, -N<j<N, = Р,-, 

Ь^^й^^ = А^и^^ -Н Ci,NйlJ^_, - Ег^^йХ^ = F¿,J^г. (18.8) 
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Нетрудно убедиться, что для оператора задачи (18.8) справедлив прин

цип максимума, в соответствии с которым из условий: 

Фо,,- > О, < i < ^ ' ^?,-лгФ' > О, 4N^' > О, г = 1 , 2 , М , 

•Ф'* < О 1 < г < М, -N <j <N 
г,3 

(18.9) 

следует, что при всех i,j Ф-*̂  > 0. 

Л е м м а 18.1. Справедлива оценка: 

1 
< -x{\\Ci,-N\\ X \\ul_N-l\\ + 11Д-,Л̂ 11 X l l < A r + l l l } -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим = — й^. Тогда является реше

нием задачи: 

L-jZ^ = 0 1 < г < M , -N <j <N, ZQJ = 0, -N < j < N, 

LI_NZ^ = -Ci-NUi^^N-U LIN^^ = -Di^NUi,N+l, 1 < i < M. 

Теперь утверждение леммы можно получить на основании принципа 

максимума с подбором подходящей барьерной функции. 

В соответствии с этой леммой, если ЦСг-^Ц, ЦД^дгЦ < Сое, то 

при переходе от (18.1)-(18.2) к (18.8) совершается погрешность порядка 

0{е). 

Теперь определим метод перехода к схеме с конечным числом уз

лов, позволяющий повысить точность переноса краевых условий. Для 

этого выделим многообразие решений схемы (18.1), удовлетворяющих 

предельному условию при j œ ж многообразие решений, удовлетво

ряющих предельному условию при j —>• — оо. 

Начнем с правого краевого условия. Для i,j > О определим соотно

шение: 

<J = <Ai-t+I^.P (18-10) 
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где сеточные функции а° и ¡3^ являются решением разностных схем с 

предельным условием на бесконечности: 

(18.11) 

^ 0 . ^ В,,Й,.г + А,,пи, ^ , 0 . ^ о, г- ̂  оо. (18.12) 

Покажем, что при всех г, ^ О < о;?̂ - < 1. Учитывая условие диаго

нального преобладания (18.3), получим: 

о 2С? С? 
'̂ С? -Ь + |С? - Д^| -Ь 2А С? 4- А 

Для достаточно больших ]{] > 3) ъ силу предельного условия -̂ < 1. 

В случае ] < 1 о̂ -̂  < 1 в силу условий (18.3) и соотношения (18.11). 

Итак, при всех 1,] О < < 1. 

Учитывая (18.11), можно показать, что при всех г, 

Для переноса краевого условия из —оо определим соотношение: 

У^,з-1 = < А з + (18-13) 

где сеточные функции а' в. (5^ являются решением разностных схем с 

предельным условием на — оо: 

£). . 21)' 

(18.14) 

Рг,з+1 - _Г ' ^''^ ^ ^ ' ^ ^ (18.15) 
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Покажем, что соотношение (18.10) задает многообразие решений 

схемы (18.1), удовлетворяюших предельному условию на бесконечно

сти. Из (18.10) следует, что при всех i,j 

3 

к=1 

Учитывая, что в этом соотношении О < а^ах < 1, Рг,к ^ 0 , к о о , 

можно показать, что и^^ ^ 0 , ^ ^ оо. 

Аналогичным образом можно показать, что 

А , ; 

И если удовлетворяет соотношению (18.13), то У!-^ —> О, ] ^ —оо. 

Учитывая (18.10) и (18.13), перейдем от (18.1)-(18.2) к схеме с ко

нечным числом узлов: 

О < г < М, -М <2 = Р^, -Л^ < i < К, 

Согласно построению, решения схем (18.1)-(18.2) и (18.16) во всех уз

лах, где определено решение схемы (18.16), совпадают. Коэффициенты 

а. А-лг (18.17) 

из соответствующих задач могут быть вычислены приближенно. Оце

ним влияние погрешности в задании этих коэффициентов на решение 

схемы (18.16). 

Л е м м а 18.2. Пусть - решение схемы (18.16) в случае возму

щенных коэффициентов о;?,лг, Р}-н+1^ причем 
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< 

< 1. Тогда 

1 
1 -

X + 

/ ^ и + 1 - ^ и + 1 1 1 } + 1 ^ { l l ¿ ^ ? Д - ^ ? , 7 v l |x | l< A Г- l l l + ll/^?Д-/5'ivll}• 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть = и^-уР'. Тогда является решением 

задачи: 

Ь1/ = 0, О < г < М, -ТУ < 7 < Л ,̂ =0 , -Н < ^ < 

Zi_N - 01]-н+14,-н+1 = (^¡,-N+1 - (^1-м+1)4-м+1 + Р1-М+1 - Д>лг+ь 

4N - ^и4,м-1 = - <м)4я-1 + Р1М - Р1М- (18-18) 

Теперь утверждение леммы можно получить на основании принципа 

максимума. 

Остановимся на вопросе нахождения коэффициентов (18.17) в пред

положении, что схема (18.1) вырождается при стремлении некоторого 

параметра к нулю. Предположим, что для некоторого г > О при ^ > О 

справедливы разложения: 

к=0 

г 

к=0 

г 

к=0 

= Е 4 ' ^ ' + Р»' PiJ = Т. Р^^, +Р!.р РЬ = 0 ( г - + ' ) . (18.19) 
к=1 к=0 

Найдем из (18.11) на основе асимптотических разложений. 

Определим 

<i = Е р < г. 
к=^0 

(18.20) 

Учитывая разложения (18.19),(18.20) в (18.11), получим рекуррентную 

формулу: 

~ ^(0) 
п=0 

8 8 — П 

П=1 ¿ = 0 

224 



о/С) = с1» ' /£1?- (18-21) 

Аналогичным образом найдем из (18.12) на основе асимптоти

ческих разложений. Пусть 

= Е 4 , ' '^ ' , р < г-
¿ = 0 

(18.22) 

Учитывая разложения (18.19), (18.22) в (18.12), получим рекуррентную 

формулу: 

Рг,з 
71=0 п=1 к=0 

+ Е Dij piJ+l 
п=1 

' Рг,з (0) [ ^^3 

Оценим точность полученных асимптотических разложений. 

По аналогии со случаем трехточечной разностной схемы, рассмо

тренной в §14, можно показать, что решения задач (18.11) и (18.12) 

устойчивы к возмуп];ению коэффициентов, справедлива 

Л е м м а 18.3. Пусть коэффициенты схемы (18.1)-(18.2) возмушсены, 

при всех г > О, ^ > О 

Ё1,з > Аи -Ь Си + Д - - К А, Д-,,- > 2Di,j -Ь А, А > О, 

Аё,,- А1 а - ^ С?, А , - Ь1Д,,- ^ Ё1 Д,,- ^ О, при э ^ оо. 

Пусть д¿-и.p- решения задач (18.11) и (18.12) в случае возмущенных 

коэффициентов. Тогда для некоторой постоянной С при всех 

г > О, ; > О 

(У-г,з (^г,з <Са, \pi^j-Pi^<Ca. 
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Применение асимптотических разложений к решению задач (18.11) 

и (18.12) соответствует тому, что коэффициенты этих задач прибли

жены с точностью 0(г^'^') и в соответствии с леммой 18.3 при всех 

г > О, ^ > О для некоторой постоянной С 

Аналогичным образом могут быть определены а]^ и fЗ}J для ^ < 0. 

Итак, сделаем основные выводы по данной главе. Рассмотрена сна

чала линейная, а затем нелинейная трехточечная разностная схема с 

полубесконечным числом узлов и предельным краевым условием на 

бесконечности. Предложен способ редукции разностных схем к конеч

ному числу узлов. Данный подход обобпден на случай трехточечной век

торной разностной схемы. Это позволяет переносить краевые условия с 

полубесконечной полосы на границу прямоугольной области с заданной 

точностью при рассмотрении эллиптических уравнений. Рассмотрен 

вопрос редукции к конечному числу узлов схемы для параболического 

уравнения. 
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Глава 4 

Р а з н о с т н ы е схемы для нелинейных эллиптических 

уравнений с малым параметром 

В данной главе рассматриваются краевые задачи для линейных и 

нелинейных эллиптических уравнений с малым параметром при стар

ших производных в прямоугольной области и в полуполосе. Рассматри

ваются задачи в неограниченной по продольной координате области 

или задачи, редуцированные к конечной области, поэтому погранич

ный слой по продольной координате отсутствует или слабо выражен. 

Для другой координаты рассмотрены случаи регулярного и парабо

лического экспоненциальных погранслоев. В обоих случаях построены 

разностные схемы и обоснована их равномерная сходимость. Предло

жен способ переноса краевых условий с полубесконечной полосы на 

границу прямоугольной области. 

§19. Нелинейное эллиптическое уравнение 

с регулярным экспоненцисшьным пограничным слоем 

Рассмотрим краевую задачу: 

в случае прямоугольной области: С = {О < х < Ьх, О < 2 < Хг}- Пусть 

дО - граница области, С = СидС, к, к, к-, и - прямолинейные участки 

границы, соответствующие обходу области по часовой стрелке, причем 
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/х соответствует границе {х = О, О < г < Ь2}. Зададим граничные 

условия. Пусть Г- оператор, соответствующий граничным условиям: 

и \1,= фг, ¿ = 1,2, — + ,5з« = фъ(г), (ж, г) е /3, (19.2а) 

и-е13,~ = ф,(х), (х,г)еи. (19.26) 

Предполагаем, что 

£ > О, а(х,г) >а>0, 'ш{г) > а > О, 63 > О, А > О, Д(ж,-г;,м) > /5 > О, 

Г^(х, 2 ,«) + За ; > > О, Г,(х, г,«) - 2 < > /? > 0. (19.3) 

Краевые условия предполагаются согласоваными [41],[124], решение 

задачи (19.1)-(19.2) существует и не содержит угловых пограничных 

слоев. Функции а,ф{, f,w предполагаются дважды непрерывно диффе

ренцируемыми по своим аргументам. 

Задача (19.1)-(19.2) является модельной в случае распространения 

примеси в направлении ветра от стационарно действующего источника 

18], [139], при этом: 

X - координата в направлении ветра, г - высота над ровной поверх

ностью, г¿ - концентрация примеси, е - малый коэффициент диффузии, 

а(^) - скорость ветра в зависимости от высоты, 1и{х) - скорость оседа

ния примеси. 

О ц е н к а п р о и з в о д н ы х . Покажем, что для нелинейного оператора 

{Те, Г) справедлив принцип обратной монотонности [124],[186], в соот

ветствии с которым если р и д - две произвольные дважды непрерывно 

дифференцируемые функции, то из условий 

Тер{х,2) > Т,д{х,г), {х,х) £ О Гр{х,г) > Гд{х,г), (х,г) в дС (19.4) 
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следует р{х,г) > д{х,г), (ж, 2) Е О. Чтобы убедиться в этом, введем 

3 = р — д ж определим линейный оператор: 

дх^ дг^ ^ ^дх ^ ' р - д 
^ о . ^ ^gg ^ f{x,z,p) - f(x,z,g) ^ 

Тогда 

Ьз{х, z) > О, (ж, z)eG rs(x, z) > 0, {x, z) e dG (19.6) 

В силу принципа максимума s(x,z) >0. Итак, оператор (Г^, Г) обратно 

монотонен. 

Л е м м а 19.1. Пусть р ж д - две произвольные дважды непрерывно 

дифференцируемые функции. Тогда при всех {х, г) Е С 

[Ьх ¿ 2 1\ 
p{x,z)-g{x,z)\ < т т — , — , - \\TeP - Т^д||+ 

V а ар] 

—ае 'z - Ь т а х \р{х, 0) — д[х, 0)| ехр 

+ т а х \p{Li, z) — g{Li, z)\a'''eexp[a£~'(x — Li)]-{-

4-max|p(a;,L2) - g^x,L2) \ 4-max |p(0,2;) - g(0,z) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим функцию: 

(19.7) 

4f{x,z) = S{x,z)\\TeP - T^gW + max|p(a;,0) - g(a:,0)|exp —ae 'z 

+ ma.x\p{Li,z) ~ g{Li,z)\a 'eexplae '{x — Li)}^ 

+ max \p{x, L2) - q(x, L2)\ + max |p(0, z) - g(0, z)\ ± (p(x, z) - g(x, 2)), 

где 

S{x,z) = • 

.,-1 xa % если Lia~' < m.iii{L2(T~', Р"'}, 

{L2 - z)/a, если Ьг/сг < mm{Lia~',Р~'}, 

/?~\ если <mm{Lia~',L2l(j}. 
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Тогда 

г) > О, {х, г) е О, Г[Ф(ж, г)] > 0. 

В силу принципа максимума Ф(ж,2;) > О, {х,г) £ С. Это доказывает 

лемму. 

При задании в {19.7) р = и, д = 0 получим оценку решения задачи 

(19.1)-(19.2). В соответствии с этой оценкой < С. 

Оценим производные решения задачи (19.1)-(19.2). Покажем, что 

первая производная по координате х равномерно ограничена, хотя по

следующие производные могут быть неограниченными, по координате 

г имеет место экспоненциальный погранслой около границы 2 = 0. 

Л е м м а 19.2. Для некоторой постоянной С при всех {х,2) £ О вы

полнится: 

дхз 
7 М ( Ж , 2 ) < С [ Ц - е х р [ £ - 1 а ( ж - Д)] ] , ; = 1,2,3 (19.8) 

т м ( ж , 2 ) <С[1 + £-^ех^[-е-'а]], ; = 1,2,3. (19.9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Получим оценку (19.8) в случае 7 = 1. Сначала 

получим эту оценку на границе дС 

Пусть (ж, 2 ) е ¡1. Определим «± (х ,2) = « ( 0 , 2 ) ±Сх. Тогда при 

достаточно большом С выполнится: 

Теи^{х,2) > Теи{х,г) > Теад_(ж,2), {х,г) Е С, 

Ги+{х,г) > Ги{х,г) > Ги_{х,г), {х,г) Е дС. 

В силу принципа обратной монотонности 

м _ ( ж , 2 ) < и{х,г) < UJ¡.{x,z), 
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причем м_(0, z) = г¿(0, z) = г¿+(0, z). Из этих соотношений следует: 

дх 

Следовательно, 

Определим 

Тогда 

ди 
дх 

(0,2) <с. 

д 

дР 
P(x,z)\ < с, (x,z) е Whuk, " "̂ '4̂ ^ '̂ '̂̂ '''̂  ^ ^̂ '̂̂ ^̂  

Из (19.1) следует 

ö2p ß2p Qp ßp 
LxP = —S-;r-^ — £-;r^ + a— W- {f: + 4)P=-fUx,z,u). (19.11) 

dx^ dz^ дх dz 

Определим '^(x,z) = C ± P(x,z). Учитывая (19.10),(19.11), для доста

точно большой постоянной С получим: 

д'^(х z) 
Ф(ж, z) > о, {х, 2) G / i и /2 и /з, ^{х, z) - e ß 4 — > О, (х, z) G /4, 

Д Ф ( ж , 2 ) > о , (ж,2) e G . 

в силу принципа максимума Ф(ж, z) > О, (а:, 2) G G. Это доказывает 

оценку (19.8) при j = 1. 

Получим (19.8) при j = 2. Сначала докажем, что 

92^(0, 2) 
(19.12) 

Определим и±(х, z) = F(0,2) ± Сж. Тогда при достаточно большом С 

выполнится: 

LzU+(x,z) > LxP{x,z), (x,z) G Gy ru+{x,z) > rP(x,z), {x,z) G dG. 
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в силу принципа максимума и+(х, г) > Р{х, х), (ж, г) € С. Аналогично 

можно показать, что и-{х, г) < Р(х, 2), {х, г) £ С. Как и в случае ^ = 1 

из этих соотношений следует (19.12). 

Теперь докажем, что 

дх^ < 
С 

(19.13) 

Определим и±{х, г) = P ( i^ l , 2) ± С{1 - ехр[т £ '{х - Ьх)]), где 

т > та.ха{х,г). Тогда 

1з;и+(х, г) > - /^(0,2, и) + /?С[1 - ехр{те~'{х - Д))]-!-

-Ьё:~-^(т^ — ат)С ехр{те~'{х — ¿ 1 ) ) . 

Следовательно, при достаточно большом С 

Ьхи+{х,г) > Ьз;Р(х,2), (х,2) £ G , Ги+{х,2) > ГР{х,г), (ж, 2) £ дС 

В силу принципа максимума и+(х, х) > Р(ж, 2), (ж, 2) Е ^ . Учитывая, 

что г¿+(Ll,2) = Р ( Ь 1 , 2 ) , получим 

Аналогично можно доказать,что 

дР ди-

Это доказывает оценку (19.13). 

Определим 

Я = Ф(ж, 2) = с [1 + ехр[ае~'{х - Хх)]] ± (5(х, х). 

Тогда 

ЬххЯ = - е ^ _ + а — - + ( Д + 2 а ; ) Р = ^ ( х , г , « ) , 
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где \F{x,z,u)\ < CQ. Учитывая (19.13), можно показать, что при 

достаточно большом С 

Ьхх^{х, z) > о, {х, z) е с, г^(х, z) > о, (х, z) е дс. 

в силу принципа максимума Ф(ж, z) > О, {х, z) G G. Это доказывает 

оценку (19.8) при j = 2. Оценка (19.8) при j > 2 доказывается анало

гично. 

Теперь начнем обоснование (19.9). Запишем уравнение (19.1) в виде: 

е-^ + = F{x, z, и), w{0)u{x, 0) - е— = 04(ж), и{х, L2) = ф2{х), 

(19.14) 

В силу (19.8) \F{x,z,u)\ < С. Из (19.14) следует: 

Z Z S 
u'^(x,z) = г¿;(ж,0)exp{— J e~'w{s)ds}-\— J F(x,s) exp{— j e~'w(t)dt}ds. 

0 ^0 ^ 

(19.15) 

Из (19.14)-(19.15) следует (19.9) n p n j = 1. 

Оценим 
Q{x,z) = 

dxdz' 

Имеем: 

д'^О д'^О до дР 
L,,Qix, z) = - е ^ - е - ^ + « - ^ _ « ; _ + (/; + - = F{x, 2, и), 

где 

1 + - ехр{ае~'{х — Li)} -Ь - exp{—cre~'z} 
S S 

Определим 

<Jj{x, z) = C{l+ ехр{аб~\х - Li)} -Ь б'' exp{-as-'z}} ± Q(x, z). 

233 



Теперь нетрудно показать, что при достаточно большой постоянной 

С выполнится: 

ХФ(ж,2) > О, {х,г) € О, ^{х,х) > О, (ж, г) е дС. 

В силу принципа максимума Ф(ж,2) > О, (ж, г) е (5, откуда следует, 

что 

^ < Со {1+ е-' ехр{ - гте -14} . (19.16) 

Начнем обоснование (19.9) в случае ] = 2. Из (19.14) следует 

Докажем, что 

и{х,12) <С. 

(19.17) 

(19.18) 

Для этого уравнение (19.1) рассмотрим в области 

В = {О < X < 1, ^2/2 < г < Ь2}. Согласно оценке (19.9) при j = 1 

ди 
дг 

<С 

при всех (х,г) Е В. Определим 

Тогда 
^ 2 р ^ р ^ р 

Для достаточно большой постоянной С выполнится 

Ь^и+{х,г) > О, {х,г) Е -О, м+(ж,2) > Р(х,х) при (ж, 2) Е 51). 

В силу принципа максимума и+{х,х) > Р{х,г),{х,х) Е В. Учитывая, 

что и+(х,Ь2) = Р(ж,Ь2), получим: 

дР{х,Ь2) ^ ди+{х,Ь2) 

дх дг 
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Аналогичным образом можно показать, что 

Это доказывает оценку (19.18). 

Определим 
^2 и 

Тогда 

где с учетом (19.16) 

Г{х,х,и)\ < Со |1 + ^ ехр{ае'''{х - Ьх)} + ^ехр{-сге~^2;} | . 

Определим 

Ф(ж, 0) = С {1 + ехр{а£"^(ж - ¿ 1 ) } + ехр{-ае~'х}} ± д{х, х). 

Используя оценки (19.17),(19.18) нетрудно показать, что при доста

точно большой постоянной С выполнится: 

Д^Ф(ж,2) > О, (х,х) е с, 4!{х,х) > о, (х,х) е дС. 

в силу принципа максимума Ф(х,2;) > О, {х,х) 6 С, что доказывает 

(1.6) при 2 = 2. Случай 7 = 3 аналогичен. Лемма доказана. 

Выделим в решении и{х,х) составляющую, задающую погрансдой

ный рост решения по координате х: 

Уо(х,х) = 7(ж) ехр —е 'х , 7 = - г « ; ( 0 ) - Ч ( х , 0 ) . 

Представим и[х,х) в виде: и{х,х) = Уо(х,2) -|- К{х,х). Покажем, что 

функция К(х, г) не содержит погранслойного роста решения по х. 
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Л е м м а 19.3. Найдется постоянная С такая, что 

< С [1 + е'-^ ехр —е 'их , 7 = 1,2,3. (19.19) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Получим оценку (19.19) при 7 = 1. Краевую за

дачу относительно К{х,х) можно записать в виде: 

а д ( ж , о ) 
= 0, К(х,12)=ф2{х)-Уо{х,Ь2), (19.20) 

где для некоторой постоянной С \Е1(х, х)\ < С. Из (19.20) следует 

К'^(х, ^) = - / Р1(х, з) е х р { - У e~'w{t)dt}ds. 

Из этого соотношения получаем (19.19) при 7 = 1. 

Докажем (19.19) при 7 = 2. Из (19.20) следует 

П{х,х) 

Докажем, что 

Определим область 

Щх,Ь2) <с. (19.21) 

В = {д<х<Ь1, 1212 <х< ¿ 2 . } 

Пусть 

Нетрудно показать, что 

Ь,Р = Г2{х,х), 1^2(̂ ,2)1 < Со (х,х)еП. 
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Теперь можно показать, что для достаточно большой постоянной С: 

Ди+(ж, г) > Д Р ( ж , 2 ) , (х, 2 ) е в , и+{х, 2 ) > р{х, 2 ) , (х, 2 ) € Г{В), 

где Г{В) - граница области В. В силу принципа максимума 

и+(х,2) > Р{х,г), (ж, 2 ) Е 1). Следовательно, 

дР{х,Ь2) ^ _5и+(а;,1.2) 

Аналогичным образом можно показать, что 

дР{х,Ь2) ^ ди-{х,12) 
дх ~ дх 

Из этих двух соотношений следует (19.21). 

Пусть 

Тогда 

Ь,,д(х,х) = Р^(х,х), 

Рг{х,г)\ <Со^1 + ^ехр{ае-\х-11)} + ^ехр{-а£-'х}^, {х,х) еС. 

Определим 

^{х, 2 ) = С {1 + ехр{о;£~^(ж - Д ) } + е'' ехр{-а£~'х}} ± (^(ж, х). 

Теперь нетрудно показать, что при достаточно большой постоянной 

С выполнится: 

Lzz'^ix,x) > о, {х,х) е с, Ф(ж,2) > о, {х,х) е дС. 

в силу принципа максимума Ф(ж,2) > О, (х,х) Е О, что доказывает 

(1.16) при j = 2. Случай других j аналогичен. Лемма доказана. 
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П о с т р о е н и е и обоснование разностной схемы. Итак, решение за

дачи (19.1),(19.2) содержит экспоненциальный пограничный слой око

ло границы {2 = 0, О < а; < Ьх}. Добиться равномерной сходимости 

разностной схемы для такой задачи можно либо подгонкой схемы к 

погранслойной функции [105], либо специальным мельчением сетки в 

пограничном слое [15]. Первый подход не требует ограничений на шаги 

сетки и в этом смысле представляется более привлекательным. Оста

новимся на этом подходе. 

Пусть и - равномерная сетка области С: 

П = {(xi,Zj), i = 0,1,...,Н1, j = 0,1,...,N2, к1 = Х1-Х{_1, /г2 = 2 у - 2 ^ _ 1 , 

Определим разностную схему для задачи (19.1)-(19.2): 

T¡^Ju' = -еК%и^-^^)к1и^^а{х^,х^)К'У-ю{г^)К^^ = О, 

4,з = Ф1{^^), 7=0,1,...,7У2, и1щ = ф2{х1), г = 0,1,...,Л^1, 

" Ь^х—— ^з^лги- - ФAzj), 

Г1и^ = <о-А[1-ехр(-«;(0)£-^/12 ) ] - '« ; (0)(и,-д-«^,о) = ФА{хг), (19.22) ,-1 - г 

где 

^ = = ^ № c o t h 
/11 ' ^ 2/̂ 2 2 2е 

Схема (19.22) является обобщением схемы из [105] на случай нели

нейного эллиптического уравнения и смешанных краевых условий. 

Пусть - оператор, соответствующий заданию граничных усло

вий в схеме (19.22). Покажем, что разностный оператор {Т^,Г^) -
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обратно монотонен, то есть если т! - две произвольные сеточные 

функции, то из условий: 

Т^\р^] > Т'*[д'̂ ] на О", О" = ^ - дП, Г > Т > П1д 0̂ о О 

следует р'* > д^ на О. Пусть =р^ - д^. Тогда 

= -еА^^з' - е^^^Кгз' + a{xi, г^)А^з' - гп{х^)ф' + Ь^^з^ > О, 

(19.23) 

где 

Для оператора (Ь^, Г^) справедлив принцип максимума, поэтому 

8^ > 0. Это доказывает, что оператор (Т^,Г^) обратно монотонен. Из 

этого свойства следует единственность решения схемы (19.22). 

Получим оценку устойчивости схемы (19.22). 

Л е м м а 19.4. Пусть р^ ж д^ - две произвольные сеточные функции. 

Тогда 

- <£,з Г > ' ^ 1 - ^ ' Й 1 1 + т а х Ь ^ о - д г - о | х 

X ехр[—сг£~-^2^]/(7-(-тах \p\!^^j—g%^^j\(У•~^{£+o¿hl) ехр[а{е+(У.к{)~'{х{—Ь1)\+ 

(19.24) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим сеточную функцию: 

+ ш р \Р1^^ - д1^^ I + ш^ах \р^^^ - д^^ 

Чз = ^ г - , - | | - Т^'Ь'Ш + тах\Р1, - д1,\ехр —ае 'г. /а + Ф1^+ 

где 

+ т а х \Р1^^ - g^д,J + шах \р1^ - до^| ± {р1^ - д^.), 

Ф1^ = {1 + аНхе-'у-^^, 
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-1 если Ьха'' <шт{Ь2/(т, 

(Ь2-2^) /сг если Ь2/(т <шт{Ь1а~', 1/^}, 

если 1/13 <шт{12/(т,11а~'}. 

Тогда 
/1Г-,Тг/1 

в силу принципа максимума Ф'* > О на О. Это доказывает лемму. 

При задании в (19.24) = и^, д^ = О получим оценку решения 

схемы (19.22). В соответствии с этой оценкой |г¿'*| < С. Покажем, что 

схема (19.22) обладает свойством равномерной сходимости. 

Т е о р е м а 19.1. Пусть - решение схемы (19.22), и - решение зада

чи (19.1)-(19.2). Найдется постоянная С такая, что при всех (х{, х^) Е ^ 

выполнится 

- u{xi, < С{к1 + /12). (19.25) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть = — [и]^. Тогда 

Ь 8 = 1 и — 1 [Що^, (19.26) 

где соответствует (19.23) с 

= \1(Хг, ^^,и1-) - f{Xi, г^, и(Хг, Х^))]/14^ - и{Хг, Zj)] 

Нетрудно показать, что 

+ \ дх и + 

9\j 
дх"^ и + 

и (19.27) 

По аналогии со случаем обыкновенного уравнения, рассмотренного в 

главе 1, можно показать, что для произвольной достаточно гладкой 
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функции функции Р(х, г) справедливы соотношения: 

^Р'>3 _ Дглр 
дх НИ 

1x^1 

д'^Р 
дх'^ 

{х, 2у) йхйз, 

^ ^^3 _ \гз г р -

'^^^^ • 
Хг-1 

д^Р 
дх^ 

(1х, ^ ^ЬЗ _ дг^ г р < 

д^Р 

дг^ 
{х1,г) ¿ 2 , ^^• '^•-л;^ ' [р 

52 

а^Р 
(^ ¿ ,2) 

-I 52Р 

522 
(Хг, 2) Л:^[Р]а 

Учитывая оценки производных (19.8), получим: 

< 

С?2. (19.28) 

г,3 г,3 и 

+С/г1[1 + (/̂ 1 + е)~'ехр{ае~\хг+1 - Ьх)) 

+ 

(19.29) 

Для оценки погрешности аппроксимации по переменной 2 использу

ем представление решения в виде и{х,г) = Уо{х,г) -Ь Е{х,г). Оценим 

погрешность аппроксимации отдельно на функциях Уо(ж, 2) и Р(ж, 2). 

Учитывая, что схема (19.22) получена на основе подгонки к погран-

слойной функции Уо(ж,2), получим: 

, 5 2 2 ; 
г,3 

\дг I г,3 
< 

Ск2[1 + (к2 + е)-'ехр(-(те-'2^_1)]. (19.30) 

Учитывая оценки (19.27) и лемму 19.3, получим оценку (19.30) для 

функции Р(ж, 2). 

Итак, для некоторых постоянных С1 и С2: 

•^ьз^ ^ьз ^ Ч п | < ^1^11 Ч- {к1-\-е)~'ехр{ае-\х1+1 - Д ) ) ] + 
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.-1 (19.31) 

Определим сеточную функцию Ф'*: 

Ф^. = СзД1Ф?+и + С^^2е1__, + Сь{к1 + к2) + Сб/цФ^- ± 81^, 

где 

Ф^ •= (1 + , е ^ = е х р 672 Л 
V 2е) 

Нетрудно убедиться, что при всех ¿ ,7 

ехр[о;(2г + акхУ^х^ - Д ) ] > Ф ? > ехр[о;(2е)"'^(Жг - Д ) 

-,2 
а (Т , / (тк2^ 

- 4£Ч-2а/11 '"̂  - /¿2 V 4г / 
(19.32) 

Из соотношений (19.26), (19.30)-(19.32) следует, что при достаточно 

больших постоянных Сз, С4, С5 выполнится 

4^.Ф'*>0, г = 1,2 , . . . ,ЛГ1-1, 7 = 1 , 2 , . . . , Л Г 2 - 1 . (19.33) 

Покажем, что при достаточно больших Сз, С4, С5 Г'^Ф'* > 0. Запи

шем краевые условия для погрешности з^. Имеем: 

4 , . = О, = 0,1,...,]У2, 4лг, =0 , г = 0,1,...,А^1, 

Гз.^ = | ^ ( Х ь . . ) - Н1 
ди 

Г 4 / = А[1 - ехр{-и;(0)е-Ч2)]-М^)Ы - Щ^о) - Р^е-^^х^ 0). (19.34) 

Оценим Г:^8^. Учитывая (19.28) и привлекая оценку второй произ

водной по X согласно (19.8), можно получить: | Г^8^\ < С^к1/{к1 + е). 

Теперь оценим Г/^з^. Исходя из представления решения 

и{х, г) = Т^(гс, 2) -(- К{х, 2) и учитывая, что краевое условие при 2 = 0 

построено так, чтобы аппроксимация производной была точной на 
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функции Vo? получим: 

- ßA£-^{Xi, 0), £ = -г 77т 77-

< Ch2 и используя оценки производных (19.19), Учитывая, что ё — £ 

получим |r4s'*| < C/l2-

После того, как оценена погрешность в задании краевых условий, 

можно показать, что для достаточно больших постоянных 

{Ck}, А; = 3,4,5,6 выполнится > 0. Учитывая (19.33), из прин

ципа максимума получим, что покомпонентно Ф'* > 0. Это доказывает 

требуемую оценку (19.25) в случае г < Ni, j > 0. 

Пусть г = Ni. Из краевого условия Г^и^ = ф^{г^) следует 

< Chi. Тогда, очевидно, 

Пусть j = 0. Учитывая, что аппроксимация производной г¿; в крае

вом условии подобрана так, чтобы она была точной на функции Vo{x,z), 

привлекая оценки производных (19.19) и учитывая неравенства (19.27), 

получим: 

sl, - A l l - expi-w{0)£-%]-'wiO)isl - 4о)1 < 

<ßA 

<ß4£ 

dR 
1 _ exp{-w{Q)£-'h2\-'w(()){Rl, - R^o) - s~-{xi,0) 

dz 

{w(Q)h2£-4[^ - exp{-w(0)£'%)] - 1) '̂'̂  ~ ^̂ '̂  

< 

h. + 
Ri,i — Ri,o dR 

dz <Ch2. 

Учитывая, что |§-*д 

Теорема доказана. 

< C/ i2 , из этого соотношения получим \SiO <Ch2. 
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Если решение схемы (19.22) найдено, то граничный поток еи'^{х,0) 

можно определить по формуле: 

X 
<1 - 4,0 

е ^ ^ Ч ^ ь и ) ^£^_ ехр(-«;(0)г-1/г2) " Н2 

Учитывая краевые условия разностной схемы и дифференциальной за

дачи, несложно показать: 

<С/12. 

Случай краевого условия второго рода. Остановимся на случае, 

когда вместо условия (19.26) для границы /4 задано условие: 

ди 
= О, {х,г) е и. (19.35) 

При моделировании распространения примеси условие (19.35) соответ

ствует отражению примеси от поверхности [18]. Можно показать, что 

в этом случае пограничный слой по координате 2 отсутствует и спра

ведлива оценка: 

ти{х,г) < С [1 -Ь е'-^ ехр —е их , = 1,2,3. (19.36) 

Согласно (19.36) первая производная решения по координате г ограни

чена, остальные производные при малых е могут неограниченно расти 

около границы 2 = 0. Представляет интерес исследовать, сходится ли 

в этом случае схема направленных разностей, которая прош;е специ

альных схем, учитываюпдих погранслойный рост решения. 

Выпишем схему направленных разностей для задачи (19.1)-(19.2) в 

случае краевых условий (19.2),(19.35): 

-e^'iu^-e^luЧa(xi,Zj)Щu^-w{zj)K'¡u'^ + f{x^^ = О, 
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и \з=Ф1{^з). i = 0,1,...,TVs, ulJ,^ = Ф2{xi), z = 0 , l , . . . , i V i , OJ 

Ци^ = Ui^i - Ui^o = 0. (19.37) 

Т е о р е м а 19.2. Пусть - решение схемы (19.37), и(х, г) - решение 

дифференциальной задачи (19.1)-(19,2а),19.35). Найдется постоянная С 

такая, что при всех (жг, Zj) £0, выполнится 

и lj-uiXi,Zj)\<C{hi + h2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть = — [м]^. Учитывая оценки (19.28) 

для погрешности разностных аналогов производных, привлекая оценки 

производных (19.8), (19.36), можно получить: 

и < Chi[l + (hi + e)-'exp{as'\xi+i - Li)) 

+C/i2[l + (/i2 + £)~'^exp{-a£-'zj_i) 

Определим линейный оператор: 

(19.38) 

где 

^ {f(xuZj,u(xi,Zj)) - f(xi,Zj,ulj)]/slj >(3>0 

Тогда 

4 / = Ttju' - Ttj и 

Теперь определим сеточную функцию Ф'*: 

^1 = ClhlФl,^J + C2h2elJ_, + c,hl + с,К2 ± 5 ^ . , 

где 

ф('. — 
i-Ni 

В-• 
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Учитывая оценки (19.38), можно показать, что для достаточно 

больших постоянных выполнится 

Ь ^ Ф ' > 0 , 1 < г < Л Г 1 , l<j<N2, Г'^''>0. 

В силу принципа максимума покомпонентно Ф'* > 0. Это доказывает 

теорему. 

Итак, в случае краевого условия (19.35) схема направленных раз

ностей (19.37) обладает свойством равномерной сходимости. 

Схема (19.37) представляет собой систему нелинейных алгебраиче

ских уравнений. Определим метод линеаризации этой схемы. Пусть 

ди 

Выпишем модифицированный метод линеаризации Пикара: 

= Ми1^-Лх1,г^,и1з). 

ulf = фl{zj), 7 = 0,1,...,АГ2, u^%\ = ф2{xi), г = 0,1,...,]У1, 

"я.,,- = ^ ^ ) , < Г - < = 0 . (19.39) 

На основании принципа максимума можно показать показать, что при 

всех п 
п+1 . Ь I ̂  /-1 /ЗЛ/Г—1\ „,и 

и ' — и и — и 

На каждой итерации система (19.39) линейна, матрица этой систе

мы неразложима, имеет слабое диагональное преобладание. Согласно 

([40],стр. 259) точечный и блочный методы Гаусса-Зейделя являются в 

этом случае сходяп];имися. 

Аналогичным образом может быть разрешена схема (19.22). 
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§20. Эллиптическое уравнение с параболическими 

экспоненциальными слоями в полубесконечной полосе 

В данном параграфе рассматривается эллиптическое уравнение с 

малым параметром при старших производных в полубесконечной по

лосе. Такая задача может моделировать распространение примеси в 

направлении ветра. Предложен способ перехода к прямоугольной обла

сти с оценкой возникающей погрешности. В качестве граничного усло

вия на искусственной границе предлагается использовать вырожденное 

по продольной координате уравнение. Для задачи, полученной в пря

моугольной области, обосновывается разностная схема на специальной 

неравномерной сетке. 

Определим \\р 

Р 

S = шах 
x>s 

р(х) | , ДЛЯ функции двух аргументов 

= шах Р{х,у)1 \\p\\s= шах\р{х,у)\. \\f 
x>s, у 

= шах 
п,т 

Рассмотрим краевую задачу: 

"и д^и ди 

и(х,у) = фi, {х,у) е k i = 1,2,3, }imu(x,y) = О (20.2) 

для полубесконечной полосы: D = {О < х < оо, О <у где h^hJz 

- прямолинейные участки границы: Ii = {у = 0^ О < х < со}, 

/2 = {j^ = О, О < 2/ < 1}, /з = = 1, О < а: < оо}, 

Г = / i и /2 и ¿3 , = D\r. Предполагаем, что функции a,Ь,f,фi 

дважды непрерывно дифференцируемы по своим аргументам, функции 

а, Ъ имеют заданные пределы при ж —̂- оо, 

8 G (0,1), А > а(х,у) > а > О, В> Ь(х,у) > /3 > О, (20.3а) 
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1ш1 (/),(х) = 0, г = 1,3, 1ш1/(ж,у) = 0. 
ж—»-оо 

(20.3^) 

Предполагаем, что выполнены условия согласования краевых условий 

41], когда решение и(х,у) существует, является достаточно гладкой 

функцией в области П и нет угловых пограничных слоев. 

Для задачи (20.1)-(20.2) справедлив принцип максимума, в соответ

ствии с которым для произвольной дважды непрерывно дифференци

руемой функции Ф{х,у), имеющей предел при х —5- оо, из условий: 

Ф | г > О, ]пп > О, Те^{х,у) < О, {х,у) е В' (20.4) 

следует Ф(ж,?/) > О, (х,у) £ В. 

Л е м м а 20.1. При всех {х,у) £ В \и{х,у)\ < Ф(ж,?/), где 

Ф(х,у) = + ||</>2||ехр{гож} + ||<^1||ехр{-(/?/£)"-^?/}-Ь 

+Ш\ехр{(^/5)°-^(у - 1)}, Го = -2/3/{А -Ь .Щ+^е}- (20.5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим Ф(ж,?/) = Ф{х,у) ± и{х,у). То

гда справедливы соотношения (20.4). В силу принципа максимума 

'^{х,у) > О, {х,у) £ В. Это доказывает лемму. 

Определим прямоугольную область: 

Вь = {О <х <Ь, О < у < 1}. 

Пусть й{х,у)- решение задачи в области : 

Г,й = / (ж ,у ) , (х,у)£В1 й{х,у) = ф1, {х,у)£11 г = 1,2,3, (20.6) 

Пей(х, у) = а(х,У)д^ + Ь(х,у)й - е-^ = - / ( ж , у ) , (ж,у) £1\, (20.7) 

где В\, /•* соответствуют В^, при переходе к прямоугольной области, 

/0 = {ж = ^ , 0 < у < 1 } , Гь = / ? и / § и / § . 
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Покажем, что для задачи (20.6)-(20.7) справедлив принцип макси

мума. 

Л е м м а 20.2. Пусть ^{х,у) - произвольная дважды непрерывно 

дифференцируемая функция в Dx. Тогда из условий: 

Ф(ж,у) > О, {х,у) е Гь, ТеФ(х,у) < О, {х,у) е П1 Re^{x,y) > О 

(20.8) 

следует Ф(ж,?/) > О, {х,у) Е DL-

Доказательство . Предположим, что при каких-то (х,у) оказалось 

Ф(х,?/) < 0. Пусть {хо,уо)- точка глобального отрицательного мини

мума функции Ф(ж,?/) в области DL- ЕСЛИ (жо,г/о) ^ то данная 

точка является точкой локального отрицательного минимума и полу

чим противоречие с условием Те'Ф{хо,уо) < 0. Остается рассмотреть 

случай XQ = L. Тогда из условия > О следует Ф;(ЖО,?/О) > О, что 

противоречит тому, что (хо,уо)- точка глобального минимума. Лемма 

доказана. 

Л е м м а 20.3. При всех у 

lim й{Ь, у) = 0. 

Доказательство . Зададим М € (0,L). Докажем, что при всех 

xe[M,L] \й{х,у)\ < S(x,y), где 

S{x,y) = | |й(М,?/)||ехр{го(ж--М)}н-1|/| |м/?"'Ч||(?^1 | |м + ||<^з||м. (20.9) 

Доказать (20.9) можно на основе принципа максимума, определив 

область {М < X < оо, О < у < 1} и задав для этой области 

Ф(ж,?/) = S(x,y)±u{x,y). 

В силу условий (20.36) для заданного А > О можно подобрать М таким 
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образом, что 

| | / | | м / ? ' Ч ||</>1||м + Н'/'зНм < А / 2 . 

Учитывая (20.9), можно получить | |й(М,?/)| | < С. Следовательно, 

( Ь , у ) | < С е х р { г о ( 1 : - М ) } + А / 2 . 

Таким образом, для некоторого Ь выполнится 11'й(1/, у)11 < А. Это до

казывает лемму. 

Теперь оценим близость решения задачи (20.6),(20.7) к решению 

исходной задачи (20.1),(20.2) при х < Ь. 

Л е м м а 20.4. При всех {х,у) £ Вь 

и{х,у) - й{х,у)\ < 
а' 

и{1,у) ехр{а£ '(х — Ь)}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим х = и — й. Тогда 

Тег{х,у) = О, {х,у) е П1, 2(х,у) = о, {х,у) Е Гь, Пег = е^и(Ь,у). 

Определим 

Ф(ж,?/) = 
а' дх^ 

и{1,у) ехр{о!£ '{х — Ь)} :к г(х,у). 

Для функции Ф(ж,^/) выполнены условия (20.8). В силу принципа мак

симума Ф(ж,?/) > О, {х,у) Е -Оь- Это доказывает лемму. 

О ц е н к а п р о и з в о д н ы х . 

Л е м м а 20.5. Пусть при всех (ж, у) Е В 

Ь{х,у)>р, Ь{х,у) + 2а',{х,у)>р>0. 

Тогда при всех {х,у) Е О для некоторой постоянной С 

(20.10) 

ди 
дх 5ж2 

< С. (20.11) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для оценки производных используем подход, 

применяемый в предыдущем параграфе. 

Оцениваем Р(ж, у) = г¿;(ж, у). Сначала проведем оценку на границах 

области П . Остановимся на случае границы /2- Определим область 

П2 = {О < X <1, О <у <1}. Для этой области определим 

и±{х,у) = и{0,у)±Сх. 

Для некоторой достаточно большой постоянной С 

щ{х,у) > и(х,у), {х,у) € Г(1)2), Теи+{х,у) < Т^^х^у), {х,у) е П1 

где Г(Ю) - граница области В. В силу принципа максимума 

и+{х,у) > и{х,у), (х,у) е А . 

Учитывая, что щ(0,у) = и(0,у), получим: 

и{0,у) <—и+{0,у), 0<у<1. 
дх дх 

Аналогично можно доказать, что 

и(0,у)>--и_(0,у). 
дх дх 

Из этих двух оценок следует, что 

д 
-и{х,у) < с, {х,у)£12. дх 

На границах /1 и /3 аналогичная оценка справедлива в силу ограни

ченности производных ф^(х), г = 1,3. 

Перейдем к оценке производной внутри области. Нетрудно пока

зать, что 

д^Р д^Р дР 
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Определим ^{х,у) = С ± Р(х,у). Тогда для достаточно больпюй 

постоянной С: 

Ф(ж,^) > О, (х,у) е Г , lim Ф(ж,^) > 0,Г,Ф(ж,2/) < О, (х,у) G 

В силу принципа максимума Ф(ж,^) > О, {х,у) е D. Это доказыва

ет первую оценку в (20.11). Вторая оценка доказывается аналогично. 

Лемма доказана. 

Итак, если выполнены условия (20.3),(20.10), то в соответствии с 

леммами 20.4 - 20.5 для некоторой постоянной С при всех {х,у) G DL 

и(х,у) — й(х,у)\ < Се^ exp{as''{x — L)} . 

Оценим производные решения редуцированной задачи (20.6),(20.7). 

Л е м м а 20.6. Пусть в дополнение к (20.3а) 

а = а{х), h{x, у) + 4а'(ж) > ß > 0. 

Тогда для некоторой постоянной С при всех (х,у) Е DL 

(20.12) 

дуз 
тй{х,у) <С[1 + ff-^'/2 {ехр{-(т/еу/'^у} + ехр{{т/еу/''{у 

ß/2<m<ß, i = 1,2,3,4, 

1)})] 

(20.13) 

^ 74^^ у) dxJ 
<C[l-\-e'-^exp{s-'a{x-L)}], j = 1,2,3,4. (20.14) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Начнем с обоснования оценки (20.13) при j = 1. 

Оценим й' на границе Г^. Начнем с 1^. Определим 

и±{х, у) = й{х, 0) ± С{1 - ехр{-у/^}). 
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Определим г{х,у) = и+(х,у) - й(х,у). Тогда для достаточно большой 

постоянной С выполнятся условия: 

2{х,у) > О, (х,у) е Гь, Rez(x,y) > 0. Г,2(ж,^) < 0. (х,у) е В1. 

в силу леммы 20.2 г{х,у) > О, {х,у) € 1^1. Следовательно, для доста

точно большой постоянной С выполнятся условия : 

и+{х,у) > й(х,у), {х,у) е Пь, м+(ж,0) = й{х,0). 

Следовательно, 
0 д 

—й(х,0)<—и+(х,0). 

Аналогично можно доказать, что 

—й{х,0)>—и_{х,0). 

Из этих двух оценок следует 

й(х^О) 
ду 

(20.15) 

Аналогичная оценка производной справедлива на границе /3. 

Определим 

Р{х,у) = —й{х,у), 

Ф(ж, у) = С 1 -Ь е~'^^ (exp{-Vm£-'y} + exp{Vm£-'{y - 1)}) ± Р ( ж , у). 

Нетрудно убедиться, что ТеР = f'y + Ь'уи. С учетом полученных оценок 

на границе области DL, МОЖНО показать, что для достаточно большой 

постоянной С для функции Ф(х,у) выполнятся условия (20.8). В силу 

леммы 19.2 Ф(ж,у) > О, {х,у) G DL- ЭТО доказывает оценку (20.13) 

при i = 1. В случае j = 2 определим 

и±(х,у) = Р{х,0) ± -=(1 - ехр{-у/у/£}). 
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Если ввести 
52 

то ВД = Р(ж,у) , где 

\Г(х, у) | < С1 [1 + е-'/' {ехр{-(те-'У^'у} + ехр{(те-у% - 1)}) 

И в этом случае при задании 

4>{х, у) = С 1-\-£~' (ехр{-л/гпё^у} + ехр{у/тР^{у - 1)}) ± д{х, у) 

выполнятся условия (20.8). В силу леммы 20.2 Ф(ж,у) > О, {х,у) Е 0£. 

Это доказывает оценку (20.13) при j = 2. Доказательство (20.13) при 

других 7 можно провести аналогичным образом. 

Перейдем к обоснованию оценки (20.14) при j = 1. Запишем урав

нение (20.6) в виде уравнения но неременной х: 

(20.16) 
д^й дй 

£— - а{х)—- = Г{х,у), 
дх'^ дх 

где с учетом оценки (20.13) \Г{х,у)\ < С. Уравнению (20.16) соответ

ствуют краевые условия: 

й{0,у) = ф2(у), Еей{х,у) = -/(х,у). (20.17) 

Учитывая, что в соответствии с условиями (20.17) производная йх{Ь, у) 

ограничена, на основании приема, используемого для обыкновенного 

дифференциального уравнения в главе 1, можно убедиться в справед

ливости оценки (20.14) при j = I. 

Докажем (20.14) при j = 2. Из уравнения (20.6) следует, что 

дх^ 

Задавая 

О 

д . 
и±{х,у) = —й{0,у) ± Сох, 
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по аналогии с обоснованием (20.13) можно показать: 

5 2 „ 
й(0,у) < С о . 

Определяя 

дЧ 
Ф(ж,2/) = С [1 + ехр{а£ ^(ж - Щ ± ^ ^ 3 , 

на основании принципа максимума убедимся в справедливости оценки 

(20.14) при 7 = 2. Случай других ] аналогичен. Лемма доказана. 

Обоснование разностной схемы. Согласно лемме 20.6 решение, 

й{х,у) может имееть пограничные слои около границ и /§. Построить 

равномерно сходящуюся схему, можно за счет мельчения сетки около 

этих границ. 

Пусть О = {{xi,yj},i = 0,1,...,]У1, j = 0,1, ...,N2} - сетка обла

сти В, с постоянным шагом /¿1 по координате х ж с неравномерными 

шагами по у. Предполагаем, что N2- четно. Сетку по координате у 

определим в соответствии с работой Н.С. Бахвалова [15]. Пусть 

у^ = Щ), tj=j/N2, j=0,l,...,N2. 

Определим Л(^) при ̂  < 0.5 Зададим постоянные ао и д, исходя из 

ограничений ао > 4//?, О < д < 0.5 В случае л/е < 2д/ао определим 

т = 

где 

Ф(^), если О < ^ < ао, 

Ф(ао) + '^'{o¿o)(t - ао), если ао < t < 0.5, 

ф(^) = аоу/ёЪ. 

(20.18) 

ао = {3 — 1)3 д, 3 является корнем нелинейного уравнения: 

1 / 1 ^ 
1п(5) = - 1-Ь 5 ( 1 -

2аоу/ё V 2д. 
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в [15] предлагается находить «о на основе метода секущих в соответ

ствии с итерационной формулой: 

а 

В случае ^/ë > 2д/ао зададим Л(/) = t, что соответствует равно

мерной сетке. Для t в [0.5,1] зададим Л(^) = 1 - Л(1 - t). 

Предполагаем, что всюду ниже а = а{х). 

На построенной сетке О определим разностную схему: 

и^о = Ф1(х1), = фз{xi), г = 0,1,...,АГ1, 4^ = ф2{у^), ] = 0,1,...,]У2, 

(20.19) 

где - множество внутренних узлов. 

(2) (20.20) 

Докажем, что для схемы (20.19) справедлив принцип максимума. 

Л е м м а 20.7. Пусть для сеточной функции выполнены условия: 

T!^J^' < о, ixi,yj) е о", Rj^' > о, i = l ,2,. . . , iV2 - 1, 

Ф?^,.>о, {xi,yj)erL. 

Тогда при всех ij выполнится > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что при некоторых (¿o, jo) оказа

лось Ф о̂̂ ц < 0. Без ограничения общности можно считать, что 

Ф̂ *„,- = т т Ф ? , - . 
«ojo i,J 

(20.21) 
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Если (¿0,7о) - координаты внутреннего узла, то получим противоречие 

с условием ^0,70^'' < 0. В случае {хг^,у^^) е ¡1 получаем проотиворечие 

с условием Л/оФ'* > 0. Это доказывает лемму. 

Т е о р е м а 20.1. Пусть функция й{х,у) в области Вь имеет непре

рывные частные производные четвертого порядка по х жу, пусть вы

полнены условия (20.3а), (20.12), - решение схемы (20.19) на сетке 

Г ,̂ построенной согласно (20.18). Тогда найдется постоянная С такая, 

что при всех {хг,у^) Е 1̂  

1 
й(Хг,у^)-и1у < с 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим г 

^1 + 

2-1 
(20.22) 

и о. Тогда 

/т-Л /г 52 ^ 
й 

1 
{—и 
\дх и + 

+ 5 
52 

—^й{Хг,у^)-А'^^ и ^^^--ч-оу^у --уу\."'\^ • (20.23) 

Для производных по у справедливы оценки (20.13), поэтому в соот

ветствии с 15 при всех г,] 

52 

ду и - N1 
(20.24) 

Учитывая (20.14),(20.23),(20.24), можно показать: 

1 

Г /11 
+ 

/¿1 + г 

1 

ехр{ае \хг+1 - Ь)} 
С2 о 

, 0<j<N2, 2\хг,у^) = 0, {Хг,у^)еГь. 

(20.25) 
1/̂ 1-ь 5 ' Щ. 

Определим сеточную функцию Ф'*: 

Ф?,- = Со [hM^,J + Й,Ф*, + Й1 + ¿ 2 } ± ^ 5 , 
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где 

Нетрудно убедиться, что при всех г,^ 

тА.ф'* < а , ФЬ > ехр 2г 
(20.26) 

Из соотношений (20.25), (20.26) следует, что при достаточно большой 

постоянной Со для функции Ф'* выполнятся условия (20.21). В соответ

ствии с леммой 20.7 > О, (ж,, г/у) Е Г̂ . Это доказывает требуемую 

оценку (20.22) при всех j и при всех г < N1. 

Получим требуемую оценку при 1 = N1. Определим А = + Л^^^. 

Учитывая, что \2^^У < С, из (20.25) получим: 

Пусть 

^N1,3 ^N1-1,3 _ ^^ЫгЗуН 

^N„8 -^f^^Nг,j• 

<C. (20.27) 

Без ограничения обгцности можно считать, что ^ > 2дг^_1так как 

иначе ^ < С А, что соответствует требуемой оценке. Следователь

но, аналоги производных под модулем в (20.27) при j = з разных зна

ков, откуда следует, что \z¡;¡^s~^М1-1,з\ ^ Са^'кх, поэтому 2^^^ < С1А. 

Пусть 

Аналогичным образом можно показать, что 2̂ ^̂ ^ > —С1А. Следова

тельно, при всех j \zN^J\ < С А. Требуемая оценка при г = N1 полу

чена. Теорема доказана. 

В ([124], стр. 219) предложен способ построения неравномерной сет

ки, в отличие от [15], не требуюпдий итераций для определения на-
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чиная с которого функция Л(^) принимается линейной. Функция Л(^) из 

1241 имеет вид: 

-2ei 1п(1 - pt), если 0<t< 0.25, 

-El \ns + 2ei£--^-^p{t - 0.25) + d(t - 0.25)^, если 0.25 < t < 0.5; 

p = 4(1 - V ^ ) , c? = 8(1 + 2̂ 1 Ins - £ipe-^-^), 

El = i£{m + 10x / i ) " \ 0 <m<yß. (20.28) 

Для t G ¡0.5,1] Л(^) = 1 — Л(1 — t). Согласно [124], при построении 

узлов по координате у на основании такой функции Л(^) выполнится 

оценка (20.24), поэтому и в случае такой сетки останется справедливой 

теорема 20.1. 

Разностная схема (20.19) представляет собой систему линейных ал

гебраических уравнений, матрица этой системы обладает свойством 

диагонального преобладания. Согласно ([40], с. 259) итерационный ме

тод Гаусса-Зейделя в этом случае является сходящимся. Итерационный 

метод для задачи (20.19) можно записать в виде: 

z = l , 2 , . . . , i V i - l , j = l , 2 , . . . , i V 2 - l , 

a{L)A^^^u(^+'^ + Ьм,А^,Р - ЕА^^Ч^^^'^ = - / ( L , yj\ (20.29) 

где n- номер итерации. Разностное соотношение для правого краевого 

условия может быть разрешено методом прогонки по координате у. 

Остановимся на случае, когда для прямоугольной области правое 

краевое условие вместо (20.7) задано в виде: 

ди 
Ru{x,y) = a{x,y)— + b{x,y)u=-f{x,y), {х,у) G ll (20.30) 
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Можно показать, что и в случае задачи (20.6), (20.30) справедлив прин

цип максимума, И т й ( Ь , | / ) = О, Ь о о , 

и(х,у)-й{х,у)\ < 
а' дх^ 

и(Ь,у) + 
ду' 

и(Ь,у) ехр{ае '(х — Ь)}, 

где (ж, у) £ Вь- По аналогии со случаем задачи (20.6)-(20.7), для задачи 

(20.6),(20.30) может быть построена разностная схема, которая отли

чается от схемы (20.19) правым краевым условием, и в данном случае 

для разностной схемы будет справедлива оценка точности (20.22). 

Р е з у л ь т а т ы численных экспериментов. Остановимся на резуль

татах численных экспериментов. В полуполосе В, определенной ранее, 

была рассмотрена краевая задача для уравнения 

+ ^х:^ - ^ - = /(^' у) дх^ ду^ дх 

в случае решения: 

и{х, у) = ехр{гох){ехр{-у/у/ё) -f ехр((г/ - 1)/^^) + 8т(7гг/)}, 

г о = : - 2 / ( 1 - Ь ч / Г + 4 е ) . 

Пусть - решение схемы (20.19), применяемой после перехода от по

луполосы к прямоугольной области. Сетка равномерна по ж и неравно

мерна по у, определена согласно (20.18). В соответствии с леммой 20.4 

и теоремой 20.1 при всех {Хг,у^) Е 

4^ - u(xi,у^)\ < 2̂ 2 ехр(го^) + ^ { ^ 1 ^ щ ] ^ ^ °- (^^-^^^ 

Согласно (20.31), погрешность решения задачи в полубесконечной по

лосе складывается из погрешности разностной схемы и из погрешно

сти, возникаюпхей при переносе краевого условия из бесконечности. 
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Для задания краевого условия на правой границе /4 рассмотрим 

четыре способа: 

2. й',{Цу) = 0, 

3. й',{Цу)-^2й{Ь,у) = -ЦЦу), 

4. й',(Цу) + 2й{Цу) - е4у(Цу) = -!{Цу). 

Решение схемы (20.19) находилось согласно (20.29), для погрешно

сти между двумя соседними итерациями достигалась точность 

Д = 10"^. В случае способов (1)-(3) реализация правого краевого усло

вия для разностной схемы упрощалась. 

Итак, рассмотрим результаты вычислений. Пусть = и^^ — [и\о,: 

Пусть 1 = 1, N1 = 100, N2 = 10, ао = 2, д = 0.25 В табл. 20.1 

приведена норма погрешности \\х^\ \ в зависимости от способа задания 

краевого условия при различных значениях е. Из результатов вычисле

ний следует, что задание правого краевого условия согласно способу 4 

дает меньшую погрешность при всех значениях параметра е. Значи

тельна погрешность при задании на правой границе условия Дирихле, 

соответствующего переносу нулевого краевого условия из бесконечно

сти. 

Пусть 1 = 10, N1 = 1000, N2 = 10, ао = 2, 5 = 0.25 В табл. 

20.2 приведена норма погрешности \\х^\\ при различных значениях е 

и при различных способах задания краевого условия. С увеличением 

длины интервала для всех рассматриваемых способов норма погреш

ности 

схемы. 

выравнивается, переходя в норму погрешности разностной 
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Таблица 20.1. 

е способ задания краевого условия е 

1 2 3 4 

1.0 0.87 0.14 7.8Е-1 2.0Е-2 

1.0Е-1 0.49 4.2Е-2 2.1Е-2 0.22Е-2 

1.0Е-2 0.37 0.88Е-2 0.47Е-2 0.47Е-2 

1.0Е-3 0.37 1.2Е-2 1.2Е-2 1.1Е-2 

1.0Е-4 0.37 1.2Е-2 1.2Е-2 1.2Е-2 

1.0Е-5 0.37 1.2Е-2 1.2Е-2 1.2Е-2 

Таблица 20.2. 

е способ задания краевого условия 

1 2 3 4 

1.0 7.1Е-2 5.1Е-2 7.1 Е-2 7.1 Е-2 

1.0Е-1 2.6Е-2 2.6Е-2 2.6 Е-2 2.6 Е-2 

1.0Е-2 0.47Е-2 0.47Е-2 0.47Е-2 0.47Е-2 

1.0Е-3 1.2Е-2 1.2Е-2 1.2 Е-2 1.2 Е-2 

1.0Е-4 1.2Е-2 1.2Е-2 1.2 Е-2 1.2 Е-2 
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21. Обоснование схемы Самарского для эллиптического 

уравнения в случае краевых условий т р е т ь е г о р о д а 

Рассмотренная в предыдущем параграфе схема дает лишь первый 

порядок точности по координате х. В случае равномерной сетки по х 

повысить точность при £ > кх можно с помощью монотонной схемы 

Самарского ([145],с. 169), как в случае обыкновенного дифференщталь-

ного уравнения это делалось в §11. 

Итак, в области Вь, определенной в §19, рассмотрим краевую зада

чу: 

и\1,= фг, ¿ = 1,2,3, Ки = щ(у)и(1,у)-{-и',(1,у) = ф4{у). (21.2) 

предполагаем, что функция и(х,у) имеет непрерывные частные про

изводные четвертого порядка по х я у во всей исходной области, 

а(х) > а > 0,Ь(х,у) > 0,щ(у) > 0. В частности, при переходе от 

полубесконечной полосы в качестве (21.1),(21.2) может быть задача 

(20.6), (20.30). К задаче (21.1),(21.2) по координате х применим мо

нотонную схему Самарского. Аппроксимацию производной в краевом 

условии выполним так, чтобы не понизить точность разностной схемы. 

При этом матрица разностной схемы потеряет свойство диагонального 

преобладания. Покажем, что и в данном случае к оператору разностной 

схемы можно применять принцип максимума. 

Предварительно рассмотрим пятиточечную разностную схему: 

= Д ^ , п = 1 , 2 , - 1, т = 1, 2, ...А^2 - 1 (21.3) 
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с краевыми условиями: 

Unfi = Ф1 Un,N, = О < П < iVi , Щ,т = С , О < ^ < ^2, 

(21.4) 

Предполагаем, что при всех п, т 

Ап^гп > о, Сп,гп > о Dn,m > О, Еп,т > О, См,-1,гп > О, 7/^ > 0. 

Сформулируем условия, при выполнении которых для оператора, со

ответствующего схеме (21.3)-(21.4), справедлив принцип максимума. 

Л е м м а 21.1. Пусть существует сеточная функция такая, что 

ф'>0, ЧтФ'<0, n = l , 2 , . . . , i V i - l , m = l , 2 , . . . , i V 2 - l , 

Р^Фкгп - ^Фк-1,ш + Фк-2,гп < О, 

Чк,гп-Чк-1,ш + Фк-2,т>0. (21.5) 

Тогда из условий 

Ln,m'^'' < о, 0<n<Nu О < m < TVs, > О, О < т < N2, 

Ко > О' KN. > О, О < П < iVi , i ? ^ ^ ^ > О, О < m < iV2 (21.6) 

следует 

Ф ^ ш > 0 , 0 < n < i V i , 0 < т < ] ^ 2 . (21.7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что при каких-то п < Ni ж т 

оказалось Фп,т < О и по аналогии со случае трехточечной разностной 

схемы (§11) получим противоречие. Определим : ^^.т = Ф^тУщуп-

Пусть 

Vt т. = min V¿^, v i т. < 0. 
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Предположим, что по = - 1. Нетрудно показать, что для произ

вольных п и т 

Ьп,т'^'' = У1^1п,гпф'+Ап,гпф'п+1Ж+1.гп-Уп^^^^^ 

+Dn,mФtm-l{Vn'm-l ' К'га) + Еп,тф'п,т+1{Уп.гп+1 " К'га)- (21-8) 

Учитывая (21.6), получим: 

(21.9) 

Если ^Д_1,тоо ^ ^Д,то ' ^ У^^^ ^ координатами (]У1 — 1, т о ) - локаль

ный отрицательный минимум сеточной функции У^. В соответствии с 

(21.8) будет ЬАГ1_1^тооФ'* > О, что противоречит условиям (21.6). Оста

ется рассмотреть случай Т^Д_1,гоо > ^Д,то- Из (21.5)-(21.6) следует: 

^Фмг^то^Мито ~ ^А1-1,то^А,гао + А1-2,то^Д,то < О, 

следовательно. 

Это неравенство можно записать в виде: 

(4А1 -1 ,то~А1-2 ,то) (^Д,то~^А-1 ,то) + А1-2,то(^Д-2,гпо~^Д-1,шо) > О-

(21.10) 

Из (21.9)-(21.10) получим: 

(Умито ~ Ум1-1,то)['^Фм1-1,то - Фн1-2,то ~ Ан1-1,тоС^1^1^гпоФмито\ > О, 

Учитывая, что в данном случае > Уы^^то^ получим противоре

чие с условиями (21.5). 
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Остается рассмотреть случай по < iVl - 1 . Из того, что узел (по, т о ) 

- точка локального отрицательного минимума сеточной функции 

и из (21.8) следует Ьп^^т^^^ > О, что противоречит условиям (21.6). 

Лемма доказана. 

Выпишем разностную схему для задачи (21.1),(21.2): 

Ь^и^ = е^Л^У + ек^и^ - а(х^)А'У - Ь^^и^ = 1{х^, г/,-), {хг, у^) £ П\ 

= ф1{хг), = фъ{xi), г = 0,1,...,А^1, 4^ = ф2{уз), 3 = 0,1,...,Л^2, 

£, = е{1-\-а{х^)^/{2е)}-\ (21.11) 

Покажем, что к оператору схемы (21.11) можно применять принцип 

максимума. Определим 

ф1^ = {1 + е-'аНгу-^\ 

Нетрудно убедиться, что для такой функции ф' выполняются соотно

шения (21.5). Следовательно, если для какой-то функции Ф'* выполнят

ся условия (21.6), то будут выполнены неравенства (21.7). 

Л е м м а 21.2. Пусть г' - произвольная сеточная функция. Тогда 

при всех { < N1 ж при всех j 

< р-'^\Ь'^г''\+ шах + 

(У. ̂ (г + акх) шах {Щг^] ехр[а{е -Ь ак^) ^{х^ - Ь) 

'iVlJl ^ з1%1-1^1 + з1%1-2^1 + 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим сеточную функцию Ф'*: 

(21.12) 

(21.13) 

Ф" = р-ЧЬ^'г'' + шах 
г,3 

-Н а-^(е + акг) шах \В!]г'\ф' ± 2' 
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Тогда для функции Ф'* выполнятся условия (21.6) и в силу принципа 

максимума > О при ( < Щ. Можно показать: 

-1/ Фi,j < ехр[а(г + а/^О (хг- Ь) 

Это доказывает (21.12). Неравенство (21.13) следует из краевого усло

вия. Лемма доказана. 

Из леммы 21.2 следует единственность и ограниченность решения 

схемы (21.11). Получим оценку точности схемы (21.11). 

Т е о р е м а 21.1. Пусть выполнены условия (20.За),(20.12). Пусть 

сетка О равномерна по ж и неравномерна по у, построена согласно 

(20.18) или (20.28). Тогда для некоторой постоянной С 

и ' - и < С 
к\ 1 

(21.14) 
}11 + е Щ_ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая, что выбор сетки по координате у 

обеспечивает второй порядок аппроксимации второй производной по 

этому направлению, можно показать: 

Ь? 1 
^ 1̂ -Н (/11 -}- е)~^ &хр{а£~^(хг+1 -1)}]^ 

Определим г ' = и ' — [и]а. Как это следует из §13, при всех j: 

Щ 
(21.15) 

(21.16) 

Определим сеточную функцию: 

где 
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Учитывая (21.15),(21.16), можно показать, что в случае достаточно 

большой постоянной С выполнятся условия (21.6), поэтому в силу лем

мы 21.1 при всех г < N1 Ф•'J > 0. Учитывая соотношения (21.13) и 

(21.16), получим утверждение теоремы. 

§22. Нелинейное эллиптическое уравнение 

с параболическими экспоненцигшьными погранслоями 

Рассмотрим краевую задачу для эллиптического уравнения: 

д'^и О^и ди 
Т^и = -£-^ - £ ^ + а(х, 2 / ) ^ + У,и) = О, (22.1) 

в прямоугольной области 0 = {0<х,у<1}с границей Г. Пусть 

Со = С\Г, Г{ - стороны прямоугольника, пронумерованные при обходе 

его в направлении по часовой стрелке, причем Г1 = {О < х < 1, 

у = 0}, Го = Г \Г4 . Определим краевые условия для уравнения (22.1): 

и 
ди 
дх А = 0. (22.2) 

Функции a,f,S предполагаются дважды непрерывно дифференцируе

мыми по своим аргументам, краевые условия согласованы. Предпола

гаем, что 

е>0, а{х,у)>а>0, Я > ^ > (3 >0. (22.3) 

Л е м м а 22.1 Пусть р,д - две произвольные дважды непрерывно 

дифференцируемые в области О функции. Тогда при всех {х,у) £ О 

Р{х,у)~д{х,у)\ < -та,х\Тер-Тед\+тях\р-д\-{-тЗ:Х 
Р Сто 0̂ 14 

др дд 
дх дх 

. (22.4) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим линейный оператор 

с краевыми условиями г \г^, 4 1А • Тогда 

Тер-Тед = Ье{р-д). 

Пусть Z = р — д. Определим функцию: 

у) = \ max \ТеР — Тед\ + max\z\-\- max 
р Go Го А 

др дд 
дх дх 

При таком задании Ф 

аФ 
Ф | А > 0 , ^ 1 А > 0 , ЬеФ\оо>^- (22.5) 

В силу принципа максимума Ф(а;, у) > О, {х, у) € О. Это доказывает 

лемму. Из (22.4) следует оценка решения: 

и{х,у) < - т а х | / ( ж , ? / , 0 ) | + т а х | 5 
Р Сто 1о 

(22.6) 

По аналогиями с §20 можно показать, что для производных справед

ливы оценки: 

^'"^ <С[1 + е-'/Це-'У + е'(У-'^)], 5 = (/3/.)^2, ^ = 1,2,3, {х,у)еСо, 

(22.7) 
ду'^ 

дх^ 
<С 1 _̂  ^ А; = 1,2,3, ( x , y ) G G o . (22.8) 

Определим неравномерную сетку области С По координате у сетка 

будет построена исходя из требования равномерной сходимости раз

ностной схемы. Пусть О = (Их х О2, к^'^^ = т а х Л ^ ^ Оо = ^ П Со, 

Qi = {хп : Хп = Хп~1 + h^n\ XQ = О, XN, = 1}, 

269 

file:///z/-/-


^2 = {Ут : Ут = Ут-1 + h'¿\ Уо = О, УN2 = !}• 

Пусть узлы сетки построены в соответствии с формулой (20.18). По 

X сетка предполагается достаточно произвольной, предполагается,что 

для некоторого д > О 

к^г1^ <д{1-хп). п = 2 ,3 , . . . ,ЛГ1-1 . (22.9) 

В частности, если сетка равномерна по ж, то условия (22.9) выполнены. 

Выпишем на сетке разностную схему для задачи (22.1)-(22.2): 

О < гг < iVl , О < т < ЛГз, и' \гопп= 3, < ^ - = 0. (22.10) 

Здесь 

\ к _ ^пт ~ '^п-1,т ч /г _ 2(АжЦп+1,та ~ ^ж'^пт) 
^хх^пт — (1) 5 ^хх^пт — (1) (1) 

Аналогично определяется \уу. 

Т е о р е м а 22.1 Пусть шаги сетки по х удовлетворяют ограничению 

(22.9), по у построены согласнно (20.18). Тогда для некоторой посто

янной С 

\и{х^,у^) - и%\ < С[(1 + д)Д(1) -Ь ТУ; 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим линейный оператор: 

^пт^ — 

где = и{хп,Ут)- Тогда 

(22.11) 
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Оценим погрешность аппроксимации схемы (22.10) . Используем оцен

ки (19.28) для точности разностных аналогов производных, распреде

ление узлов по координате у и оценки производных (22 .7) , (22 .8) . Тогда 

получим: 

тLu' - Т^ипт\ < СЩ'' + Ск^'\1 + ехр(с.5-1(^п+1 - 1))] , (22.12) 

где г]п = тах(Л{^^),£). Определим сеточные функции: 

1̂ 
Ф1гп= П 1 + 

а 
4 £ 

- 1 
N1-1 

5 ^пт = П 
г=гг+1 

1 + 

- 1 

\ 

здесь а = т т { 1 / 4 , (1 + д) }• Тогда 

-1 тук (22.13) 

Несложно показать, используя (22.9) , что 

Кт > ехр(ае~^(хп+1 - 1 ) ) . 

Определим сеточную функцию Ф'*: 

(22.14) 

Чт = С1ф'пт + ^-'Кт + ^п]Н^'^ ± - П^т) 

Учитывая (22.11)-(22.14) , для некоторой постоянной С получим: 

Х ' ^ Ф М О О > 0 , Ф Ч Г О П ( . > 0 , - > О, 

ш = 1 , 2 , 7 У 2 - В силу принципа максимума Ф'̂  \о> 0. Это доказывает 

теорему. 

Схема (22.10) представляет собой систему нелинейных алгебраиче

ских уравнений. Определим метод линеаризации этой схемы: 

271 



о < гг < ТУь о < т < ]У2, и^^' \гоШ= 3, < ^ - <-1 ,га = 0. (22.15) 

Нетрудно убедиться, что итерационный метод сходится независимо от 

начального приближения и на каждой итерации 

шах uJ+^ _ «/»1 < (1 _ pQ-^) m a x - и' 

В силу диагонального преобладания метод Гаусса-Зейделя для нахо

ждения решения на каждой итерации будет сходяпщмся. 

Р е з у л ь т а т ы ч и с л е н н ы х э к с п е р и м е н т о в . Была рассмотрена крае

вая задача: 

дх^ ду^ ох 

ди 
w(x,0) = l , u(x,l) = h u{0,y) = y{l-y) + h ^(1,2/) = 0. (22.16) 

В (22.16) функция, задающая нелинейность уравнения, соответствует 

притоку тепла при моделировании химических реакций в соответствии 

с законом Аррениуса [91]. Для экспериментов выбрали Е = Ь, К = 

1000. При таком задании / выполняется Q < Ц < 20. Для отыскания 

решения схемы (22.10) использовался метод линеаризации (22.15) при 

различных значениях Q. Для отыскания решения на каждой итерации 

использовался поточечный метод Гаусса-Зейделя. Итерации заканчи

вались, если относительная погрешность между двумя соседними ите

рациями в каждом узле становилась меньше 0.001 .В табл. 22.1 приве

дены значения требуемого количества итераций в зависимости от Q, 

при этом е = 0.01, сетка П размером И х 21. Данные табл. 22.1 под

тверждают, что при выборе Q следует использовать верхнюю оценку 

для 

Остановимся на анализе точности схемы (22.10). Сетка бралась рав

номерной по X, по у рассматривались случай равномерной сетки и слу-
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чай, когда узлы в погранслое около границы у = О задаются по фор

муле: 

у^ = -6-'1п[1-(1-е'/')тМ-'1 

где М - количество шагов в погранслое. Около границы у = 1 узлы 

задавались аналогичным образом. За точное решение принималось ре

шение, вычисленное на мелкой по у равномерной сетке, когда сетка 1} 

размером 11 х 201. В табл.22.2 приведены значения и'(1,у) при раз

личных значениях у для сетки Л размером 11 х 21, е = 10~^. Для 

сравнения результатов на разных сетках использовался метод линей

ной интерполяции. Численные эксперименты подтверждают преиму-

п1;ество неравномерной сетки. 

Таблица 22.1. 

Я Число итераций Максимю число Всего итераций 

метода (22.1) итераций на шаге Гаусса-Зейделя 

0 нет сходимости 

5 нет сходимости 

10 15 12 78 

15 15 10 54 

20 16 8 48 

25 21 8 64 

40 32 6 88 

199 67 4 152 

273 



Таблица 22.2. 

У Точное решение неравномерная 

сетка 

равномерная 

сетка 

0.02 0.655222 0.655599 0.83985 

0.04 0.580660 0.578609 0.671970 

0.06 0.559257 0.555958 0.582498 

0.08 0.553695 0.553409 0.567570 

0.10 0.552595 0.550860 0.552642 

0.20 0.553402 0.550622 0.550053 

0.30 0.554135 0.551421 0.551510 

0.40 0.554544 0.551933 0.551990 

Итак, в данной главе построены разностные схемы для нелиней

ных двумерных эллиптических сингулярно - возмущенных уравнений 

в случаях регулярного и параболического экспоненциальных погран-

слоев по одной из координат. Пограничный слой по продольной коор

динате в силу поставленного краевого условия слабо выражен, что со

ответствует моделированию процессов переноса. Использование сетки 

Бахвалова по погранслойной координате, как и в случае обыкновен

ного дифференциального уравнения, дает равномерный второй поря

док точности. Получено обобщение монотонной схемы Самарского на 

случай эллиптического уравнения и краевых условий третьего рода. 

Предложен способ редукции краевой задачи с полубесконечной полосы 

к задаче для прямоугольной области. 
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Глава 5 

Моделирование переноса примеси о т 

источников загрязнений 

Вопрос охраны окружающей среды актуален. Для решения вопроса 

поиска источников загрязнений на основе компьютерного моделирова

ния необходимо предварительно решить задачу численного моделиро

вания процесса переноса примесей от источников. Пакет программ по 

численному моделированию процессов переноса примесей в атмосфе

ре и поиску источников загрязнений разрабатывался в соответствии 

с хоздоговором между Омским областным комитетом природы и Ин

ститутом информационных технологий и прикладной математики СО 

РАП коллективом авторов. Ниже приведено математическое описание 

части пакета, разрабатываемой автором диссертации. 

При математическом моделировании процесса переноса примеси 

возникают уравнения в частных производных относительно концен

траций примесей с малыми коэффициентами диффузии при старших 

производных. Из-за этого имеют место пограничные слои и от исполь

зуемых схем естественно требовать свойство равномерной сходимости. 

Область, в которой ставится краевая или начально- краевая задача, 

изначально может быть неограниченной. В связи с этим возникает 

проблема редукции задачи к ограниченной области. При разработке 

численного алгоритма для создания пакета программ использовались 

результаты диссертационного исследования. 
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23. С х е м а д л я численного моделирования стационарного 

распространения примеси в направлении в е т р а 

При математическом моделировании стационарного распростране

ния примеси в направлении ветра, согласно ¡18], возникает краевая за

дача для двумерного эллиптического уравнения в бесконечной полосе. 

Определим соответствующую краевую задачу: 

д^и д'^и ди ди 
Ьи = £1^-^{£2-^у)д:^-(1{х,у)^^+и){у)—-с{х,у)и = !{х,у) (23.1) 

для бесконечной полосы !) = { — о о < ж < ( Х ) , О < у < 1}. Зададим 

граничные условия: 

ди 

и(х, 1) =0 , Ц т и{х, у) = О, и(х, 0) - г 2 А ^ ( ^ , 0) = 0. (23.2) 

Предполагаем, что 

1̂ > О, 2̂ > О, а{х, у)>а>0, 1ю{у) > > О, /?2 > О, с(х, ?/) > ^ > О, 

Ът.^а{х,у) = а±^(у), Ш^с{х,у) = с±оо(2/), ¿ 1^ / (а : , г / ) = 0. (23.3а) 

Функции a,w,c,f предполагаем дважды непрерывно дифференцируе

мыми по своим аргументам. Для оценки производных решения по х 

потребуется ограничение: 
с ( ж , у ) - Ь 4 а ; > ( 7 > 0 . (23.35) 

Если задачу (23.1)-(23.2) рассматривать для моделирования распро

странения примеси, то 

X - координата в направлении ветра, у - вертикальная координата, 

и(х,у) - концентрация примеси, а{х,у) - скорость ветра, «;(?/) - ско

рость оседания примеси, с{х, у) - коэффициент поглощения примеси, 
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£1 И (£2+у) ~ коэффициенты горизонтальной и вертикальной диффузии, 

^2 - коэффициент обмена примеси с поверхностью (при /З2 —» оо отра

жение примеси от поверхности, при Д2 = О поглощение примеси поверх

ностью, например водной средой), /(ж, у) - функция, соответствующая 

источнику примеси, предполагается достаточно гладкой. Чтобы вы

числить концентрации примеси в пространственной области, согласно 

18], следует домножить и(х,у) на экспоненциальную функцию третьей 

координаты, соответствующую рассеянию примеси за счет диффузии 

в направлении, ортогональном направлению ветра. 

Заметим, что при расчете практических задач [18] принимается, 

что скорость ветра зависит от вертикальной координаты. Тогда усло

вие (23.36) следует из (23.3а). При моделировании распространения 

примеси коэффициент диффузии по горизонтальной координате в [18], 

139] принимается постоянным, а по вертикальной координате - за

висящим от координаты, причем эта зависимость может выражать

ся линейным образом. Этому соответствует выбор коэффициентов при 

старших производных в задаче (23.1). 

Ниже построим сходящуюся разностную схему для бесконечной по

лосы, а затем рассмотрим вопрос редукции разностной схемы к конеч

ному числу узлов. 

Нетрудно убедиться, что относительно решения задачи (23.1)-(23.2) 

справедлива оценка | |и(ж,у)| | < /3~^||/(ж,у)| | . Оценим производные 

решения задачи (23.1)-(23.2). 

Л е м м а 23.1. Для некоторой постоянной Со справедливы оценки: 

< С о , А; = 1,2,3,4, 

ди 
ду < 

о 
£2 +у 
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в случае ß > 1 

du 
ду 

<Со + Со £2 
ß-l 

(23.56) 
\£2 + yl £2 +У 

Доказательство . Для получения оценки (23.4) в случае к = \ мож

но ввести Р{х,у) = и'^ и, дифференцируя (23.1)-(23.2) по х, перейти 

к краевой задаче относительно Р. Далее ограниченность первой про

изводной следует из принципа максимума, если в качестве барьерной 

функции взять константу. Случай других к аналогичен. 

Остановимся на обосновании оценок (23.5). В случае обыкновенно

го уравнения оценка производной вида (23.5а) получена в [13], оценка 

(23.6) - в [125]. Запишем уравнение (23.1) в виде: 

, .д^и ^ sdu . 
(̂ 2 + У)^ + w{y)^. = F{x, у), (23.6) 

где с учетом оценки (23.4) \Р{х,у)\ < С В силу равномерной по £ 

ограниченности решения задачи (23.1)-(23.2) при заданном х найдется 

5 , такое, что 
ди 
ду 

{x,s) <Со. 

Интегрируя уравнение (23.6) по г/ от 5 до ?/ с применением формулы ин

тегрирования по частям, убеждаемся в справедливости оценки (23.5а). 

Остановимся на случае /5 > 1. Пусть V = и'у. Тогда из уравнения 

(23.6) следует: 

V{x,y) = У(ж,0)ехр - I 
w(s) 

£2-\-S 
ds 

£2-\-S 
exp { у 

- I 

w{s) 
£2-\- s' 

ds > ds. 

Из краевых условий (23.2) следует, что |У(ж,0)| < Се2^. Теперь не

сложно получить требуемую оценку (23.56). Лемма доказана. 

П о с т р о е н и е разностной схемы. Согласно лемме 23.1 производные 

решения по переменной х равномерно ограничены, а по переменной у 
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имеет место степенной пограничный слой. Для построения разностной 

схемы используем метод прямых по ж, по г/ строим схему по аналогии 

со случаем обыкновенного уравнения (§6.) Будем предполагать сетку 

равномерной по обоим координатным направлениям, с шагами /̂ 1 и Л 2-

При применении метода прямых от функции двух аргументов и(х, у) 

перейдем к бесконечной системе дифференциальных уравнений с реше

нием щ{у) = и{хг,у), - о о < г < -Ьоо, у е [о, 1 . 

Итак, перейдем от (23.1)-(23.2) к системе уравнений: 

д^и' ди' 
(£2 + У)-оф{у) + НУ)^(У) = Fixi, у, и), 

ди • 

Щ{0) - ^2/^2^(0) = О, = о, |г| < оо, щ{у) ^ О, 

где 

оо (23.7) 

д^и ди 
F{x,y,u) = -£i-^+a{x,y)—-\-c{x,y)u+f{x,y), и{х,у) ^ 0 , х ^ ±оо. 

Пусть А̂ - = (yj-i,yj], j = l ,2 , . . . , iV2, уо = О, ум, = 1. Перейдем от 

(23.7) к системе уравнений с кусочно - постоянными коэффициентами: 

д^щ 
(£2 + y)-Q:^(y) + ЧУ)^(У) = F(xi, у, и), 

дщ 
ду 

дй' 

- ^2'^2^(0) = о, = о, щ{у) ^ о, |г| оо (23.8) 

где при у е ги(у) = и)(у^), 

Л-с{х1, у^)йи -Ь /{хг, г/у), щ(у) О, г ±оо , = й(х1, г/у). 

По аналогии со случаем обыкновенного дифференциального урав

нения (§6) перейдем от (23.8) к точной разностной схеме. Для этого 

для каждого г и каждого сеточного интервала Ау для уравнений (23.8) 
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выпишем точное решение, условие непрерывности производной по у 

на границе двух соседних интервалов Ау и Ау+х приведет к конечно-

разностным соотношениям. Соотношение, соответствующее краевому 

условию, будет получено в результате подстановки решения задачи 

(23.8) на первом сеточном интервале в левое краевое условие. Пред

полагаем, что уо^ ф 1.Ъ случае УО^ = 1 разностная аппроксимация по 

у меняется по аналогии с §6, на обоснование сходимости схемы этот 

случай не влияет. Построенная разностная схема имеет вид: 

г,3 

(1 + у^е-^Г [(1 + Узе-')'-""^ - (1 + Уз-ге-')'-""' 

и 1з+1 - Кз - Р1,з+1^^^1Н2 

(1 + у^е-Т^^^ [(1 + У^^ге-^У-"-^ -{1 + у^е-^)'-""^ 
Рг,з+1 

УЗ^+1 
£, 

К-

= 1 , 7 У 2 - 1, - о о < г < -Ьоо, г/̂ *̂ . ^ 0 , г ^ ±оо, (23.9) 

где 
и ¿+1,^ ~ + ^{-1,3 4-a(ж¿,?/y) 

+c(xi,yj)ul•-]r f{Xi,Уj). 

Схема (23.9) может быть записана в виде семиточечной разностной 

схемы с бесконечным числом узлов по координате х. 

Т е о р е м а 23.1 Для схемы (23.9) справедлива оценка точности: 

lj-u{xi,yj)\<Chl + C\lтL{s2 + y^)\h2,\i\<^^ 0 < ; < Т У 2 . (23.10а) 

В случае (3 > I 

- и(х1, у^)\ < С{Н1 -Ь /¿2), - о о < г < -Ноо, О < ^ < N2. (23.105) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . По построению схема (23.9) является точной на ре

шении задачи (23.8), поэтому достаточно оценить близость решений 

задач (23.7) и (23.8). Пусть Zi = щ - щ, - о о < г < -Ьоо. Нетрудно 

убедиться, что вектор-функция z(y) является решением краевой зада

чи: 

д^ Z д Z ~ ди 
Lz = {e2+y)-^^w{y)—-'Mz = F{x,y,u)-F(x,y,u)-\-(w(y)-w(y))—, 

dz-
ф ) - £2/S2^{0) = О, ^¿(1) = О, |г| < оо, Zi(y) ^ О, г ±оо , (23.11) 

где М - трехдиагональная матрица бесконечного порядка, ненулевые 

элементы произвольной г-ой строки которой имеют вид: 

(ei _^ a(xi,y)\ 

V 

lex o,(xi,y) / ч £i 

Учитывая оценки производных согласно лемме 23.1, получим: 

CQh2 
max Liz(y)\ < Cohi + (23.12) 

£2 +У 

Покажем, что для оператора L справедлив принцип максимума и если 

для какой-либо дважды непрерывно дифференцируемой вектор- функ

ции Ф{у) выполнены условия: 

Ф(0) - £2/?2Ф'(0) > О, ^(1)>0, L4f{y)<0, . l im Ф,(г/) >0, (23.13) 

¿—»•±00 

то Ф(у) > О при всех у G [0,1]. 

В соответствии с условием lim Фг(у) > О, поэтому для достаточно 
г—>-±оо 

больших |г| Фг(у) > 0. Предположим, что для некоторого ограничен

ного индекса io и уо оказалось ^{^{уо) < 0. Можно убедиться, что тогда 

существует точка минимума функции Ф{^(у). Без ограничения общно

сти можно считать, что уо - точка минимума. Нетрудно показать, что 

тогда 
ЬгоФ(?/о) > -о-Ф(?/о) > О, 
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что противоречит условиям (23.13). 

Итак, принцип максимума для оператора L имеет место. 

Можно считать, что ß <1. Определим вектор-функцию Ф(г/) : 

^г(у) = Chi{l -у)+ Clu(S2 + l ) / l2 - C l n ( £ 2 + у)Н2 ± Zi(y). 

Учитывая оценку (23.12), заключаем, что для некоторой постоянной С 

для заданной функции Ф(у) выполнятся условия (23.13). В силу прин

ципа максимума Ф(?/) > 0. Следовательно, при всех i 

Ziiy)\ < Chi + C]n(s2 + 1)^2 - СЫ(е2 + y)h2. 

Это доказывает оценку (23.10а). 

Остановимся на случае ß >1. Учтем оценку производной (23.56) и 

получим: 

тах|А-^(2/) | < Co/ii + Co/i2 + Co/i2 ——] • (23.14) 

Определим вектор - функцию Ф(7/) с компонентами: 

^i{y) = Chi(l - у) -h Ch2 ( - ^ Y \ c h 2 ± Zi(y). 

\£2 + у/ 

Учитывая оценку (23.14), получим, что для некоторой постоянной С 

для Фг(у) будут выполнены условия (23.13). Тогда в силу принципа 

максимума Фг(?/) > О, у Е [0,1]. Это доказывает оценку (23.106). Тео

рема доказана. 

П е р е х о д к к о н е ч н о м у ч и с л у у з л о в . Итак, доказали, что схема (23.9) 

обладает свойством сходимости, равномерной но малым параметрам. 

Эта схема может быть записана в виде трехточечной векторной раз

ностной схемы по координате х с бесконечным числом узлов. Для пе

рехода к конечному числу узлов можно использовать подход из §17. 
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Ниже рассмотрим этот вопрос в случае применения разностной схемы 

на неравномерной сетке для задачи (23.1)-(23.2). 

Согласно лемме 23.1 решение задачи (23.1)-(23.2) содержит степен

ной пограничный слой около границы у = 0. Для решения такой за

дачи по погранслойной координате можно использовать схему напра

вленных разностей на специальной неравномерной сетке. Такая сетка 

может быть получена из равномерной на основе преобразования коор

динат [124], обеспечивающего ограниченность производных до некото

рого порядка в преобразованных координатах, что обеспечивает рав

номерную сходимость разностной схемы. В [126] введено четыре стан

дартных локальных растягивающих преобразования, зависящих от ви

да пограничного слоя. В частности, степенному пограничному слою 

соответствует преобразование, определяющее неравномерную сетку: 

х{ф,е) = (£̂ ™ -Ь С(/>)1/"̂  - £ ^ с = {е'' + 1) (23.15) 

Такая функция может задавать узлы неравномерной сетки на всем ин

тервале и не требует дополнительных склеек. Константы к и т служат 

для регулирования шагов сетки. 

Ниже будем предполагать, что сетка по х равномерна , по у построе

на исходя из требования равномерной сходимости схемы направленных 

разностей, схема имеет вид; 

•А-
[ну к х \ 

иг-1,3 -
2£1 ^ 2(^2+ ?/у) , «у + 

у/гу+1 кх к] 
-\-Cij 

£1 2(g2+Уj) 4^2 +Уз) _ . 

г/,-д, =0 , г/г,о - ^2/?2^^^^-^2Г^ = О, щ-1-^0, г ^ ±оо . (23.16) 
Нх 
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в схеме (23.16) hi ~ постоянный шаг по ж, hj - неравномерные шаги по 

у, для однозначного понимания первый неравномерный шаг обозначен 

через hf\ 

Рассмотрим вопрос редукции схемы (23.16) к конечному числу уз

лов. Для этого запишем (23.16) в векторном виде: 

L i U = С,-и,-_1 - GiUi + T>iVi+i = Fi, -ОС < г < -boo, (23.17) 

U i О, г ̂  ±оо, (23.18) 

где Сг, Dj - диагональные матрицы с элементами 

С/'^' = I + 1>Р = I при N2>j> 2; ф'^ = Df''^ = 0. 

Ненулевые элементы матрицы Gj имеют вид: 

1). В случае j = 1 

^1,1 , £2^2 ^1,2 £2^2 
^1 hi 

2). В случае N2 > j > 2 

2(62 + Vj-i) ^ . . . , . ^j,j-i ^ 2(g2 + Vj-i) фз ^ 2si ^ 2{e2 + yj-i) ^ ai,j-i ^ wy-i 

2{e2 + yj-i) _^Wj-i 
hj{hj-l -Ь hj) hj-l 

3). В случае ^ = ТУг, в отличие от случая 2), с!'"̂ "̂ ^ отсутствует. 

Нетрудно видеть, что матричные коэффициенты схемы (23.17) удо

влетворяют ограничениям (17.3),(17.4). Следовательно, для сведения 

схемы (23.17) к конечному числу узлов можно использовать подход, 

предложенный в §17. 

Рассмотрим отдельно перенос краевого условия из Н-оо и из — оо. 

Перенос краевого условия из -|-оо осушествляется на основе соотноше

ния левой матричной прогонки, а перенос краевого условия из — оо -

на основе соотношения правой матричной прогонки. 
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Определим соотношение: 

и,-_1 = АР%.-+ (23.19) 

где коэффициенты Ар^ и В^^ являются решениями задач с предельным 

условием на — оо : 

Ai+i = (Gi - CiAi^'Bi Ai ^ A_oo, г ^ -oo , (23.20) 

Q(B,-+i -B,- ) + [ G , - - Q - Q A , ] B i + i = - F i , В , - 0 , г - o o , (23.21) 

матрица A_oo является решением уравнения: 

C _ o o A 2 - G_ooA + D_oo = 0 

с нормой, меньшей единицы. 

Предполагаем выполненными ограничения (17.3)-(17.4). По анало

гии с оценкой Ар^ в §17, можно показать, что при всех i | |AJ^' ' | | < 

(J < 1. Следовательно, соотношение (23.19) выделяет многообразие ре

шений схемы (23.17), удовлетворяющих предельному условию на —оо. 

Для приближенного нахождения А^^ и в Р из (23.20),(23.21) можно ис

пользовать подход, предложенный в §17. Редуцированная к конечному 

числу узлов, схема (23.17)-(23.18) принимает вид: 

L i U = С,и,-_1 - GiUi -Ь BiUi+i = Fi, M<i<N, 

U M = ASiViUM+i + B £ V i , UN = A^N^UN-I + B^^\ (23.22) 

Правое краевое условие в (23.22) соответствует формуле (17.6), выде

ляющей устойчивое многообразие решений схемы (23.17), удовлетво

ряющих предельному условию на -Ьоо. Коэффициенты в краевых усло

виях схемы (23.22) из соответствующих задач могут быть вычислены 

приближенно. Па основании принципа максимума можно показать, что 
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решение схемы (23.22) устойчиво к возмущению этих коэффициентов. 

Точнее это можно сформулировать следующим образом. 

Пусть и - решение схемы (23.22) в случае возмущенных 

А(1) тэи; \(^) -п^^) в(1) (2) -5(2) 

Пусть 

А(1) - А (1) 

А(1) 

| A g ) - A ( ^ ) 

(2) 

N 

Тогда при всех г = М, М + 1 , N 

в г > - в < ? > < д , 

шах и , - - и , : < 
- 1 - 6 7 

(1 + шах Ци^-Ц). 

Решая задачи на коэффициенты, входяпдие в краевые условия, до

статочно точным образом, согласно последней оценке настолько же 

точно найдем решение исходной разностной схемы (23.17)-(23.18), спро

ецированное на конечное число узлов. Допустим, что матрицы в 

(23.17) малы по норме, что имеет место при наличии малого параме

тра при старших производных в исходном дифференциальном уравне-

нии.Пусть | |D¿ | | < е. Тогда от (23.17)-(23.18) можно перейти к раз

ностной схеме с конечным числом узлов: 

= CiVi_l - GiVi -Н ВгУг+1 = ¥г, М<1<Н, 

C!м•^-lVм — Gм+lVм+l = Г м + ь СмУн-г — С т̂уУдг = Гдг, (23.23) 

Л е м м а 23.2. Справедлива оценка: 

шах 
г 

и , - у , | ! < ^ { ! | С ] ^ ^ 1 X и м + 2 | | + Н^ту^Ц X | |и]у+1| |}. 
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Доказательство . Пусть Ъг = и — У,. Тогда Ъ является решением 

краевой задачи: 

. -1 

Определим Ф1 с компонентами: 

= 67 т а х Ъг + С X им+2 р + С- X 

Тогда 

Ьг-Ф < О, ]У < г < М Фк > О, Ф м > 0. 

В силу принципа максимума при всех г Ф1 > 0. Это доказывает лемму. 

2̂4. Описание метода расчета переноса примеси 

Пусть в атмосфере может находиться М веществ А\,Ач,...,Ам 

с концентрациями С\{х,у,х,€),...,См{х,у,х,{) .Эти вещества входят 

в состав атмосферного воздуха, могут выбрасываться из источни

ков или быть продуктами фотохимических реакций. Система уравне-

ний,моделирующая процесс распространения примесей, имеет вид: 

61 ох ду ог 

= ACi + Fi{x,y,z,t) + BiiCuC2,...,Cм), г = 1,2,. . . ,М, (24.1) 

где 

Аа = 
д 

Кг дхХ^дх) ду 
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Гг - функция, соответствующая выделению вещества А» из серии 

точечных источников ; 

Д- - источник или сток Аг из-за химических реакций. Схема хими

ческих реакций задается стехиометрическими соотношениями: 

м м 

г=1 г=1 

где N - количество учитываемых реакций, 

Jij,gij - стехиометрические коэффициенты прямой и обратной j - ой 

реакции. При этом источниковый член Вг имеет вид : 

где Мг - молекулярная масса г -го компонента смеси, Wj - скорость j -

ой реакции : 

= к-{т) П Ф - к^{т) п с]^, 
¿=1 ¿=1 

где 

К[(Т), К^{Т) - константы скоростей прямой и обратной реакций, 

вычисляемые согласно закону Аррениуса [91]: 

ЩТ) = К]ехр(-Е^/(КТ))Т^^, 

где 

Kj - константа скорости реакции, 

Ej - энергия активации реакции. 

Температура Т{х,у,х,{) предполагается известной ( хотя может 

учитываться тепловой эффект реакций). 

Краевые условия в общем случае имеют вид: 
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- А-С, = Мх,у), 2 = ,{х,у\ е.. = с*, г = Н. (24.2) 

Рельеф может быть неоднородным, при этом делается преобразова

ние координат, переводящее область в прямоугольную: 

2 - 8{х,у) 
а = О < (7 < 1. 

Я - 8{Х,УУ 

Перед построением разностной схемы для задачи (24.1)-(24.2) осу

ществлялся переход к достаточно большой области по координатам 

х,у, содержащей источники загрязнений, С^у = {\х\ < X, \у\ < У. 

При формировании краевых условий на искуственной границе при ре

шении задачи методом расщепления задавалось либо " мягкое" краевое 

условие, соответствующее условию отсутствия потока через границу, 

либо вырожденное уравнение по координате, соответствующей данной 

границе. В главе 2 в случае обыкновенного уравнения было показано, 

что использование на границе условия совпадения концентрации при

меси с фоновой менее предпочтительно. 

Решение уравнения (24.1) с соответствующими начальными и гра

ничными условиями осуществляется на основе схемы расщепления. 

При этом концентрации С{ расчитываются независимо друг от друга, 

учитывается диффузия и перенос веществ по различным координат

ным направлениям. 

На последнем интервале расщепления (^„,^„+1) длины т учитыва

ются химические реакции в каждом узле пространственной сетки: 

^ = Б , (С1 ,С2 , . . . ,См) , (24.3) 

С{\гы^- задано, i = 1,2, . . . ,М. 

М о д е л и р о в а н и е р е а к ц и й . В произвольном узле пространственной 

сетки система (24.3) может рассматриваться как система обыкновен-
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ных дифференциальных уравнений. В силу различных скоростей ста

дий , которые могут отличаться на порядки друг от друга, эта систе

ма является жесткой. Для ее решения используется метод Розенброка 

с автоматическим контролем погрешности на шаге, в соответствии с 

135]. 

Обойти трудности в моделировании одновременно протекаюп];их 

быстрых и медленных реакций можно с помощью метода квазистацио

нарных концентраций. При этом выделяются короткоживущие проме

жуточные вещества, предполагается, что их концентрация находится 

в состоянии равновесия. 

Предположим, что обратные реакции не учитываются. Пусть 

- коротко живущее вещество. Тогда согласно методу квазистационар

ных концентраций его концентрация Сг^ находится из соотношения: 

j-l i=l j=l гфч 

где 

ТУгд - количество реакций, в которых образуется вещество М^^ 

- количество реакций, в которых тратится вещество А^^. 

Рассматривались различные механизмы стадий реакций, протека

ющих в атмосфере. Механизм из 51 стадий химических реакций при

веден в табл. 24.1. 
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Таблица 24.1. Механизм трансформации примесей 

Номер Реакция Константа скорости 

п / п - » - обычная реакции, с-1. 

источник +Ъ. -»-фотохимическая с-1 смЗ или с-1 смб 

1 2 3 

1 139] 0 + 0 3 -» 02 2.7Е-10 

2 139 Н+НКОЗ -» 0 Н + Н К 0 2 2.0е-15 

3 129 ОН+ОН -» 0 + Н 2 0 5.0е-12 

4 129 Н 0 2 + Н 0 2 -» Н 2 0 2 + 0 2 3.0е-11ехр(-500/Т) 

5 139 Н202 +11 -» ОН+ОН 1.4е-05 

6 [139] ОЗ+Ь -» 0 + 0 2 4.8е-04 

7 [129 Н 2 0 + 0 -» ОН+ОН 2.2е-10ЕХР(-9250/Т) 

8 139 Н + Н 0 2 - » Н 2 0 + 0 1.6е-11 

9 139 0 + Н 2 С 0 -» ОН+НСО 1.6е-13 

10 139] 0 + Н 2 0 2 -» Н 0 2 + 0 Н 5.0Е-10 

11 139] Н+М02 -» О Н + К О 4.6Е-11 

12 139 Н + Н 2 0 2 -» Н 2 0 + 0 Н 4.6Е-14 

13 139 0 + 0 2 + М -» 0 3 + М 1.7е-14 для М=02,М2 
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Таблица 24.1. (Продолжение) 

1 2 3 

14 129 0 + О Н -» П + 0 2 2.2е-11ехр(-117/Т) 

15 129 0 3 + О Н -» Н 0 2 + 0 2 1.5е-12ехр(-940/Т) 

16 129 0 + П 0 2 -» О Н + 0 2 3.0е-11ехр(200/Т) 

17 139 О П + С О -» Н + С 0 2 З.Ое-13 

18 129 0 3 + Н 0 2 -» О Н + 2 0 2 1.4е-14ехр(-580/Т) 

19 129 0 3 + Н -» О Н + 0 2 1.4е-10ехр(-470/Т) 

20 129 N02 + Ь -» N 0 + 0 7.0е-03 

20 129 5.3е-03 

21 139 N 0 2 + 0 -» N 0 + 0 2 9.3е-12 

21 129 5.0е-12 

22 139 N 0 2 + 0 H + M -» H N 0 3 + M 3.2е-12 

23 139 N O + O H + M -» H N 0 2 + M 3.2е-12 

24 129 N H 0 3 + 0 H -» H 2 0 + N O З 9.4е-15ехр(778/Т) 

25 129] N 0 + H 0 2 -» N 0 2 + 0 H 2.0е-13 

25 129; 3.7е-12ехр(240/Т) 

26 139] H N 0 2 + 1 1 - » OH+NO 2.0е-03 

27 139] H N 0 3 + Ь -» 0 H + N 0 2 4.9е-06 

28 129 N 0 + 0 3 -» N02+02 2.2е-12ехр(-1430/Т) 

28 139] 4.0е-14 

29 129] N 0 3 + N 0 -» N02+N02 2.0е-11 

29 139] 9.0е-12 

30 139] N 0 3 +11 -» N 0 2 + 0 5.8е-02 

31 [129] Н + Н 2 0 2 -» Н 2 + Н 0 2 4.6Е-14 

32 [129] N02+03 -» N03+02 1.2е-13ехр(-2450/Т) 
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Таблица 24.1. (Продолжение) 

1 2 3 

32 [139] 3.4е-17 

33 139] П 2 С 0 -» П+НСО 2.2е-05 

34 139] П 2 С 0 -» П 2 + С 0 5.8е-05 

35 139] Н + Н 0 2 -» ОН-ЬОН 3.4Е-11 

36 129] Н С О + 0 2 -» Н 0 2 + С 0 3.5е-12ехр(140/Т) 

37 139] 0 Н + Н 0 2 -» Н20Ч-02 2.0Е-10 

38 139 H02+N02 -» Н М 0 2 + 0 2 З.ОЕ-11 

39 139 НСО+ОН -» Н 2 0 + С 0 6.7е-14 

40 139 Н 2 С 0 + 0 П -» Н С 0 + Н 2 0 1.0е-11 

40 129 1.5е-11 

41 139] С Н 4 + 0 -» СНЗ+ОН 9.0е-18 

42 139] С Н 4 + 0 -» Н2СО+Н2 1.4е-11 

43 129] С Н 4 + 0 Н -» СНЗ+Н20 2.4е-12ехр(-1710/Т) 

44 129] С Н З + 0 2 -» С П 2 0 + 0 Н З.Ое-16 

45 149] 8 0 2 + Н 0 2 - » О Н + 8 0 3 9.0е-16 

46 149] 802+03 -» 803+02 8.0е-24 

47 149 8 0 2 + К 0 2 - » 8 0 3 + К О 8.8е-30 

48 149] 802+0 -» 803 5.7е-14 

49 149] 8 0 2 + О Н -» Н 8 0 3 1.1е-12 

50 149] 8 0 2 + Н 0 2 -» Н 8 0 4 8.7е-1б 

51 [149] 8 0 2 + К О З -» 8 0 3 + Ш 2 7.0е-21 

К коротко живущим веществам, к которым можно применить метод 

квазистационарных концентраций, согласно [139], можно отнести 

Я , О, О Я , Л^Оз, Я С О , Я 0 2 . 
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З а д а н и е источников загрязнений. Источники загрязнений подраз

деляем на площадные и точечные 18 

Точечный источник имеет следующие характеристики: 

координаты источника; мощность выброса; скорость выброса ; тем

пература выбрасываемого вещества; объемная скорость выброса ; ра

диус трубы; время начала выброса; время окончания выброса; код вы

брасываемого вещества. 

Для выбрасываемой из источника примеси определялась эффектив

ная высота подъема примеси над источником по одной из эмпирических 

формул [18]: 

где Рг число Фруда, 

Рг = ^шоП'АТ, 
-¡•0 

к - радиус трубы, то - скорость выбрасываемой примеси, г¿o скорость 

ветра в устье трубы, АТ = Т — То, То - абсолютная температура окру

жающей среды, Г - абсолютная температура выбрасываемой примеси. 

При щтиле задавалось 

Д Я = 5.1рУ*3''/\ Р = ~дгоог\ 
^ 0 

где 5 - параметр устойчивости атмосферы. 

Точечный источник задается дельта-функцией Дирака. Концентра

ция примеси около источника расчитывается по приближенной ана

литической формуле [9] которая применима на малых расстояниях от 

источника. Это позволяет расчитать, какой стала концентрация при

меси в узлах сетки около источника при учете выделения примеси. В 

дальнейшем примесь распространяется за счет конвекции и диффузии. 
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Приближенная формула имеет вид: 

ехр 

1 

4^ 
+ ехр 

\ 4^ / J 
X 

( -yí\ 
ехр ——— ) , 

где 

xi = {x- Xmp) cos(a) + (y - sin(a), 

yi = {x- Xmp) s'm{a) + {y- Ушр) cos(a), 

Qi ~ мощность выброса вещества Ai из источника (г/сек) , а - угол 

между направлением ветра и осью о; в устье трубы с учетом эффек

тивного подъема примеси из источника, Я - высота трубы с учетом 

эффективного подъема примеси, к^ - коэффициент, связанный с диф

фузией примеси. 

Площадный источник реализуется через краевое условие на поверх

ности. Его интенсивность задается функцией fi{x,y). 

З а д а н и е с к о р о с т е й . Скорости U{x,y,z), V{x,y,z) в узлах расчет

ной сетки могут задаваться либо интерполяцией метеорологических 

данных, когда измерения скорости ветра производятся на определен

ных высотах в некоторых постах наблюдения, либо на основе работы 

программы расчета состояния атмосферы. В этом случае данные изме

рений нужны для задания краевых условий и начальных данных для 

модели расчета состояния атмосферы. Можно одновременно расчиты

вать состояние атмосферы и перенос примесей от источников, тогда к 

уравнениям, описывающим состояние атмосферы добавляется система 

уравнений переноса примесей. Далее такая система решается численно 
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с использованием схемы расщепления по аналогии с [139]. Коэффици

ент ]¥{ задается в соответствии со скоростью оседания данной примеси. 

З а д а н и е коэффициентов диффузии. Турбулентные коэффициенты 

диффузии задавались с использованием эмпирических формул [18]. При 

этом Кг, К2 задавались постоянными, коэффициент Кз{г) расчиты

вался по формуле [18]: 

^3 + /¿1 ^\/1 - Яг, если г <к, 

дТ К 

^3 + //1^>/1 — Ш, если г >Н. 

где йг - осредненное по высоте значение числа Ричардсона: 

дТ /(^ди\^ 

ерз - коэффициент молекулярной диффузии для воздуха. 

З а д а н и е рельефа. Для города Омска в виде двумерного массива со

здана карта рельефа местности. Если выбрана некоторая расчетная 

область и расчетная сетка по переменным х,у , то массив 8{х1,у^) со

здается на основе использования процедуры интерполяции. 

В ы б о р расчетной сетки. Сетка строится равномерной по коорди

натам х,у , например, для области порядка 50 х 50 км^. По высоте 

область порядка одного километра, сгущение сетки по вертикальной 

координате, в силу наличия пограничного слоя, осуществлялось около 

поверхности. 

Оформление результатов расчета. Результаты расчетов могут 

выдаваться в виде двумерных массивов концентраций на различных 

высотах ( или с помощью изолиний ) в различные моменты време

ни, концентрации примеси могут накладываться на карту города или 

области. 
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З А К Л Ю Ч Е Н И Е 

Сформулируем основные результаты исследований. 

1. Предложен способ построения разностных схем для нелинейных 

сингулярно возмущенных уравнений второго порядка с заданными кра

евыми условиями для конечного интервала. Способ основан на при

ближении коэффициентов дифференциального уравнения и получении 

точных разностных соотношений для возмущенной задачи. Построены 

схемы первого порядка точности для системы уравнений при различ

ных ограничениях на якобиан, для уравнения с сильной нелинейно

стью, для уравнения со степенным погранслоем. Для уравнения типа 

реакция-диффузия построена схема второго порядка точности. В слу

чае степенного погранслоя показано, как предлагаемый подход может 

быть обобщен на случай эллиптических уравнений. 

2. Построены и обоснованы разностные схемы для нелинейных эл

липтических уравнений в неограниченной области (полосе и полупо

лосе) в случаях экспоненциального и степенного параболических по

граничных слоев. Для краевой задачи предложен способ перехода к 

ограниченной (прямоугольной) области с оценкой погрешности меж

ду решениями исходной и редуцированной задач. Для редуцированной 

задачи построена аппроксимация смешанного краевого условия, сохра

няющая точность монотонной схемы Самарского. 

3. Исследован численный метод решения краевых задач для обыкно

венных дифференциальных уравнений второго порядка с малым пара

метром при старшей производной на полубесконечном интервале сведе

нием к краевой задаче для конечного интервала или к начальной задаче 
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для уравнения первого порядка. Рассмотрены линейные уравнения, не

линейное автономное уравнение, автономная система нелинейных урав

нений. При переносе краевых условий из бесконечности используется 

известный подход, основанный на выделении устойчивых многообра

зий. Вспомогательные задачи Коши решаются на основе асимптоти

ческих разложений по малому параметру. Проведен анализ влияния 

погрешностей, обусловленных переносом краевого условия, на решение 

редуцированных к конечному интервалу задач и на решение применяе

мых разностных схем; разностные схемы исследованы на равномерную 

сходимость по параметру. Предложен метод решения краевых задач 

для уравнений с точечным источником на бесконечном интервале. 

4. Предложен способ редукции скалярных и векторных разностных 

схем с бесконечным числом узлов к конструктивным схемам на сетках 

с конечным числом узлов. Векторные схемы соответствуют разностной 

аппроксимации двумерных задач в неограниченной области. В случае 

вырождаюш;ихся разностных схем предложен асимптотический подход 

для нахождения решения вспомогательных сеточных задач. 

5. Решена прикладная задача по численному моделированию пе

реноса примеси от источников загрязнений. Результаты исследования 

нашли применение при создании пакета программ, в соответствии с 

договором переданного для использования в Омский областной коми

тет природы. 

О с н о в н о й и т о г работы заключается в разработке разностных мето

дов решения краевых задач для линейных и нелинейных уравнений 

второго порядка с малым параметром при старших производных в не

ограниченной области. 
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