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ÂÎÃÍÓÒÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ ÑÒÎÈÌÎÑÒÈ1

Â àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ (ÀÑÓ) òîâàðíûìè ïîòîêàìè è â ðÿ-
äå äðóãèõ ñèñòåì ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé àêòóàëüíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ
ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìèíèìàëü-
íîãî ïî ñòîèìîñòè ïëàíà ïîñòàâîê îäíîðîäíîé ïðîäóêöèè îäíîìó ïîòðåáèòåëþ.
Äëÿ êàæäîãî ïîñòàâùèêà çàäàíî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ îáúåìà ïî-
ñòàâêè è âîãíóòûå ôóíêöèè ñòîèìîñòè ïîñòàâîê â ïðåäåëàõ êàæäîãî èíòåðâàëà.
Ïðåäëàãàåòñÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûé ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ äàííîé
çàäà÷è è ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé òî÷íûé àëãîðèòì äëÿ åå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.

1. Ââåäåíèå

Ïðè ñîçäàíèè àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ (ÀÑÓ) òîâàðíûìè ïîòî-
êàìè è ðÿäà äðóãèõ ñèñòåì ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò
ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Îäíîé èç òàêèõ
çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè ïëàí ïî-
ñòàâêè íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ïðîäóêöèè îò íåñêîëüêèõ ïîñòàâùèêîâ íåñêîëüêèì
ïîòðåáèòåëÿì òàê, ÷òîáû ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü äîñòàâêè áûëà ìèíèìàëüíîé è âû-
ïîëíÿëèñü îãðàíè÷åíèÿ íà äîïóñòèìûå îáúåìû ïîñòàâîê îò êàæäîãî ïîñòàâùèêà,
çàäàííûå îäíèì èëè íåñêîëüêèìè äîïóñòèìûìè èíòåðâàëàìè.

Äàííàÿ çàäà÷à NP-òðóäíà äàæå â ñëó÷àå îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ è îäíîãî äîïóñòèìî-
ãî èíòåðâàëà ó êàæäîãî ïîñòàâùèêà. Êðîìå òîãî, îòûñêàíèå äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ â
ñëó÷àå äâóõ èëè áîëåå ïîòðåáèòåëåé òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé [1]. Òàêèì
îáðàçîì, â ñâÿçè ñî ñëîæíîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàç-
ðàáîòêà ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ åå ðåøåíèÿ â ñëó÷àå îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ. Â [1]
ïðåäëîæåíû âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûé ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì è ïñåâäîïîëèíîìè-
àëüíûé òî÷íûé àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ îäèíî÷íûõ äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ îáúåìîâ
ïîñòàâêè è ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñòîèìîñòè. Äàííûé àëãîðèòì áûë îáîáùåí â [2] äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî çàäàííîãî ÷èñëà äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ ïðè ëèíåéíûõ íåóáûâàþùèõ
ôóíêöèÿõ ñòîèìîñòè. Äëÿ ñëó÷àÿ îäèíî÷íûõ èíòåðâàëîâ â [3, 4] ïîñòðîåíû âïîëíå
ïîëèíîìèàëüíûå ε-ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû â ñóùåñòâåííî áîëåå îáùèõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé ñòîèìîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ ïðîèçâîëüíûì çàäàííûì
÷èñëîì èíòåðâàëîâ îáúåìà ïîñòàâêè è ïðåäëàãàåòñÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûé
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ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèè ñòîèìîñòè ïîñòàâîê ÿâëÿ-
þòñÿ âîãíóòûìè è íåóáûâàþùèìè â ïðåäåëàõ êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ. Äëÿ îäíîãî
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è ïîñòðîåí ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé òî÷íûé àëãîðèòì.

2. Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) Z(x) =
n∑

i=1

ci(xi) → min,

(2)
n∑

i=1

xi > A,

(3) xi ∈ {0} ∪
I(i)⋃
t=1

[mt
i, M

t
i ], i = 1, . . . , n.

Ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû xi, îïðåäåëÿþùèå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, äîñòàâ-
ëÿåìîé ïîòðåáèòåëþ îò i-ãî ïîñòàâùèêà. Çäåñü A > 0 � íåîáõîäèìîå ïîòðåáèòå-
ëþ êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè; I(i) � ÷èñëî äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ äëÿ îáúåìà ïî-
ñòàâêè i-ãî ïîñòàâùèêà; 0 < mt

i 6 M t
i � ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðà-

íèöû t-ãî äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà i-ãî ïîñòàâùèêà, t = 1, . . . , I(i) (ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî M t

i < mt+1
i , t = 1, . . . , I(i) − 1); ôóíêöèè ci(·) ÿâëÿþòñÿ âîãíóòûìè è

íåóáûâàþùèìè íà êàæäîì äîïóñòèìîì èíòåðâàëå è îïðåäåëÿþò ñòîèìîñòè äîñòàâêè:
ci(0) = 0, ci(xi) > 0, åñëè xi ∈ [mt

i, M
t
i ], t = 1, . . . , I(i). Âñå èñõîäíûå äàííûå è çíà-

÷åíèÿ ôóíêöèé ñòîèìîñòè ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íàõîæäåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ci(·), i = 1, . . . , n, à òàê-
æå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è ñðàâíåíèå ÷èñåë ìåæäó ñîáîé òðåáóþò êîíñòàíòíîãî
âðåìåíè.

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåðìèíîëîãèÿ [5]. Ïîä ε-ïðèáëèæåííûì àë-
ãîðèòìîì äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïîíèìàåòñÿ àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìîãî
ðåøåíèÿ, ñòîèìîñòü êîòîðîãî íå áîëåå, ÷åì â 1 + ε ðàç ïðåâûøàåò ñòîèìîñòü îï-
òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ (åñëè çàäà÷à ðàçðåøèìà). Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå íàçûâàåì
ε-ïðèáëèæåííûì. Äàëåå, ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïîëèíîìè-
àëüíûì, åñëè åãî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò äëèíû
âõîäà çàäà÷è è îò 1/ε ïðè ëþáîì çàäàííîì ε > 0. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òå î ð åì à 1. Äëÿ çàäà÷è (1)�(3) ñóùåñòâóåò âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûé
ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì òðóäîåìêîñòè O((log2 log2(U/L) + 1/ε)Imaxn

3), ãäå
L è U � ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ àïðèîðíûå îöåíêè îïòèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (1)�(3) è Imax = maxi=1,...,n I(i).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A > 0 è çàäà÷à (1)�(3) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, òî ìîæíî

âûáðàòü U =
∑n

i=1 ci

(
M I(i)

i

)
è L = mini=1,...,n ci (m

1
i ). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâî-

äèòñÿ ïî ñõåìå ðàññóæäåíèé, ïðåäëîæåííîé â [4]. Ïðè ïîñòðîåíèè âïîëíå ïîëèíîìè-
àëüíîãî ε-ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà óëó÷øåíèÿ îöåíîê [6]
è ó÷èòûâàåòñÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ îáúåìà ïîñòàâêè îò êàæäîãî ïî-
òðåáèòåëÿ, ïîäîáíî àëãîðèòìó â [2].
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3. Âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûé ε-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì

Ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 1 â ðàáî-
òå [1] íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ îáúåìà ïîñòàâêè.

Ëåììà 1. Ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à (1)�(3) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí îïòèìóì x∗,
ãäå x∗

i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, îäíîãî íîìåðà i, ïðèíè-

ìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0} ∪
⋃I(i)

t=1{mt
i, M

t
i }.

Ïî ëåììå 1, ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ n çàäà÷, îáîçíà÷à-
åìûõ ÷åðåç Pj, j = 1, . . . , n, òàêèõ, ÷òî â Pj îãðàíè÷åíèÿ (3) çàìåíåíû íà

(4) xi ∈ {0} ∪
I(i)⋃
t=1

{mt
i, M

t
i }, i = 1, . . . , n, i 6= j, xj ∈ {0} ∪

I(j)⋃
t=1

[mt
j, M

t
j ].

Ïðè çàäàííîì j ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ áîëåå ¾æåñòêèìè¿ óñëîâèÿìè, ÷åì (1)�(3):

(5)
∑

16i6n, i6=j

ci(xi) → min,

(6)
∑

16i6n, i6=j

xi > A,

(7) xi ∈ {0} ∪
I(i)⋃
t=1

{mt
i, M

t
i }, 1 6 i 6 n, i 6= j.

Äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé îáîáùåíîé çàäà÷è î ðþêçà-
êå [7]. Ïóñòü Z îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Òîãäà ïðè

(8) ci(xi) ∈ Z, i = 1, . . . , n, i 6= j,

çàäà÷à (5)�(7) ìîæåò áûòü ðåøåíà ñëåäóþùèì ïðîñòûì àëãîðèòìîì äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ). Ðàññìîòðèì j = n â çàäà÷å (5)�(8) è îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕk(c)
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, êîòîðîå ìîãóò îáåñïå÷èòü ïåðâûå k ïîñòàâùè-
êîâ ïðè ñòîèìîñòè ïîñòàâîê c, à ÷åðåç U � àïðèîðíóþ âåðõíþþ îöåíêó íà ñòîèìîñòü Z
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)�(8). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Áåëëìàíà äëÿ (5)�(8)
ïðè ëþáûõ k = 1, . . . , n− 1 è c = 0, . . . , U èìååò âèä:

ϕk(c) = max

V + ϕk−1(c− ck(V )) | V ∈ {0} ∪
I(k)⋃
t=1

{mt
k, M

t
k}, ck(V ) 6 c


ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì: ϕ0(c) = 0 ïðè c = 0; ϕ0(c) = −∞ ïðè c 6= 0. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ñëó÷àè j 6= n.

Êàê ïîêàçàíî â [7, 8], çàìåíà èñõîäíûõ ñòîèìîñòåé íà èõ ìàñøòàáèðîâàííûå è
îêðóãëåííûå çíà÷åíèÿ ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü òðóäîåìêîñòüþ è òî÷íîñòüþ àëãîðèòìà
ÄÏ äëÿ çàäà÷è î ðþêçàêå è ðÿäà åå îáîáùåíèé. Çàìåíèì âñå ñòîèìîñòè ci(x) íà

(9) γi(x) =

⌊
ci(x)

δ

⌋
, i = 1, . . . , n,
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ãäå δ � ìàñøòàáèðóþùèé ìíîæèòåëü, êîòîðûé áóäåò âûáðàí äàëåå. Â òàêîì ñëó÷àå
çàäà÷à (10),(6),(7) ñ öåëåâîé ôóíêöèåé

(10)
∑

16i6n, i6=j

γi(xi) → min,

èìååò òîëüêî öåëî÷èñëåííûå ñòîèìîñòè äîñòàâêè è ê íåé ïðèìåíèì îïèñàííûé âû-
øå àëãîðèòì ÄÏ. Äëÿ çàïèñè ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç gk(j, γ) ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, êîòîðîå ìîãóò îáåñïå÷èòü k ïîñòàâ-
ùèêîâ ïðè îòñóòñòâèè j-ãî è ïðè çàäàííîé ñóììå γ ìàñøòàáèðîâàííûõ è îêðóãëåí-
íûõ ñîãëàñíî (9) ñòîèìîñòåé ïîñòàâîê. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü gj(j, γ) = 0. Òîãäà:

(11)

gk(j, γ) =


max{V + gk−1(j, γ − γk(V )) |V ∈ {0} ∪

⋃I(k)

t=1{mt
k, M

t
k}, γk(V ) 6 γ}

ïðè k 6∈ {j + 1, j};
max{V + gk−2(j, γ − γk(V )) |V ∈ {0} ∪

⋃I(k)

t=1{mt
k, M

t
k}, γk(V ) 6 γ}

ïðè k = j + 1

äëÿ âñåõ γ = 0, . . . , bU/δc, k 6= j. Íà÷àëüíîå óñëîâèå àíàëîãè÷íî óêàçàííîìó âûøå
äëÿ ôóíêöèîíàëà ϕ(·).

Ïóñòü x∗, Z∗, L è U � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-
öèè è åå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ çàäà÷è (1)�(3).

Âêëþ÷àÿ â ðàññìîòðåíèå ïîñòàâùèêà j, îò çàäà÷è (10),(6),(7) ìû ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåé çàäà÷å, îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç RPj. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è RPj èìååò âèä

(12) z(j)(x) =
∑

16k6n,k 6=j

γk(xk) +
cj(xj)

δ
→ min,

à äîïóñòèìàÿ îáëàñòü çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè (2) è (4). Èìååò ìåñòî

Ëåììà 2. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x(jR) çàäà÷è RPj ÿâëÿåòñÿ ε-ïðèáëèæåííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è Pj ïðè δ = εL/(n − 1). Êðîìå òîãî, Z(x(jR)) 6 Z(j) + (n − 1)δ, ãäå
Z(j) � îïòèìóì çàäà÷è Pj.

Äàëåå âåçäå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî δ = εL/(n− 1).

Çàäà÷à RPj ìîæåò áûòü ðåøåíà ïóòåì íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà gn(j, γ)
äëÿ âñåõ γ = 0, . . . , bU/δc ñ ïîñëåäóþùèì îòûñêàíèåì

Z(jR) = min

γ +
cj(xj)

δ
| gn(j, γ) + xj > A, xj ∈ {0} ∪

I(j)⋃
t=1

[mt
j, M

t
j ], γ = 0, . . . ,

⌊
U

δ

⌋ .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììû 1 è 2, äîñòàòî÷íî íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x(jR)

äëÿ êàæäîé çàäà÷è RPj è âûáðàòü èç íèõ íàèìåíüøåå ïî ñòîèìîñòè. Ïîëó÷åííîå ðå-
øåíèå áóäåò ε-ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (1)�(3). Íà ýòîì îñíîâàí
ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì, îïèñûâàåìûé íèæå. Â çàïèñè àëãîðèòìà âåëè÷èíà V (j, γ)
óêàçûâàåò ìèíèìàëüíûé îáúåì, êîòîðûé íåîáõîäèìî äîñòàâèòü îò ïîñòàâùèêà j ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è RPj, êîãäà óæå îïðåäåëåí îáúåì gn(j, γ), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèþ (2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(γ) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11).
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Àë ã î ð è òì 1.

0. Ïîëîæèòü rec = +∞.
1. Äëÿ j îò 1 äî n âûïîëíÿòü øàãè 2�3:
2. Âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÄÏ, ñîãëàñíî (11), âñå çíà÷åíèÿ

V (j, γ) = A− gn(j, γ) è âåêòîðû x(γ), γ = 0, . . . ,
⌊

U
δ

⌋
.

3. Äëÿ γ îò 0 äî
⌊

U
δ

⌋
âûïîëíÿòü øàãè 3.1�3.2:

3.1. Åñëè V (j, γ) 6 0 è γ 6 rec, òî îáíîâèòü ðåêîðä rec := γ

è ïîëîæèòü x̃k := x
(γ)
k äëÿ âñåõ k 6= j; x̃j := 0.

3.2. Äëÿ t îò 1 äî I(j) âûïîëíÿòü øàãè 3.2.1�3.2.2:

3.2.1. Åñëè mt
j 6 V (j, γ) 6 M t

j è γ +
cj(V (j,γ))

δ
6 rec

òî îáíîâèòü ðåêîðä rec := γ +
cj(V (j,γ))

δ

è ïîëîæèòü x̃k := xk
(γ) äëÿ âñåõ k 6= j; x̃j := V (j, γ).

3.2.2. Åñëè 0 < V (j, γ) < mt
j è γ +

cj(m
t
j)

δ
6 rec

òî îáíîâèòü ðåêîðä rec := γ +
cj(m

t
j)

δ

è ïîëîæèòü x̃k := xk
(γ) äëÿ âñåõ k 6= j; x̃j := mt

j.
4. Åñëè rec < +∞, òî x̃ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì òðåáóåìîé òî÷íîñòè,
èíà÷å çàäà÷à íåðàçðåøèìà.

Óòâ å ðæä å í è å 1. Ïóñòü âìåñòå ñ èñõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è óêàçàíû íèæ-
íÿÿ îöåíêà L è âåðõíÿÿ îöåíêà U äëÿ ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ Z∗

(0 < L 6 Z∗ 6 U). Òîãäà äëÿ çàäà÷è (1)�(3) àëãîðèòì 1 ÿâëÿåòñÿ ε-ïðèáëèæåííûì
è èìååò òðóäîåìêîñòü O(Imaxn

3U/εL). Ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî äàííûì
àëãîðèòìîì, íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû Z∗ + (n− 1)δ.

Ñë å ä ñ ò â è å 1. Åñëè ci(m
t
i), ci(M

t
i ) ∈ Z äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, t = 1, . . . , I(i), òî

ïðè ε = (n− 1)/L ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì 1 ðåøàåò çàäà÷ó (1)�(3) òî÷íî.

Ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî â óêàçàííûõ óñëîâèÿõ çàäà÷è Pj èRPj ñîâïàäàþò.

Íåïîëíîòà óòâåðæäåíèÿ 1 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ óêàçûâàòü êîíêðåò-
íûå çíà÷åíèÿ L è U . Â ðàáîòå [6] ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà óëó÷øåíèÿ îöåíîê, ïðåäñòàâ-
ëÿþùàÿ ñîáîé ìîäèôèêàöèþ äâîè÷íîãî ïîèñêà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ïðè-
áëèæåííîãî àëãîðèòìà íàõîäèòü äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê îïòèìóìó àïðèîðíûå îöåíêè
LB è UB. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðèáëèæåííûé àëãî-
ðèòì óäîâëåòâîðÿë ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ïðîèçâîëüíûõ âõîäíûõ
äàííûõ àëãîðèòì íàõîäèò ðåøåíèå ñî ñòîèìîñòüþ

(13) Zapp 6 U + εL.

Ïðèâåäåííîå â ïðèëîæåíèè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå óñëî-
âèÿ (13) äëÿ àëãîðèòìà 1 è ïîäñ÷åòó îáùåé òðóäîåìêîñòè.

4. Çàêëþ÷åíèå

Çàìåòèì, ÷òî èç ðåçóëüòàòîâ [4], ïðè íàëè÷èè ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûõ îáðàò-
íûõ ôóíêöèé ê ñòîèìîñòÿì ci(·), i = 1, . . . , n, òàêæå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âïîëíå
ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû äëÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è. Äëÿ îáîñíî-
âàíèÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ââåñòè äîñòàòî÷íî áîëüøèå øòðàôû çà âûõîä èç äîïóñòèìûõ
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èíòåðâàëîâ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âåëè÷èíû n è 1/ε âõîäÿò â îöåíêó òðóäîåìêîñòè ñî
ñòåïåíüþ 2.

Èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòå ïîäõîä ïîçâîëèë îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ öåëî÷èñëåí-
íîñòè èñõîäíûõ äàííûõ è êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñòîèìîñòè çà ñ÷åò äîïîëíè-
òåëüíîãî îêðóãëåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ, â îòëè÷èå îò [2].

Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííàÿ ïîñòàíîâêà ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà
êàê çàäà÷à ñî ìíîãèìè ýòàïàìè ïîñòàâêè. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé èíòåðâàë ïîñòàâ-
êè ìîæåò áûòü ïîíÿò íå òîëüêî êàê îãðàíè÷åíèå íà âîçìîæíûé îáúåì ïîñòàâêè,
íî è âîçìîæíî êàê îãðàíè÷åíèå íà ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïîñòàâêè. Ïðè òàêîé èíòåð-
ïðåòàöèè âðåìåííîé ïàðàìåòð ó÷àñòâóåò â ìîäåëè íåÿâíûì îáðàçîì, ÷òî ïîçâîëÿåò
èçáåæàòü ñëîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ åãî ÿâíûì âêëþ÷åíèåì â ìîäåëü.

Â äàëüíåéøåì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàçâèòèå äàííîé çàäà÷è íà ñëó÷àé ìíîãèõ
ïîòðåáèòåëåé, à òàêæå íà ñëó÷àé âîçìîæíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî õðàíåíèÿ ïîñòàâëÿå-
ìîé ïðîäóêöèè íà ñêëàäå.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 1.

Ïóñòü X1 = (x1
1, x

1
2, . . . , x

1
n) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðà èíäåêñîâ i, j ∈ {1, . . . , n} òàêèõ, ÷òî mk1
i < x1

i <
Mk1

i è mk2
j < x1

j < Mk2
j äëÿ íåêîòîðûõ k1 è k2. Â ñëó÷àå, åñëè ci(x

1
i + δ1) − ci(x

1
i ) 6

cj(x
1
j)− cj(x

1
j − δ1), ãäå δ1 = min{Mk1

i −x1
i , x

1
j −mk2

j }, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàìåíó:
x2

i = x1
i + δ1, x

2
j = x1

j − δ1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîé çàìåíå
∑

i x
1
i =

∑
i x

2
i , êðîìå

òîãî âñå x2
j , j = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè è Z(X2) 6 Z(X1). Àíàëîãè÷íî,

åñëè ci(x
1
i )− ci(x

1
i − δ2) > cj(x

1
j + δ2)− cj(x

1
j), ãäå δ2 = min{Mk2

j − x1
j , x

1
i −mk1

i }, òîãäà
ðàññìàòðèâàåì çàìåíó x2

i = x1
i − δ2, x

2
j = x1

j + δ2. Òàêèì îáðàçîì, X2 òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) è èìååò òðåáóåìûé âèä. Äðóãèå ñëó÷àè
íåâîçìîæíû ïðè âîãíóòûõ íà êàæäîì èç äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ öåëåâûõ ôóíêöèÿõ.
Ïîâòîðåíèå ïîäîáíûõ ðàññóæäåíèé êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(j) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Pj, j = 1, . . . , n. Òîãäà èìååì:

Z(j)

δ
=

n∑
k=1

ck(x
(j)
k )

δ
>

∑
16k6n, k 6=j

⌊
ck(x

(j)
k )

δ

⌋
+

ck(x
(j)
k )

δ
= z(j)(x(j)).

Ïîñêîëüêó îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Pj ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì RPj, òî:

Z(x(jR))

δ
6 z(j)(x(jR)) + (n− 1) 6 z(j)(x(j)) + (n− 1) 6

Z(j)

δ
+ (n− 1),

è
Z(x(jR))− Z(j)

Z(j)
6

Z(j) + (n− 1)δ − Z(j)

Z(j)
6

(n− 1)δ

L
= ε.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ó ò â å ðæä å í è ÿ 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç j∗ èíäåêñ òîé çàäà÷è RPj, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå êîòîðîé ÿâëÿ-
åòñÿ íàèìåíüøèì ïî ñòîèìîñòè ñðåäè âñåõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé RPj, j = 1, . . . , n.
Åñëè òàêèõ çàäà÷ íåñêîëüêî, òî j∗ � íàèáîëüøèé èç ýòèõ èíäåêñîâ.

Ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü âåðõíåé îöåíêè bU/δc
íà γ äëÿ j∗ â ñèëó ëåìì 1 è 2:

(Ï.1)
∑

16k6n, k 6=j∗

⌊
ck(x

(j∗R)
k )

δ

⌋
6

∑
16k6n, k 6=j∗

⌊
ck(x

(j∗R)
k )

δ

⌋
+

cj∗(x
(j∗R)
j∗ )

δ
6

6
∑

16k6n, k 6=j∗

⌊
ck(x

(j∗)
k )

δ

⌋
+

cj∗(x
(j∗)
j∗ )

δ
6

U

δ
.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó öåëî÷èñëåííîñòè îöåíèâàåìîé â (Ï.1) âåëè÷èíû, â êà÷åñòâå
âåðõíåé îöåíêè ìîæíî âçÿòü bU/δc.

Ïóñòü çàäà÷à (1)�(3) ðàçðåøèìà. Òîãäà ðàçðåøèìà êàæäàÿ çàäà÷à Pj, à ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàçðåøèìà è êàæäàÿ çàäà÷à RPj, â ÷àñòíîñòè, RPj∗ . Ïîñêîëüêó íà øàãå 2
àëãîðèòìà 1 íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ gn(j, γ), γ = 0, . . . , bU/δc, à íà øàãå 3 ðàññìàòðèâà-
þòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ xj∗ , ÷òî âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è RPj∗ , òî ðåøåíèå x̃,
íàéäåííîå àëãîðèòìîì 1, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå x′ çàäà÷è RPj∗ òàêîå, ÷òî
z(j∗)(x′) < z(j∗)(x̃). Ïóñòü

∑
16k6n,k 6=j∗bck(x

′
k)/δc = γ′. Çíà÷åíèå γ = γ′, â ÷àñòíîñòè,

ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñèëó êîððåêòíîñòè âåðõíåé îöåíêè íà γ. Íà øàãå 3 ïðè çàäàí-
íîì γ â êàæäîì äîïóñòèìîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå (2),
ïðîâåðÿåòñÿ òàêàÿ òî÷êà ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì cj∗(xj∗). Ïîýòîìó âîçìîæåí ëèøü
ñëó÷àé, êîãäà z(j∗)(x′) = z(j∗)(x̃), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîýòîìó ðåøå-
íèå x̃ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì RPj∗ , è ïî ëåììå 2 ÿâëÿåòñÿ ε-ïðèáëèæåííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Z(x(jR)) 6 Z∗ + (n− 1)δ.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè V (j, γ) > M I(j)

j äëÿ âñåõ j è γ, òî çàäà÷à (1)�(3) íåðàçðåøèìà.

Àëãîðèòì ñîâåðøàåò n èòåðàöèé ðåøåíèÿ çàäà÷ RPj, çàïîëíÿÿ n − 1 ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò bU/δc+ 1 ýëåìåíòîâ. Íà øàãå 3 àëãîðèòìà
âûïîëíÿåòñÿ O(ImaxU/δ) ñðàâíåíèé, òàêèì îáðàçîì, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèò-
ìà 1 ñîñòàâëÿåò O(Imaxn

3U/εL).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1.

Ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ 1, óñëîâèå (13) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

Zapp 6 Z∗ + (n− 1)δ 6 U + εL.

Êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 1 è îïèñàíèÿ ïðîöåäóðû óëó÷øåíèÿ îöåíîê, òðó-
äîåìêîñòü ýòîé ïðîöåäóðû ñîñòàâëÿåò O(Imaxn

3 log2 log2(U/L)). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ε > 0 ïðèìåíåíèå ε-ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì LB è UB, íàéäåí-
íûõ â ïðîöåäóðå óëó÷øåíèÿ îöåíîê, äàåò âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûé ε-ïðèáëèæåííûé
àëãîðèòì ñ îáùåé òðóäîåìêîñòüþ O((log2 log2(U/L) + 1/ε)Imaxn

3).

7



ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Åðåìååâ À.Â., Ðîìàíîâà À.À., Ñåðâàõ Â.Â., ×àóõàí Ñ.Ñ. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
îäíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè // Äèñêðåòí. àíàëèç è èññëåä. îïåðàöèé.
2006. Ñåð. 2. Ò. 13. � 1. Ñ. 27�39.

2. Åðåìååâ À.Â., Êóçíåöîâ Ï.Ì. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâ-
êàìè ñî ìíîãèìè èíòåðâàëàìè // Âåñòíèê Îìñêîãî óíèâåðñ. 2006. � 3. Ñ. 26�28.

3. Chauhan S.S., Eremeev A.V., Romanova A.A., Servakh V.V., Woeginger G.J.

Approximation of the supply scheduling problem // Oper. Res. Lett. 2005. V. 33.
No 3. P. 249�254.

4. Ng C.T., Kovalyov M.Y., Cheng T.C.E. An FPTAS for a supply scheduling problem
with non-monotone cost functions // Accepted in Naval Research Logistics. 2007.

5. Ïàïàäèìèòðèó Õ., Ñòàéãëèö Ê. Êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ. Àëãîðèòìû è
ñëîæíîñòü. Ì.: Ìèð, 1985.

6. Òàíàåâ Â.Ñ., Êîâàëåâ Ì.ß., Øàôðàíñêèé ß.Ì. Òåîðèÿ ðàñïèñàíèé. Ãðóïïîâûå
òåõíîëîãèè. Ìèíñê: ÈÒÊ ÍÀÍ Áåëàðóñè, 1998.

7. Kovalyov M.Y. A rounding technique to construct approximation algorithms for
knapsack and partition type problems // Appl. Math. and Comp. Sci. 1996. No 6.
P. 101�113.

8. Ibarra O.H., Kim C.E. Fast approximation algorithms for the knapsack and sum of
subset problems // J. of the ACM. 1975. V. 22. No 4. P. 463�468.

8


