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ñêîé ñèñòåìå, âîçíèêàþùàÿ ïðè ðàñ÷åòå àóêöèîíîâ ýëåêòðîýíåðãèè â óñëîâèÿõ ðûíêà ¾íà ñóòêè
âïåðåä¿ è áàëàíñèðóþùåãî ðûíêà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîèñê äîïóñòèìîãî ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â
óñëîâèÿõ áàëàíñèðóþùåãî ðûíêà ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷åé äàæå â ñëó÷àå
îäíîãî ãåíåðàòîðà. Ïîêàçàíà NP-òðóäíîñòü ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â óñëîâèÿõ
ðûíêà ¾íà ñóòêè âïåðåä¿ äàæå ïðè îäíîì ãåíåðàòîðå è ïðè îòñóòñòâèè êîíòðîëèðóåìûõ ñå÷åíèé.
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Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ñëîæíîñòè çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðåæèìà ýëåêòðîýíåðãåòè-

÷åñêîé ñèñòåìû (ÝÝÑ), âîçíèêàþùåé ïðè ðàñ÷åòå àóêöèîíà îïòîâîãî ðûíêà ýëåêòðîýíåðãèè

â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ, ïðåäëîæåííîé â [7]. Äåòàëüíîå îïèñàíèå ìîäåëè ñ íåáîëüøèìè

âàðèàöèÿìè ïðèâîäèòñÿ â [4, 5, 6, 8]. Äàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåííûé àóêöèîí

ýëåêòðîýíåðãèè è ýëåêòðè÷åñêóþ ñåòü ñ ó÷åòîì çàêîíà Îìà äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà, à ïîòîìó

âêëþ÷àåò â ñåáÿ îãðàíè÷åíèÿ, âûðàæåííûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Â êà÷åñòâå

óïðîùàþùèõ àïïðîêñèìàöèé äàííîé ìîäåëè â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå ìî-

äåëè ïîñòîÿííîãî òîêà (DC-load �ow model) [11] è èõ ìîäèôèêàöèè ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé

1Ýòî ïðåïðèíò Ñòàòüè, ïðèíÿòîé äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ â æóðíàëå ¾Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå

îïåðàöèé¿ ( c© Ñèáèðñêîå îòäåëåíèå ÐÀÍ, 2017, c© Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, 2017).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 15-11-10009).
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àïïðîêñèìàöèåé êâàäðàòè÷íûõ ïîòåðü [10]. Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â òàêèõ

óïðîùåííûõ ìîäåëÿõ ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòüñÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ëèíåéíî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ). Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ðàìêàõ

èñõîäíîé ìîäåëè ðàçðàáîòàíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû [4], îñíîâàííûå íà äåêîìïîçèöèè çà-

äà÷è è ïîçâîëÿþùèå êîìáèíèðîâàòü ñòàíäàðòíûå ïðîãðàììû äëÿ ðàñ÷åòà ðåæèìîâ ÝÝÑ ñ

êîììåð÷åñêèìè îïòèìèçàöèîííûìè ïàêåòàìè, ðåøàþùèìè ïîäçàäà÷è ËÏ â ìîäåëè ïîñòî-

ÿííîãî òîêà. Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ðàìêàõ èñõîäíîé ìîäåëè òàêæå ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû ìåòîäû, ñî÷åòàþùèå íàèñêîðåéøèé ñïóñê ñ äðóãèìè ñòàíäàðòíûìè ìå-

òîäàìè íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, [2], ãë. 7). Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ, òðåáóþùèõ ñðåäè ïðî÷åãî íåîòðèöàòåëüíûõ óçëîâûõ öåí íà ýëåêòðîýíåð-

ãèþ, â [4] è [9] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ãëîáàëüíóþ îïòèìàëüíîñòü

ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â [9], ïðè âîçíèêíîâåíèè îòðèöàòåëüíûõ óç-

ëîâûõ öåí äàííîå ñâîéñòâî ìîæåò íàðóøàòüñÿ è â îáùåì ñëó÷àå îòûñêàíèå ãëîáàëüíîãî îï-

òèìóìà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé. Êàê ïîêàçàíî íàñòîÿùåé

ðàáîòå, ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåæèìà ÝÝÑ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé,

è ýòî æå îòíîñèòñÿ ê ïîèñêó ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñ ãàðàíòèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé

îöåíêîé òî÷íîñòè. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû çà ñ÷åò àêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ íèæíåé ãðàíè-

öû íà îáúåì ãåíåðàöèè, ÷òî òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ

îòðèöàòåëüíîé óçëîâîé öåíû.

Ñëåäóþùèé ðàçäåë ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðåæèìà ÝÝÑ è åå ôîð-

ìóëèðîâêó â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäÿòñÿ äî-

êàçàòåëüñòâà òðóäíîðåøàåìîñòè ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è. Ðàçäåë 3 ñîäåðæèò

çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ

â ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìå â óñëîâèÿõ ðûíêà

Ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â ÝÝÑ, âîçíèêàþùåé ïðè

ðàñ÷åòå àóêöèîíà íà îïòîâîì ðûíêå ýëåêòðîýíåðãèè [7]. Â îïèñàíèè ìîäåëè, êàê ïðàâè-

ëî, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìîé îáîçíà÷åíèé èç ìîäåëè êîíêóðåíòíîãî îïòîâîãî ðûíêà

ýëåêòðîýíåðãèè ¾íà ñóòêè âïåðåä¿ [4, 6].

Âõîäíûå äàííûå çàäà÷è âêëþ÷àþò â ñåáÿ èíôîðìàöèþ îá ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêîé ñåòè,

î ãåíåðàòîðàõ è ïîòðåáèòåëÿõ ýëåêòðîýíåðãèè, à òàêæå öåíîâûå çàÿâêè íà ïîêóïêó è ïðî-

äàæó ýëåêòðîýíåðãèè â óçëàõ ñåòè, ïîäàííûå ó÷àñòíèêàìè àóêöèîíà íà íåêîòîðûé ïåðèîä

ïëàíèðîâàíèÿ (÷àñ), â òå÷åíèå êîòîðîãî ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ.

Èíôîðìàöèÿ îá ýëåêòðè÷åñêîé ñåòè çàäàíà âçâåøåííûì îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì ñ

ìíîæåñòâîì óçëîâ N è ìíîæåñòâîì äóã A. Êàæäàÿ äóãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåòâü ýëåê-

òðè÷åñêîé ñåòè, ò.å. ëèíèþ ýëåêòðîïåðåäà÷ (ËÝÏ) èëè òðàíñôîðìàòîð. Ìíîæåñòâî óçëîâ,

íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûõ ëèíèÿìè ñ óçëîì i, îáîçíà÷èì ÷åðåç N(i). Äëÿ êàæäîé âåòâè

óêàçàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: rij � àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå âåòâè; xij � ðåàêòèâíîå ñî-

ïðîòèâëåíèå âåòâè; Bij � øóíòèðóþùàÿ åìêîñòíàÿ ïðîâîäèìîñòü âåòâè; tij � êîýôôèöèåíò

òðàíñôîðìàöèè (åñëè âåòâü (i, j) � òðàíñôîðìàòîð, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå tij = 1); αij � ôàçî-

ñäâèãàþùèé êîýôôèöèåíò (åñëè âåòâü (i, j) � òðàíñôîðìàòîð, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå αij = 0).

Ïðè íàëè÷èè äóãè (i, j) èìååòñÿ è äóãà (j, i), ãäå rji = rij, xji = xij, Bji=Bji, tji = 1/tij

è αji = −αij. Îáðàòíàÿ äóãà (j, i) îòíîñèòñÿ ê òîé æå ËÝÏ èëè òðàíñôîðìàòîðó, ÷òî è

ïðÿìàÿ äóãà (i, j). Ïàðàìåòðû rij, xij ýêâèâàëåíòíî ìîãóò ïðåäñòàâëÿòüñÿ ïàðîé ïàðàìåò-

ðîâ Gij, Ωij, ãäå Gij � àêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü âåòâè, Gij = rij/(r
2
ij + x2

ij); Ωij � ðåàêòèâíàÿ

ïðîâîäèìîñòü âåòâè, Ωij = xij/(r
2
ij + x2

ij) � ñì., íàïðèìåð, [1]. Â êàæäîì óçëå i ∈ N çàäàíû

ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ïðåäåëüíî äîïóñòèìûå íàïðÿæåíèÿ V min
i è V max

i , ñì. [6, 8, 7].

Êðîìå òîãî, ÝÝÑ èìååò íåêîòîðîå (âîçìîæíî ïóñòîå) ìíîæåñòâî S êîíòðîëèðóåìûõ ñå÷å-

íèé, ãäå ïîä ñå÷åíèåì ïîíèìàåòñÿ íàáîð äóã îðãðàôà, ïî êîòîðûì îãðàíè÷èâàåòñÿ ñóììàð-

íûé ïîòîê àêòèâíîé ìîùíîñòè. Äëÿ êàæäîãî êîíòðîëèðóåìîãî ñå÷åíèÿ S ∈ S çàäàíû åãî

ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè: pmin
S � íèæíèé ïðåäåë ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñå÷åíèÿ S; pmax

S �
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âåðõíèé ïðåäåë ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñå÷åíèÿ S. Ïðè ïîäñ÷åòå ñóììàðíîé çàãðóçêè ñå-

÷åíèÿ ïîòîê ìîùíîñòè, èäóùèé ïî âåòâè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ó÷èòûâàåòñÿ ñ îáðàòíûì

çíàêîì.

Ê óçëàì ñåòè ïîäêëþ÷åíû ãåíåðàòîðû è ïîòðåáèòåëè: G(i) � ìíîæåñòâî ãåíåðàòîðîâ,

ïîäêëþ÷åííûõ ê óçëó i, i ∈ N ; C(i) � ìíîæåñòâî ïîòðåáèòåëåé, ïîäêëþ÷åííûõ ê óçëó i, i ∈

N . Äëÿ êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ c çàäàíà ïëàíèðóåìàÿ ê ïîòðåáëåíèþ ðåàêòèâíàÿ ìîùíîñòü

Qprg
c , ñì. [6, 7]. Òåõíè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ êàæäîãî ãåíåðàòîðà g ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèìè

ïàðàìåòðàìè: Pmin
g � íèæíèé ïðåäåë ðåãóëèðîâàíèÿ; Pmax

g � âåðõíèé ïðåäåë ðåãóëèðîâàíèÿ;

Qmin
g � íèæíèé ïðåäåë ãåíåðàöèè ðåàêòèâíîé ìîùíîñòè; Qmax

g � âåðõíèé ïðåäåë ãåíåðàöèè

ðåàêòèâíîé ìîùíîñòè.

Íà ïðàêòèêå, ïðè ïðîâåäåíèè àóêöèîíîâ ýëåêòðîýíåðãèè ðûíêà ¾íà ñóòêè âïåðåä¿ è

áàëàíñèðóþùåãî ðûíêà, çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â ÝÝÑ ðåøàþòñÿ íà

íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷àñîâ îäíîâðåìåííî è ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ òàêæå íèæíèé

è âåðõíèé ïðåäåëû èçìåíåíèÿ íàãðóçêè ïðè ïåðåõîäå îò ÷àñà ê ÷àñó [5]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îäèí ÷àñ ðàáîòû ÝÝÑ, ïîýòîìó ïðåäåëû

èçìåíåíèÿ íàãðóçêè íå ó÷èòûâàþòñÿ.

1.1 Ðûíîê ¾íà ñóòêè âïåðåä¿

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðûíîê ¾íà ñóòêè âïåðåä¿ îðãàíèçîâàí â ôîðìå àóêöèîíà öåíîâûõ

çàÿâîê ïðîäàâöîâ è ïîêóïàòåëåé [4, 5]. Àóêöèîí ïðîâîäèòñÿ åæåäíåâíî è îäíîâðåìåííî

äëÿ êàæäîãî ÷àñà ñëåäóþùèõ ñóòîê. Íà ðûíêå ¾íà ñóòêè âïåðåä¿ ïðîèñõîäÿò òîðãè òîëü-

êî àêòèâíîé ìîùíîñòüþ ýëåêòðîýíåðãèè. Ó÷àñòíèê, æåëàþùèé ïðîäàòü ýëåêòðîýíåðãèþ â

íåêîòîðîì óçëå, îáÿçàí ïðåäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ öåíîâóþ çàÿâêó íà ïðîäàæó ýëåê-

òðîýíåðãèè îò ãåíåðàòîðà â ýòîì óçëå. Çàÿâêà ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î öåíàõ ïðåäëîæåíèÿ

ýëåêòðîýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåííûì îáúåìàì ïðîèçâîäñòâà ýëåêòðîýíåðãèè â

òå÷åíèå îäíîãî ÷àñà óêàçàííûõ òîðãîâûõ ñóòîê. Ïîêóïàòåëü ýëåêòðîýíåðãèè ïðåäñòàâëÿåò

çàÿâêè íà ïîêóïêó ýëåêòðîýíåðãèè â êàæäûé ÷àñ îïåðàöèîííûõ ñóòîê â çàäàííîì óçå ñåòè.

Çàÿâêà ïîêóïàòåëÿ ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î öåíàõ ñïðîñà, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåííûì
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îáúåìàì ïîòðåáëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî âñåõ ïîêóïàòåëåé, à ÷åðåç G � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîäàâöîâ

ýëåêòðîýíåðãèè. Ïóñòü â çàÿâêå îò êàæäîãî g ∈ G çàäàíû ñóììàðíûé îáúåì àêòèâíîé

ìîùíîñòè P bid
g è K ïàð (Ck

g , P bid
g (k)), k = 1, . . . , K, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïèñûâàåò k-þ

öåíîâóþ êîìïîíåíòó è ÷àñòü îáúåìà àêòèâíîé ìîùíîñòè çàÿâêè. Ïðè ýòîì C1
g ≤ C2

g ≤ · · · ≤

CK
g . Äëÿ êàæäîãî ïîêóïàòåëÿ c ∈ C çàäàíû ñóììàðíûé îáúåì àêòèâíîé ìîùíîñòè P bid

c â

åãî çàÿâêå è K ïàð (Ck
c , P bid

c (k)), k = 1, . . . , K, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïèñûâàåò k-þ öåíîâóþ

êîìïîíåíòó è ÷àñòü îáúåìà àêòèâíîé ìîùíîñòè çàÿâêè. Ïðè ýòîì C1
c ≥ C2

c ≥ · · · ≥ CK
c .

Äëÿ çàïèñè ìîäåëè àóêöèîíà îïòîâîãî ðûíêà ýëåêòðîýíåðãèè ââåäåì ñëåäóþùèå ïåðå-

ìåííûå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pij ïîòîê àêòèâíîé ìîùíîñòè, âûõîäÿùèé èç óçëà i ïî ëèíèè

(i, j), à ÷åðåç qij � ïîòîê ðåàêòèâíîé ìîùíîñòè, âûõîäÿùèé èç óçëà i ïî ëèíèè (i, j) (î

ôèçè÷åñêîì ñìûñëå ðåàêòèâíîé ìîùíîñòè ñì., íàïðèìåð, â [1]). Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ

pij, qij îçíà÷àþò, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòîê ìîùíîñòè âòåêàåò â óçåë

i èç óçëà j. Äàëåå, ïóñòü Vi � àìïëèòóäà íàïðÿæåíèÿ â óçëå i, à di � óãîë ôàçû íàïðÿæå-

íèÿ â óçëå i. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pg àêòèâíóþ ìîùíîñòü, à ÷åðåç Qg � ðåàêòèâíóþ ìîùíîñòü,

âûðàáàòûâàåìóþ ãåíåðàòîðîì g. Ïåðåìåííàÿ Pc � àêòèâíàÿ ìîùíîñòü, ïîòðåáëÿåìàÿ ïî-

òðåáèòåëåì c. Äàëåå, P k
g � ïðîäàííûé íà ðûíêå îáúåì àêòèâíîé ìîùíîñòè èç k-é ÷àñòè

çàÿâêè ãåíåðàòîðà g, P k
c � êóïëåííûé íà ðûíêå îáúåì àêòèâíîé ìîùíîñòè èç k-é ÷àñòè

çàÿâêè ïîòðåáèòåëÿ c.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ðûíêà ¾íà ñóòêè âïåðåä¿ èìååò ñëåäóþ-

ùóþ ïîñòàíîâêó â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü òàêèå

îáúåìû ãåíåðàöèè è ïîòðåáëåíèÿ, ïîòîêè ìîùíîñòè ïî âåòâÿì ñåòè, à òàêæå óçëîâûå íà-

ïðÿæåíèÿ è óãëû ôàç, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè áëàãîñîñòîÿíèÿ

∑
c∈C

K∑
k=1

Ck
c P k

c −
∑
g∈G

K∑
k=1

Ck
g P k

g → max, (1)
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

0 ≤ P k
c ≤ P bid

c (k), c ∈ C, k = 1, . . . , K, (2)

0 ≤ P k
g ≤ P bid

g (k), g ∈ G, k = 1, . . . , K, (3)

Pc =
K∑

k=1

P k
c , c ∈ C, (4)

Pg =
K∑

k=1

P k
g , g ∈ G, (5)∑

(i,j)∈S

pij ≤ pmax
S , S ∈ S, (6)

∑
(i,j)∈S

pji ≤ pmin
S , S ∈ S, (7)

Pmin
g ≤ Pg ≤ Pmax

g , g ∈ G, (8)

Qmin
g ≤ Qg ≤ Qmax

g , g ∈ G, (9)

V min
i ≤ Vi ≤ V max

i , g ∈ G, (10)∑
g∈G(i)

Pg −
∑

c∈C(i)

Pc −
∑

j∈N(i)

pij = 0, i ∈ N, (11)

∑
g∈G(i)

Qg −
∑

c∈C(i)

Qprg
c −

∑
j∈N(i)

qij = 0, i ∈ N, (12)

pij = Gij

[
(Vi)

2 − ViVj

tij
cos(di − dj + αij)

]
+

ΩijViVj

tij
sin(di − dj + αij), (i, j) ∈ A, (13)

qij = Ωij

[
(Vi)

2 − ViVj

tij
cos(di − dj + αij)

]
−

−GijViVj

tij
sin(di − dj + αij)−Bij(Vi)

2, (i, j) ∈ A. (14)

Íåðàâåíñòâà (2)�(5) ñâÿçûâàþò îáúåìû ãåíåðàöèè è ïîòðåáëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè çàÿâîê

ó÷àñòíèêîâ àóêöèîíà (ñì., íàïðèìåð, [4]). Îãðàíè÷åíèÿ (6) è (7) çàäàþò ïðåäåëüíî äîïó-

ñòèìûå ïîòîêè àêòèâíîé ìîùíîñòè ïî êîíòðîëèðóåìûì ñå÷åíèÿì â ïðÿìîì è îáðàòíîì

íàïðàâëåíèÿõ, ñîîòâåòñòâåííî. Óñëîâèÿ (8) íàêëàäûâàþò íèæíèå è âåðõíèå îãðàíè÷åíèÿ

íà ïðîèçâîäñòâî àêòèâíîé ìîùíîñòè êàæäûì èç ãåíåðàòîðîâ. Àíàëîãè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ

ïî ðåàêòèâíîé ìîùíîñòè çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè (9). Íåðàâåíñòâà (10) îãðàíè÷èâàþò óç-

ëîâûå íàïðÿæåíèÿ. Óñëîâèÿ (11) è (12) çàäàþò áàëàíñîâûå îãðàíè÷åíèÿ ïî àêòèâíîé è

6



ðåàêòèâíîé ìîùíîñòè äëÿ êàæäîãî óçëà ñåòè, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàâåíñòâà (13) è (14) çàäà-

þò çàâèñèìîñòü ïîòîêîâ ìîùíîñòè ïî âåòâÿì ñåòè îò íàïðÿæåíèé è óãëîâ ôàç â óçëàõ.

1.2 Áàëàíñèðóþùèé ðûíîê

Íà áàëàíñèðóþùèé ðûíîê, â îòëè÷èå îò ðûíêà ¾íà ñóòêè âïåðåä¿, öåíîâûå çàÿâêè ïîäà-

þò òîëüêî ãåíåðàòîðû [5]. Ïðè ýòîì îáúåìû ïîòðåáëåíèÿ ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íåêîòîðûì

ïðîãíîçíûì çíà÷åíèÿì P prg
c . Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ çàäà÷è èìååò ìîäåëü ìàòåìàòè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ, àíàëîãè÷íóþ ìîäåëè ðûíêà ¾íà ñóòêè âïåðåä¿ ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä ∑
g∈G

K∑
k=1

Ck
g P k

g → min, (15)

à îãðàíè÷åíèÿ (2) è (4) çàìåíÿþòñÿ óñëîâèÿìè Pc = P prg
c , c ∈ C.

2 Ñëîæíîñòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ

â ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìå

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â ñèñòåìå îòñóòñòâóþò òðàíñôîðìàòîðû. Ñëåäóþùàÿ ëåììà

ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò óðàâíåíèé (13) è (14) ê áîëåå êîìïàêòíîé êîìïëåêñíîé çàïèñè óðàâ-

íåíèé óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà (ñì., íàïðèìåð, � 6.1 â [2]). Îïðåäåëèì êîìïëåêñíîå íàïðÿ-

æåíèå â óçëå i, i ∈ N, êàê U ′
i + jU ′′

i , ãäå j � ìíèìàÿ åäèíèöà, U ′
i = Vi cos(di), U ′′

i = Vi sin(di).

Ëåììà 1. Ïóñòü âåòâü (i, j) ∈ A èìååò øóíòèðóþùóþ åìêîñòíóþ ïðîâîäè-

ìîñòü Bij = 0, òðàíñôîðìàòîð îòñóòñòâóåò, ò.å. tij = 1, αij = 0, è âûïîëíåíû óðàâ-

íåíèÿ (13) è (14). Òîãäà ðàçíèöà êîìïëåêñíûõ íàïðÿæåíèé íà êîíöàõ âåòâè ðàâíà

U ′
i + jU ′′

i − (U ′
j + jU ′′

j ) =
(rij + jxij)(pij − jqij)

U ′
i − jU ′′

i

. (16)

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå ðàâåñòâà (16) ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñîîòíîøåíèé (13), (14), Gij = rij/(r
2
ij + x2

ij) è Ωij = xij/(r
2
ij + x2

ij).
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Äëÿ àíàëèçà ñëîæíîñòè çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â ÝÝÑ ðàññìîòðèì

÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîãî ãåíåðàòîðà è îäíîêîìïîíåíòíûìè öåíîâûìè çàÿâêàìè îò ãåíåðàòî-

ðà è îò ïîòðåáèòåëåé, ò.å. ñëó÷àé |G| = 1, K = 1. Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé èíäåêñû,

îòâå÷àþùèå çà íîìåð êîìïîíåíòû öåíîâîé çàÿâêè, äàëåå áóäóò îïóñêàòüñÿ.

Ïóñòü N = {0, . . . , n}, ãåíåðàòîð g0 íàõîäèòñÿ â óçëå 0, ïîòðåáèòåëè c1, . . . , cn íàõîäÿòñÿ

â óçëàõ 1, . . . , n, ò.å. G(0) = {g0}, C(0) = ∅, G(i) = ∅, C(i) = {ci}, i = 1, . . . , n. Ãåíåðàòîðíûé

óçåë íåïîñðåäñòâåííî ñîåäèíåí ËÝÏ ñ êàæäûì èç óçëîâ ïîòðåáèòåëåé.

Ïîòðåáèòåëü óçëà i, i = 1, . . . , n, ïîëó÷àåò àêòèâíóþ ìîùíîñòü Pci
≥ 0 è ðåàêòèâíóþ

ìîùíîñòü Qprg
ci
. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n âåðõíèé ïðåäåë ïîòðåáëÿåìîé àêòèâíîé

ìîùíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé P bid
ci

, à ðåàêòèâíàÿ ìîùíîñòü Qprg
ci

ôèêñèðîâàíà.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, äàëåå ïðåäïîëàãàåì ÷òî â ãåíåðèðóþùåì óçåëå 0 ôàçà ðàâíà íóëþ,

òî åñòü, U ′′
0 = 0. Ïðèìåíåíèå ëåììû 1 ê âåòâè (i, 0), i = 1, . . . , n, äàåò

U ′
i + jU ′′

i − U ′
0 =

(ri0 + jxi0)(−Pci
+ jQprg

ci
)

U ′
i − jU ′′

i

, i = 1, . . . , n, (17)

ò.ê. pi0 = −Pci
, qi0 = −Qprg

ci
. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ áàëàíñà (11) è

(12) â óçëå 0, ïîëó÷àåì:

Pg0 − jQg0 =
n∑

i=1

U ′
0(U

′
0 − U ′

i − jU ′′
i )

r0i + jx0i

. (18)

Óòâåðæäåíèå 1. Ïîèñê äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ

â óñëîâèÿõ áàëàíñèðóþùåãî ðûíêà â ñëó÷àå îäíîãî ãåíåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â

ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷åé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü îò NP-ïîëíîé â ñèëüíîì

ñìûñëå çàäà÷è ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ (ñì., íàïðèìåð, [3]): äàí ãðàô G = (V, E)

è öåëîå ÷èñëî L; òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî I ⊆ V , ëþáûå

äâå âåðøèíû èç êîòîðîãî íåñìåæíû â G è |I| ≥ L.

Ïî äàííîìó ãðàôó G ñòðîèì èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëå-

íèÿ â ÝÝÑ ñ îäíèì ãåíåðàòîðîì è n = |V | ïîòðåáèòåëÿìè, ãäå

V min
0 = V max

0 = 1, Pmin
g0

= 6n + L, P bid
g0

= Pmax
g0

= 7n
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r0i = x0i =
1

34
, P prg

ci
= 2, Qprg

ci
= 6, i = 1, . . . , n.

Êðîìå òîãî, îïðåäåëÿåì |E| êîíòðîëèðóåìûõ ñå÷åíèé, ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó ðåá-

ðó e = {vi, vk} ∈ E êîíòðîëèðóåìîå ñå÷åíèå èç äâóõ ëèíèé Se = {(0, i), (0, k)} ñ ïðîïóñêíîé

ñïîñîáíîñòüþ pmax
Se

= 13. Öåíîâûå êîìïîíåíòû çàÿâîê ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëüíî.

Ïîñòðîåííàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò ãèïîòåòè÷åñêîé ñèòóàöèè, êîãäà àê-

òèâíàÿ ìîùíîñòü ãåíåðàòîðà îãðàíè÷åíà ñíèçó âåëè÷èíîé 6n+L, à íàáîð êîíòðîëèðóåìûõ

ñå÷åíèé îòðàæàåò ñòðóêòóðó çàäàííîãî ãðàôà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, (17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíîå

óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî U ′
i . Èç (17) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàííîé ñåòè U ′

i = 8+yi

17
, ãäå yi ∈ {0, 1},

U ′′
i = 2

17
, i = 1, . . . , n. Êðîìå òîãî, èç (18) èìååì Pg0 = 6n +

∑n
i=1(1 − yi). Îäíàêî, ââèäó

óñëîâèÿ Pg0 ≥ 6n + L, çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â ÝÝÑ èìååò äîïóñòèìîå

ðåøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð (y1, . . . , yn) ∈ {0, 1}n, òàêîé ÷òî∑n
i=1(1− yi) ≥ L, è äëÿ êàæäîãî Se ∈ S âûïîëíåíî

p0i +p0k = 6+(1−yi)+6+(1−yk) = 14−yi−yk ≤ 13, ãäå vi, vk � êîíöû ðåáðà e ∈ E. (19)

Óñëîâèå (19) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (16), êîòîðîå âûïîëíåíî äëÿ êàæäîé âåòâè (0, j).

Òàêèì îáðàçîì, â ãðàôå G íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî èç íå ìåíåå, ÷åì L ïîïàðíî

íåñìåæíûõ âåðøèí I = {vi : yi = 0}. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó òîãî, ÷òî ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû

ïîñòðîåííîé çàäà÷è îãðàíè÷åíû ñâåðõó âåëè÷èíîé O(n), çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìîãî

ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïîèñê äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëå-

íèÿ â óñëîâèÿõ áàëàíñèðóþùåãî ðûíêà â ñëó÷àå îäíîãî ãåíåðàòîðà äàæå ïðè îòñóòñòâèè

êîíòðîëèðóåìûõ ñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü îò NP-ïîëíîé çàäà÷è ÐÀÇ-

ÁÈÅÍÈÅ [3]: äàí íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , am è òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ñóùåñòâóåò

ëè â íåì òàêîå ïîäìíîæåñòâî J , ÷òî
∑

i∈J ai = B
2
, ãäå B =

∑m
i=1 ai.
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Ïî äàííîìó íàáîðó a1, . . . , am ýôôåêòèâíî ñòðîèòñÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à îïòèìèçà-

öèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â ÝÝÑ ñ îäíèì ãåíåðàòîðîì è n = m ïîòðåáèòåëÿìè, ãäå

V min
0 = V max

0 = 1, Pmin
g0

= P bid
g0

= Pmax
g0

=
13

2
B,

r0i = x0i =
1

34ai

, P prg
ci

= 2ai, Qprg
ci

= 6ai, i = 1, . . . , n.

Öåíîâûå êîìïîíåíòû îïðåäåëÿåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Èç (17) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàííîé ñåòè U ′
i = 8+yi

17
, ãäå yi ∈ {0, 1}, U ′′

i = 2
17

, i = 1, . . . , n.

Êðîìå òîãî, èç (18) èìååì Pg0 = 7B −
∑n

i=1 aiyi. Îäíàêî èç çàäàííûõ ïðåäåëîâ Pmin
g0

, Pmax
g0

âûòåêàåò ðàâåíñòâî Pg0 = 7B − B
2
, ïîýòîìó çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â

ÝÝÑ èìååò äîïóñòèìîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èñêîìîå ïîäìíîæåñòâî J

ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Óòâåðæäåíèå 3. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â óñëîâèÿõ ðûíêà ¾íà ñóò-

êè âïåðåä¿ â ñëó÷àå îäíîãî ãåíåðàòîðà äàæå ïðè îòñóòñòâèè êîíòðîëèðóåìûõ ñå÷åíèé

ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî NP-òðóäíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âåðèôèêàöèè ñâîéñòâ:

ñóùåñòâóåò ëè äîïóñòèìîå ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè áëàãîñîñòîÿ-

íèÿ íå ìåíåå L. Äëÿ ýòîãî ìîäèôèöèðóåì ñâîäèìîñòü çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, îïèñàííóþ â

óòâåðæäåíèè 2, ïîëàãàÿ P bid
g0

= Pmax
g0

= 7B, P bid
ci

= 2ai, i = 1, . . . , n. Öåíîâûå êîìïîíåíòû

çàÿâîê ïîëàãàåì ðàâíûìè åäèíèöå: Cg0 = 1, Cci
= 1, i = 1, . . . , n. Âñå ïðî÷èå ïàðàìåòðû

ñâîäèìîñòè âûáåðåì êàê â óòâåðæäåíèè 2.

Èç (17) ñëåäóåò, ÷òî åñëè êàæäûé ïîòðåáèòåëü ïîëó÷àåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ äëÿ

íåãî ìîùíîñòü, òî åñòü, Pi = P bid
ci

= 2ai, i = 1, . . . , n, òî äëÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ âûïîë-

íåíû ðàâåíñòâà U ′
i = 8+yi

17
, ãäå yi ∈ {0, 1} è U ′′

i = 2
17
, i = 1, . . . , n. Êðîìå òîãî, èç (18) èìååì

Pg0 = 6B +
∑n

i=1 ai(1− yi).

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð èíäåêñîâ J , ÷òî
∑

i∈J ai = B
2
. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i =

1, . . . , n ïîëîæèì yi = 0, åñëè i ∈ J , åñëè æå i 6∈ J , òî yi = 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åííûé
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íàáîð íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäå-

ëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äàííûé íàáîð íàïðÿæåíèé äîñòðàèâàåòñÿ äî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ,

ïðè÷åì ïåðâàÿ ñóììà â êðèòåðèè îïòèìèçàöèè ìàêñèìàëüíà è ðàâíà 2B, à âòîðàÿ ñóììà

ìèíèìàëüíà è ðàâíà 13B
2
. Îïòèìóì öåëåâîé ôóíêöèè ñîñòàâëÿåò −9B

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè áëàãîñîñòîÿíèÿ ìåíüøå,

÷åì L = −9B
2
, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî íàáîðà áóëåâûõ ïåðåìåí-

íûõ y1, . . . , yn, ïðè êîòîðûõ Pg0 = 13B
2

è Pci
= P bid

ci
, i = 1, . . . , n, à çíà÷èò, íå ñóùåñòâóåò è

ïîäìíîæåñòâà J , îáåñïå÷èâàþùåãî ðàâåíñòâî
∑

i∈J ai = B
2
.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïîçíàâàíèå èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïîòîêîðàñïðå-

äåëåíèÿ, ãäå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè áëàãîñîñòîÿíèÿ

íå ìåíåå −9B
2

ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ NP-ïîëíîé çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëàãàÿ Cg0 = 4
13
â ñâîäèìîñòè èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3, ïîëó÷àåì

íîëü â êà÷åñòâå îïòèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè âî âñåõ òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èñêîìîå ðàçáèå-

íèå J ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, äàæå â ñëó÷àå S = ∅, ïîèñê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

ñ êàêîé-ëèáî ãàðàíòèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé.

3 Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàññìîòðåííûå âàðèàíòû çàäà÷è îïòè-

ìèçàöèè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìå ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü

ñóùåñòâåííóþ ñëîæíîñòü êîìáèíàòîðíîãî õàðàêòåðà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíèå îï-

òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè âûïóêëîé îïòèìèçàöèè íå ìîæåò áûòü

ãàðàíòèðîâàíî. Òåì íå ìåíåå, çàäà÷è, âîçíèêàþùèå íà ïðàêòèêå, çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ

ïî ñòðóêòóðå îò ïîñòðîåííûõ â ðåçóëüòàòå ñâîäèìîñòåé â äàííîé ðàáîòå. Â ñâÿçè ñ ýòèì,

âîïðîñû âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ êëàññîâ çàäà÷ îïòèìèçàöèè

ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â ÝÝÑ òðåáóþò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.

11



Àâòîð áëàãîäàðåí À.À. Ìåëüíèêîâó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ ê ïðåäâàðèòåëüíîìó âàðè-

àíòó ñòàòüè.
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