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Àííîòàöèÿ
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ìíîãîïðîäóêòîâîãî

ïðîèçâîäñòâà. Îñîáåííîñòüþ ïîñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàæäûé ïðîäóêò èìååò
íåñêîëüêî òåõíîëîãèé ïðîèçâîäñòâà, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ñðàçó
íåñêîëüêî ìàøèí, ðàáîòàþùèõ îäíîâðåìåííî. Çàäà÷à èññëåäóåòñÿ â äâóõ âàðèàíòàõ:
ñ âîçìîæíîñòüþ ïðåðûâàíèé âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèé è áåç íåå. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ
ïîñòðîåíû ìîäåëè ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
è ðàçðàáîòàíû ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ñ ðàâíîìåðíûì êðîññèíãîâåðîì è ñ
îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèåé. Èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ.
Âûïîëíåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåí àíàëèç ñëîæíîñòè çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñïèñàíèå, ïåðåíàëàäêà, òåõíîëîãèÿ, öåëî÷èñëåííîå ëèíåéíîå
ïðîãðàììèðîâàíèå, ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì.

Ââåäåíèå

Íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé
äëÿ ïðîèçâîäñòâà, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ âåùåñòâà, îïåðàöèè è ìàøèíû. Âåùåñòâà
ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà èñõîäíîå ñûðüå, ïðîìåæóòî÷íûå è îêîí÷àòåëüíûå ïðîäóêòû. Â
ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå îäíèõ âåùåñòâ â äðóãèå.
Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïîãðóçêó, õðàíåíèå è òðàíñïîðòèðîâêó ïðîäóêòîâ,
ïåðåíàëàäêó ìàøèí è ò. ä. Ïðîäóêòû ìîãóò ïðîèçâîäèòüñÿ ëèáî íåïðåðûâíî, ëèáî
ïàðòèÿìè. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òàêîå äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå âûïóñêà ïðîäóêöèè, ïðè
êîòîðîì ìèíèìèçèðóåòñÿ îáùåå âðåìÿ çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé.

Ðÿä ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [14, 16, 19, 22, 24]) îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî â íèõ
ðàññìàòðèâàþòñÿ íå îòäåëüíûå îïåðàöèè, à òåõíîëîãèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé íàáîð
îïåðàöèé, â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí òîò èëè èíîé ïðîäóêò.
Äëÿ âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèè íåîáõîäèìî íàëè÷èå íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ìàøèí,

∗Ýòî ïðåïðèíò Ñòàòüè, ïðèíÿòîé äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ â æóðíàëå ¾Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå
îïåðàöèé¿( c© Ñèáèðñêîå îòäåëåíèå ÐÀÍ, 2011 (ãîä), c© Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ
ÐÀÍ, 2011 (ãîä)).
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ðàáîòàþùèõ îäíîâðåìåííî èëè ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã çà äðóãîì. Â ñâîþ î÷åðåäü êàæäûé
ïðîäóêò ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåí îäíîé èëè áîëåå òåõíîëîãèÿìè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ñ
ãðóïïèðîâêîé ìàøèí ïî òåõíîëîãèÿì, âîçíèêàþùàÿ, íàïðèìåð, ïðè ïðîèçâîäñòâå
ïëàñòìàññ è ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è, ïðåäëîæåííîé â [16]. Çäåñü â
êà÷åñòâå îïåðàöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ õèìè÷åñêèå ðåàêöèè. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ
äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè òåõíîëîãèè èñïîëüçóåòñÿ ñðàçó
íåñêîëüêî ìàøèí, ðàáîòàþùèõ îäíîâðåìåííî, ïðè ýòîì, åñëè ìàøèíà ïåðåêëþ÷àåòñÿ ñ
îäíîé òåõíîëîãèè íà äðóãóþ, òî íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü ïåðåíàëàäêó. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ èçâåñòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè [10, 13, 22], èññëåäóåìàÿ çàäà÷à îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
P |seti, pmtn, sluq|Cmax, åñëè äîïóñêàåòñÿ ïðåðûâàíèå âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèé, è
P |seti, sluq|Cmax � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â çàäà÷àõ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé [1, 13] ðàññìàòðèâàþòñÿ òåõíîëîãèè,
çàäåéñòâóþùèå ïðè ñâîåì âûïîëíåíèè òîëüêî îäíó ìàøèíó. Â [10, 11, 14, 19, 22, 23]
ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñëîæíîñòè çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ñ ãðóïïèðîâêîé ìàøèí
ïî òåõíîëîãèÿì, â êîòîðûõ äëèòåëüíîñòè ïåðåíàëàäîê ìàøèí ðàâíû íóëþ. Â [16]
òåõíîëîãèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè îáñóæäåíèè ïîñòàíîâêè çàäà÷è, îäíàêî, â ìîäåëè îíè
â ÿâíîì âèäå íå ïðåäñòàâëåíû. Òåõíîëîãèè ó÷èòûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå â ïðåäëîæåííîé
íàìè ìîäåëè ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [6] äëÿ çàäà÷è
P |seti, pmtn, sluq|Cmax. Äàííàÿ ìîäåëü èìååò ìåíüøåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé,
÷åì ìîäåëü [16] äëÿ ñëó÷àÿ çàäà÷è P |seti, pmtn, sluq|Cmax. Ìîäåëèðîâàíèå òåõíîëîãèé
â ÿâíîì âèäå ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû, ãäå êîäèðîâêà ðåøåíèé îñíîâàíà íà âûáîðå
ñîâîêóïíîñòè òåõíîëîãèé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ïðåäëîæåíû ãåíåòè÷åñêèé
àëãîðèòì ñ ðàâíîìåðíûì êðîññèíãîâåðîì è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ îïòèìàëüíîé
ðåêîìáèíàöèåé. Â ïðîöåññå èõ âûïîëíåíèÿ ðåøàåòñÿ ñåðèÿ ïîäçàäà÷ ïîíèæåííîé
ðàçìåðíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííîé íàìè ìîäåëüþ ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü ðàçðàáîòàííûõ ãåíåòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ. Êðîìå òîãî, âûäåëåíû íîâûå NP-òðóäíûå â ñèëüíîì ñìûñëå è
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.

Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â § 1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è,
èññëåäóåòñÿ åå ñëîæíîñòü è ôîðìóëèðóåòñÿ ìîäåëü ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äëèòåëüíîñòè ïåðåíàëàäêè óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Â § 2 èçëàãàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñî
ñòàöèîíàðíîé ñõåìîé âîñïðîèçâåäåíèÿ è âàðèàíò åãî àäàïòàöèè ê èññëåäóåìîé çàäà÷å
â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî êðîññèíãîâåðà. Â § 3 ïðåäëàãàåòñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ
îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèåé. Â § 4 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àíàëèç åå ñëîæíîñòè

Ðàññìîòðèì ïðåäïðèÿòèå, âûïóñêàþùåå k ðàçëè÷íûõ ïðîäóêòîâ. Òðåáóåìûé îáúåì
ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêòà i, i = 1, . . . , k îáîçíà÷èì ÷åðåç Vi ∈ R+. Çäåñü è äàëåå R+ �
ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïóñòü m � ÷èñëî ìàøèí, êîòîðûå ìîãóò
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èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè âûïóñêå ïðîäóêöèè.
Äëÿ êàæäîãî ïðîäóêòà i, i = 1, . . . , k, óêàçàíà îäíà èëè áîëåå òåõíîëîãèé åãî

ïðîèçâîäñòâà. Ïóñòü U � ìíîæåñòâî òåõíîëîãèé, ãäå |U | = d, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì îäíîâðåìåííî çàíèìàåìûõ ìàøèí Mu ⊆ {1, . . . , m}, u ∈ U, ò. å.
åñëè ïðîèçâîäèòñÿ ïðîäóêò i ïî òåõíîëîãèè u, òî îäíîâðåìåííî çàäåéñòâîâàíû âñå
ìàøèíû, îòíîñÿùèåñÿ ê äàííîé òåõíîëîãèè. Â ëþáîé ìîìåíò êàæäàÿ ìàøèíà íå ìîæåò
áûòü çàäåéñòâîâàíà áîëåå ÷åì â îäíîé òåõíîëîãèè.

Ïóñòü Ui ⊆ U � ìíîæåñòâî òåõíîëîãèé ïî ïðîèçâîäñòâó ïðîäóêòà i, i = 1, . . . , k, äëÿ
êàæäîé èç êîòîðûõ çàäàí îáúåì au ∈ R+ âûïóñêà äàííîãî ïðîäóêòà â åäèíèöó âðåìåíè,
u ∈ Ui. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âûïóñêà ïðîäóêòà i ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî íåñêîëüêî
òåõíîëîãèé èç ìíîæåñòâà Ui, i = 1, . . . , k.

Äëÿ ìàøèíû l çàäàíû äëèòåëüíîñòè ïåðåíàëàäêè ýòîé ìàøèíû ñ òåõíîëîãèè u íà
òåõíîëîãèþ q, îáîçíà÷åííûå ÷åðåç sluq ∈ R+ (çäåñü R+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë), äëÿ âñåõ u, q ∈ Kl, ãäå Kl = {u ∈ U : l ∈ Mu} � ìíîæåñòâî
òåõíîëîãèé, èñïîëüçóþùèõ ìàøèíó l, l = 1, . . . , m.

Äëÿ êàæäîãî ïðîäóêòà i, i = 1, . . . , k, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, êàêèå
òåõíîëîãèè u ∈ Ui áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ åãî ïðîèçâîäñòâà, è äëÿ âûáðàííûõ
òåõíîëîãèé ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå èõ âûïîëíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåíàëàäîê ìàøèí è
íåâîçìîæíîñòè îäíîâðåìåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ îäíîé ìàøèíû â ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãèÿõ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáùåå âðåìÿ îêîí÷àíèÿ ïðîèçâîäñòâà âñåõ ïðîäóêòîâ Cmax â
îáúåìàõ V1, . . . , Vk áûëî ìèíèìàëüíî. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â äâóõ âàðèàíòàõ: ñ
âîçìîæíîñòüþ ïðåðûâàíèé âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèé (P |seti, pmtn, sluq|Cmax) è áåç íåå
(P |seti, sluq|Cmax).

Íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ
ðàñïèñàíèé, ãäå äëèòåëüíîñòè ïåðåíàëàäêè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:

sluq + slqp ≥ slup, l = 1, . . . , m, u, q, p ∈ Kl. (1)
Îáîçíà÷èì ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé ÷åðåç P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax, åñëè äîïóñêàåòñÿ

ïðåðûâàíèå âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèé, è P |seti, ∆sluq|Cmax, åñëè íå äîïóñêàåòñÿ.
Óêàçàííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè â ñèëüíîì ñìûñëå, òàê êàê â ÷àñòíîì ñëó÷àå
ïðè m = 1 ê íèì ñâîäèòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ãàìèëüòîíîâîì ïóòè,
ÿâëÿþùàÿñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå [21].

Òðóäíîðåøàåìîñòü çàäà÷ ïðè íóëåâûõ äëèòåëüíîñòÿõ ïåðåíàëàäêè. Â [19,
22] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íóëåâûõ äëèòåëüíîñòÿõ ïåðåíàëàäêè èññëåäóåìûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ
òðóäíîðåøàåìûìè. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì çàäà÷ î ìèíèìàëüíîé
âåðøèííîé ðàñêðàñêå ãðàôà è ìèíèìàëüíîé äðîáíîé âåðøèííîé ðàñêðàñêå ãðàôà. Îáå
çàäà÷è çàäàþòñÿ ãðàôîì G = (V, E), ãäå V = {v1, . . . , v|V |} � ìíîæåñòâî âåðøèí, à
E = {e1, . . . , e|E|} � ìíîæåñòâî ðåáåð. Â ïåðâîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè õðîìàòè÷åñêîå
÷èñëî χ(G) ãðàôà G, à âî âòîðîé � äðîáíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ∗(G) ãðàôà G, ò. å.
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå λ1 + . . . + λz, ãäå z ∈ Z+ (çäåñü Z+ � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë), λj ∈ R+ äëÿ âñåõ j = 1, . . . , z, òàêîå, ÷òî íàéäåòñÿ íàáîðW = {W1, . . . , Wz}
íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ âåðøèí ãðàôà G, äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

∑
Wj∈W: v∈Wj

λj > 1, v ∈ V.
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Çàäà÷è î ìèíèìàëüíîé âåðøèííîé ðàñêðàñêå è ìèíèìàëüíîé äðîáíîé âåðøèííîé
ðàñêðàñêå ãðàôà ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè â ñèëüíîì ñìûñëå [3, 22], è åñëè ñïðàâåäëèâà
èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà î íå âêëþ÷åíèè êëàññîâ NP*ZPP [25], òî ïðè ëþáîì ε > 0
äëÿ íèõ íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ñ òî÷íîñòüþ
àïïðîêñèìàöèè |V |1−ε [15, 22].

Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîé âåðøèííîé ðàñêðàñêå ãðàôà ñâîäèòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
ê çàäà÷å P |seti, sluq = 0|Cmax [19], åñëè ïîëîæèòü k = |V |, m = |E|, Vi = |Ui| = 1,
i = 1, . . . , k, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü au = 1, u ∈ Ui, i = 1, . . . , k; ðåáðó el ãðàôà G,
l = 1, . . . , m, ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàøèíó l, à âåðøèíå vi ∈ V , i = 1, . . . , k, �
ïðîäóêò i è íàáîð îäíîâðåìåííî çàíèìàåìûõ ìàøèí Mui

= {l : vi ∈ el, l = 1, . . . , m}, ãäå
ui òàêîå, ÷òî Ui = {ui}. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäà÷à î ìèíèìàëüíîé äðîáíîé âåðøèííîé
ðàñêðàñêå ãðàôà ñâîäèòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ê çàäà÷å P |seti, pmtn, sluq = 0|Cmax [22].
Òàêèì îáðàçîì, èç ðåçóëüòàòîâ [15, 19, 22] íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 1 . Çàäà÷è P |seti, pmtn, sluq = 0|Cmax è P |seti, sluq = 0|Cmax äàæå
â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ïðîäóêòà èìååòñÿ òîëüêî îäíà òåõíîëîãèÿ åãî
ïðîèçâîäñòâà, à êàæäàÿ ìàøèíà ïðèãîäíà äëÿ ðàáîòû òîëüêî ïî äâóì òåõíîëîãèÿì,
ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè â ñèëüíîì ñìûñëå, è åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà NP*ZPP, òî ïðè
ëþáîì ε > 0 äëÿ èõ ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà
ñ òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè k1−ε.

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ âûïóñòèòü òîëüêî îäèí ïðîäóêò,
íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà òåõíîëîãèé, çàäà÷è òàêæå ÿâëÿþòñÿ
òðóäíîðåøàåìûìè.

Óòâåðæäåíèå 2 . 1. Çàäà÷è P |seti, pmtn, sluq = 0|Cmax è P |seti, sluq = 0|Cmax

ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ
ïðîèçâåñòè îäèí ïðîäóêò ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèé îäèíàêîâîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè,
çàäåéñòâóþùèõ ïðè ñâîåì âûïîëíåíèè íå áîëåå òðåõ ìàøèí.

2. Åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà NP*ZPP, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íå ñóùåñòâóåò
ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà ñ òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè d1−ε äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ P |seti, pmtn, sluq = 0|Cmax è P |seti, sluq = 0|Cmax, äàæå åñëè ÷èñëî
ïðîäóêòîâ k = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîêàæåì, ÷òî ê ðàññìàòðèâàåìûì çàäà÷àì ñâîäèòñÿ
çàäà÷à îá óïàêîâêå ìíîæåñòâà: çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X = {x1, . . . , x|X |} è
íàáîð S = {S1, . . . , S|S|} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X , òðåáóåòñÿ íàéòè ñåìåéñòâî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ èç íàáîðà S ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè ω∗.

Ïîñòðîèì èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé P |seti, sluq = 0|Cmax

(P |seti, pmtn, sluq = 0|Cmax). Ïóñòü ÷èñëî ïðîäóêòîâ k ðàâíî 1, ÷èñëî ìàøèí m ðàâíî
|X |, ìíîæåñòâî òåõíîëîãèé U = {1, . . . , |S|}. Ïîäìíîæåñòâó Su, u = 1, . . . , |S|, ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå òåõíîëîãèþ u è íàáîð îäíîâðåìåííî çàíèìàåìûõ ìàøèí Mu = {l : xl ∈ Su,
l = 1, . . . , m}. Ïîëîæèì òðåáóåìûé îáúåì V1 ðàâíûì 1, è au = 1, u ∈ U .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
òå äîïóñòèìûå ðàñïèñàíèÿ, â êîòîðûõ íà êàæäîé ìàøèíå âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå îäíîé
òåõíîëîãèè, ïðè÷åì áåç ïðåðûâàíèé, è âñå çàäåéñòâîâàííûå ìàøèíû ðàáîòàþò ðàâíîå
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âðåìÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè ìîæåò áûòü íàéäåí ìîìåíò
âðåìåíè, êîãäà ÷èñëî îäíîâðåìåííî âûïîëíÿåìûõ òåõíîëîãèé ìàêñèìàëüíî. Ðàññìîòðèì
ðàñïèñàíèå, ñîñòîÿùåå â îäíîâðåìåííîì èñïîëüçîâàíèè óêàçàííîãî íàáîðà òåõíîëîãèé
äî ìîìåíòà âûïóñêà ïðîäóêòà â òðåáóåìîì îáúåìå. Äàííîå ðàñïèñàíèå òàêæå áóäåò
îïòèìàëüíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó óïàêîâêàìè
èç ω ïîäìíîæåñòâ, ω = 1, 2, . . . , ω∗, è äîïóñòèìûìè ðàñïèñàíèÿìè óêàçàííîãî âèäà äëèíû
1/ω. Òîãäà èç NP-òðóäíîñòè â ñèëüíîì ñìûñëå [3] çàäà÷è îá óïàêîâêå ìíîæåñòâà, äàæå
ïðè |Su| 6 3, u = 1, . . . , |S|, ñëåäóåò ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ.

2. Åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà NP*ZPP, òî, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà [17], äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ
çàäà÷è îá óïàêîâêå ìíîæåñòâà ñ òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè |S|1−ε. Òîãäà èç ïðèâåäåííîé
ñâîäèìîñòè ñëåäóåò òðåáóåìîå. Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.

Äðóãèå NP-òðóäíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷ P |seti, pmtn, sluq = 0|Cmax è
P |seti, sluq = 0|Cmax ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáîòàõ [11, 19, 22, 23].

Ìîäåëü ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ìîæíî ïðåäëîæèòü ìîäåëü ÷àñòè÷íî
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííóþ íà òåõ æå ïðèíöèïàõ, ÷òî è
â [1, 16, 20].

Ïåðåä îïèñàíèåì ìîäåëè îïðåäåëèì ïîíÿòèå òî÷êè ñîáûòèé, àíàëîãè÷íîå
ââåäåííîìó â [20]. Òî÷êà ñîáûòèé � ýòî ãðóïïà ïåðåìåííûõ çàäà÷è, çàäàþùèõ íåêîòîðûé
íàáîð òåõíîëîãèé è ìîìåíòû íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèé èç ýòîãî
íàáîðà. Â îäíîé òî÷êå ñîáûòèé êàæäàÿ ìàøèíà ìîæåò áûòü çàäåéñòâîâàíà íå áîëåå
÷åì â îäíîé òåõíîëîãèè. Ìíîæåñòâî òî÷åê ñîáûòèé îáîçíà÷èì ÷åðåç N = {1, . . . , nmax},
ãäå ïàðàìåòð nmax âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì íà îñíîâå àïðèîðíûõ îöåíîê èëè
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Îñíîâíûìè ïåðåìåííûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè áóäóò áèíàðíûå ïåðåìåííûå wun

òàêèå, ÷òî wun = 1, åñëè òåõíîëîãèÿ u âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êå ñîáûòèé n, è wun = 0 èíà÷å.
Êðîìå òîãî, ââåäåì âåùåñòâåííûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå â ñëó÷àå, åñëè òåõíîëîãèÿ u
âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êå ñîáûòèé n, èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: T s

un � âðåìÿ íà÷àëà
âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèè u â òî÷êå ñîáûòèé n, T f

un � âðåìÿ çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ
òåõíîëîãèè u â òî÷êå ñîáûòèé n. Ïåðåìåííàÿ Cmax ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó çàâåðøåíèÿ
ïðîèçâîäñòâà âñåõ ïðîäóêòîâ.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
I � ìíîæåñòâî ïðîäóêòîâ, |I| = k;
M � ìíîæåñòâî ìàøèí, |M | = m;

H =
∑
i∈I

max
u∈Ui

{
Vi

au

}
+(k−1)· max

l∈M, u,q∈Kl

{sluq} � îöåíêà ñâåðõó äëèíû ðàñïèñàíèÿ. Âðåìåíè H

çàâåäîìî äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîèçâîäñòâà âñåõ ïðîäóêòîâ.
Òîãäà ìîäåëü ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è

P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cmax → min, (2)
T f

un 6 Cmax, u ∈ U, n ∈ N, (3)
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∑
u∈Kl

wun 6 1, l ∈ M, n ∈ N, (4)

T s
u,n+1 > T f

un, u ∈ U, n ∈ N, n 6= nmax, (5)

T s
u,n+1 > T f

qn + slqu · wu,n+1 −H · (1− wu,n+1), (6)
l ∈ M, u, q ∈ Kl, u 6= q, n ∈ N, n 6= nmax,

T s
un > −H · (1− wun), u ∈ U, n ∈ N, (7)

T f
un > T s

un, u ∈ U, n ∈ N, (8)

T f
un − T s

un 6 wun ·max
q∈Ui

{
Vi

aq

}
, i ∈ I, u ∈ Ui, n ∈ N, (9)

∑
n∈N

∑
u∈Ui

au · (T f
un − T s

un) > Vi, i ∈ I, (10)

wun ∈ {0, 1}, u ∈ U, n ∈ N. (11)
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (2) è íåðàâåíñòâî (3) çàäàþò êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè ìîìåíòà

îêîí÷àíèÿ ïðîèçâîäñòâà âñåõ ïðîäóêòîâ. Îãðàíè÷åíèå (4) âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî
â êàæäîé òî÷êå ñîáûòèé ìàøèíà l èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîé òåõíîëîãèè,
îãðàíè÷åíèå (5) � ÷òî âðåìÿ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèè u â òî÷êå ñîáûòèé n + 1
äîëæíî áûòü íå ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ îêîí÷àíèÿ åå âûïîëíåíèÿ â òî÷êå ñîáûòèé n.
Îãðàíè÷åíèå (6) ãîâîðèò î òîì, ÷òî âðåìÿ íà÷àëà òåõíîëîãèè u íà ìàøèíå l äîëæíî
áûòü íå ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ îêîí÷àíèÿ ïðåäûäóùåé òåõíîëîãèè íà òîé æå ìàøèíå ïëþñ
äëèòåëüíîñòü ïåðåíàëàäêè. Îäíàêî, åñëè òåõíîëîãèÿ u ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé íà ìàøèíå l, òî
äëèòåëüíîñòü ïåðåíàëàäêè íà íåå ó÷èòûâàòü íå íóæíî. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ áëàãîäàðÿ
òîìó, ÷òî ïåðåìåííûå T s

qn âî âñåõ ïðåäøåñòâóþùèõ òî÷êàõ ñîáûòèé ìîãóò ïðèíèìàòü
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè æå òåõíîëîãèÿ u èìååò ìåñòî â òî÷êå ñîáûòèé n,
ò. å. wun = 1, òî âðåìÿ íà÷àëà åå èñïîëüçîâàíèÿ äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíûì, ÷òî
îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì (7). Óñëîâèå (8) ãàðàíòèðóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü äëèòåëüíîñòè
òåõíîëîãèé. Åñëè òåõíîëîãèÿ u â òî÷êå ñîáûòèé n íå âûïîëíÿåòñÿ, ò. å. wun = 0,
òî åå äëèòåëüíîñòü äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì (9).
Îãðàíè÷åíèå (10) ãàðàíòèðóåò âûïóñê ïðîäóêöèè â çàäàííîì îáúåìå.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå (6) áóäåò ãàðàíòèðîâàòü ïîëó÷åíèå
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è P |seti, pmtn, sluq|Cmax, òîëüêî åñëè äëèòåëüíîñòè
ïåðåíàëàäêè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.

Ìîäåëü ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è
P |seti, ∆sluq|Cmax ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê îãðàíè÷åíèÿì (2) � (11)
íåðàâåíñòâà

∑
n∈N

wun 6 1, u ∈ U, (12)

ãàðàíòèðóþùåãî íåïðåðûâíîñòü âûïîëíåíèÿ êàæäîé òåõíîëîãèè.
Â [6] íàìè ïðåäëîæåíà ìîäåëü ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ äëèòåëüíîñòåé ïåðåíàëàäêè è
âîçìîæíîñòè ïðåðûâàíèé âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèé. Îäíàêî ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî
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ýêñïåðèìåíòà [6] ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax

ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü ìîäåëü (2) � (11). Ýòî ñâîéñòâî èìååò ìåñòî è äëÿ
çàäà÷è P |seti, sluq|Cmax, ïîñêîëüêó ìîäåëü äàííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
äîáàâëåíèåì ê ìîäåëè èç [6] íåðàâåíñòâà (12).

Ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Â ìîäåëè (2) � (12) äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è P |seti, ∆sluq|Cmax äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü
nmax = d, ïîñêîëüêó ïðåðûâàíèå âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèé íå äîïóñêàåòñÿ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç PËÏ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåìóþ â ðåçóëüòàòå ôèêñàöèè
çíà÷åíèé âñåõ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ (wun) â ìîäåëè (2) � (12). Çàäà÷à PËÏ ïðè nmax = d
èìååò ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé (ñì., íàïðèìåð, [9]). Ïóñòü τËÏ � îöåíêà ñâåðõó âðåìåíí�îé
ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è PËÏ.

Çàäà÷ó P |seti, ∆sluq|Cmax, â êîòîðîé ÷èñëî òåõíîëîãèé îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé,
îáîçíà÷èì ÷åðåç Pd|seti, ∆sluq|Cmax. Äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðåøåíèþ
(nmax + 1)d çàäà÷ PËÏ, ãäå nmax = d. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 3 . Çàäà÷à Pd|seti, ∆sluq|Cmax ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìîé çà âðåìÿ Î(τËÏ · dd).

Â ìîäåëè (2) � (11) äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü nmax = dm äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax. Äåéñòâèòåëüíî, êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ
òåõíîëîãèé, êîòîðûå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî, íå ïðåâîñõîäèò

m∏
l=1

fl 6 dm, ãäå
fl = |Kl| + 1, åñëè |Kl| < d, è fl = d â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êðîìå òîãî, äëÿ çàäà÷è
P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax íàéäåòñÿ îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, èñïîëüçóþùåå êàæäûé òàêîé
íàáîð íå áîëåå îäíîãî ðàçà, ïîñêîëüêó ââèäó íåðàâåíñòâà (1) â äàííîì ñëó÷àå ïðèìåíèì
ïåðåñòàíîâî÷íûé ïðèåì (ñì., íàïðèìåð, [8]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ′ËÏ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåìóþ â
ðåçóëüòàòå ôèêñàöèè çíà÷åíèé âñåõ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ (wun) â ìîäåëè (2) � (11).
Çàäà÷à P ′ËÏ ïðè nmax = dm è ÷èñëå ìàøèí, îãðàíè÷åííîì êîíñòàíòîé, ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Ïóñòü τ ′ËÏ � îöåíêà ñâåðõó âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
ðåøåíèÿ çàäà÷è P ′ËÏ. Çàäà÷ó P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax, â êîòîðîé ÷èñëî ìàøèí è
ïðîäóêòîâ îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé, îáîçíà÷èì ÷åðåç Pmk|seti, pmtn, ∆sluq|Cmax. Äàííàÿ
çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðåøåíèþ 2dnmax çàäà÷ P ′ËÏ, ãäå nmax = dm. Ïîñêîëüêó îáùåå
÷èñëî òåõíîëîãèé d íå ïðåâîñõîäèò k(2m − 1), èìååò ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 4 . Çàäà÷à Pmk|seti, pmtn, ∆sluq|Cmax ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìîé çà âðåìÿ Î(τ ′ËÏ · 2(k(2m−1))m+1).

Ðàçëè÷íûå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷ P |seti, sluq = 0|Cmax

è P |seti, pmtn, sluq = 0|Cmax ìîæíî íàéòè â [10, 19, 22, 23].
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2. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ ðàâíîìåðíûì êðîññèíãîâåðîì

Ââèäó óòâåðæäåíèé 1 è 2, ýôôåêòèâíûé ïîèñê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
èññëåäóåìûõ çàäà÷ ñ êàêîé-ëèáî ïðàêòè÷åñêè ïðèåìëåìîé ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé
òî÷íîñòè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàçðàáîòêà ìåòàýâðèñòèê,
â ÷àñòíîñòè, ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ (ÃÀ). Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ÃÀ
äëÿ çàäà÷è P |seti, ∆sluq|Cmax. Ïîñêîëüêó âñÿêîå äîïóñòèìîå åå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax, äàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü
òàêæå ïðèìåíåí ê çàäà÷å P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax.

ÃÀ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, â êîòîðîì ìîäåëèðóåòñÿ ïðîöåññ
ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè îñîáåé [18]. Êàæäàÿ îñîáü ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ðåøåíèþ
çàäà÷è (ôåíîòèïó), êîòîðîå ïðåäñòàâëåíî â àëãîðèòìå êàê íåêîòîðàÿ ñòðîêà ñèìâîëîâ
(ãåíîòèï). Ïîä çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè ãåíîòèïà áóäåì ïîíèìàòü çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè ôåíîòèïà, åìó ñîîòâåòñòâóþùåãî. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ãåíîòèïà, òåì áîëüøå îí èìååò øàíñîâ áûòü
âûáðàííûì â êà÷åñòâå ðîäèòåëüñêîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ îñîáåé. Îñîáè-ïîòîìêè
ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå èìåþùèõñÿ îñîáåé ïóòåì ïðèìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ îïåðàòîðîâ
êðîññèíãîâåðà (ðåêîìáèíàöèè) è ìóòàöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Πt = (ζ1,t, . . . , ζr,t) ïîïóëÿöèþ ïîêîëåíèÿ t, t = 0, 1, 2, . . . ,
â ÃÀ, ãäå r � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé îò íà÷àëà
ðàáîòû àëãîðèòìà è äî êîíöà. ÃÀ ñî ñòàöèîíàðíîé ñõåìîé âîñïðîèçâåäåíèÿ âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì [26].

ÃÀ ñî ñòàöèîíàðíîé ñõåìîé âîñïðîèçâåäåíèÿ
Øàã 0. Ïîëîæèòü t := 0.
Øàã 1. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîñòðîèòü íà÷àëüíóþ ïîïóëÿöèþ Π0.
Øàã 2. Ïîêà íå âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâêè, âûïîëíÿòü:

2.1. Âûáðàòü èç ïîïóëÿöèè Πt äâà ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïà p1, p2.
2.2. Ïðèìåíèòü ê p1 è p2 îïåðàòîð ìóòàöèè.
2.3. Ïîñòðîèòü äâóõ ïîòîìêîâ c1 è c2, ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà.
2.4. Óäàëèòü èç ïîïóëÿöèè Πt äâà ãåíîòèïà, âûáðàííûõ ñ ðàâíîìåðíûì

ðàñïðåäåëåíèåì ñðåäè èìåþùèõ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè âûøå ñðåäíåãî â
ïîïóëÿöèè Πt, è ïîìåñòèòü íà èõ ìåñòî c1 è c2. Ïîëîæèòü Πt+1 := Πt.

2.5. Ïîëîæèòü t := t + 1.
Øàã 3. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ôåíîòèï ëó÷øåãî èç íàéäåííûõ
ãåíîòèïîâ.

Ïðåäëàãàåìûé ÃÀ ñî ñòàöèîíàðíîé ñõåìîé âîñïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
P |seti, ∆sluq|Cmax îñíîâûâàåòñÿ íà ðåøåíèè ñåðèè ïîäçàäà÷ ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòè â
ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ (2) � (12). Îïðåäåëèì ñõåìó ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé, îïåðàòîðû
ñåëåêöèè, êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè.

Ñõåìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé. Ïåðåíóìåðóåì ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà
òåõíîëîãèé Ui ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêòà i, i = 1, . . . , k, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ui(j) ýëåìåíò ñ
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íîìåðîì j èç ìíîæåñòâà Ui, j = 1, . . . , |Ui|, ò. å.
|Ui|⋃
j=1

{ui(j)} = Ui.

Ðåøåíèå çàäà÷è P |seti, ∆sluq|Cmax áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ãåíîòèïîì ζ, ñîñòîÿùèì èç
äâóõ ïîäñòðîê: ïîäñòðîêè íàçíà÷åíèé ξ è ïîäñòðîêè ïîðÿäêà η, à èìåííî, ζ = (ξ, η) ∈ Ω,
ãäå Ω = B × C, B = {0, 1}d, C = Zd

+. Çäåñü è äàëåå Z+ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.

Ïîäñòðîêà íàçíà÷åíèé ξ = (ξ11, . . . , ξ1|U1|, . . . , ξk1, . . . , ξk|Uk|) ∈ {0, 1}d îïðåäåëÿåò
òåõíîëîãèè, ó÷àñòâóþùèå â ïðîèçâîäñòâå ïðîäóêòîâ:

ξij =

{
1, åñëè òåõíîëîãèÿ ui(j) ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêòà i èñïîëüçóåòñÿ,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîäñòðîêà ïîðÿäêà η = (η11, . . . , η1|U1|, . . . , ηk1, . . . , ηk|Uk|) ∈ Zd
+ îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê

âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèé:

ηij =

{
íîìåðó òî÷êè ñîáûòèé äëÿ òåõíîëîãèè ui(j), åñëè ξij = 1,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íàçíà÷åíèå ãåíîâ ξij è ηij, ãäå i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , |Ui|, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
çíà÷åíèÿ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ (wun) â ìîäåëè (2) � (12), à èìåííî,

wui(j),n =

{
1, åñëè ηij = n,
0, åñëè ηij = 0,

n = 1, . . . , nmax, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , |Ui|. (13)

Çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è öåëåâîé ôóíêöèè Cmax ìîæíî íàéòè ñ
ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ PËÏ. Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà.

Ïîñòðîåíèå íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè. Ïðè ïîñòðîåíèè îñîáè íà÷àëüíîé
ïîïóëÿöèè ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ïîäñòðîêà íàçíà÷åíèé ξ, ïî êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé
ïðîöåäóðû, ñòðîèòñÿ ïîäñòðîêà ïîðÿäêà η. Ïîñòðîåíèå ξ ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:
äëÿ êàæäîãî ïðîäóêòà, íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ðàâíîìåðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì âûáèðàåòñÿ îäíà èç òåõíîëîãèé, ïðèãîäíûõ äëÿ åãî ïðîèçâîäñòâà. Áûë
îïðîáîâàí òàêæå âàðèàíò, â êîòîðîì ÷èñëî òåõíîëîãèé äëÿ ïðîèçâîäñòâà êàæäîãî
ïðîäóêòà i ∈ I âûáèðàåòñÿ ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì îò 1 äî |Ui|. Îäíàêî
ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå ïîêàçàëî, ÷òî ÃÀ ïîêàçûâàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïðè
âûáîðå îäíîé òåõíîëîãèè äëÿ êàæäîãî ïðîäóêòà ïðè ïîñòðîåíèè îñîáåé ïîïóëÿöèè Π0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïî ïîäñòðîêå íàçíà÷åíèé ξ ñôîðìèðîâàòü ïîäñòðîêó ïîðÿäêà η,
êàæäîé òåõíîëîãèè ui(j), äëÿ êîòîðîé ξij = 1, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , |Ui|,
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îòäåëüíóþ òî÷êó ñîáûòèé. Äàëåå îïðåäåëèì ïîðÿäîê
ñëåäîâàíèÿ òåõíîëîãèé. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô G = (U ′, A) ñ ìíîæåñòâàìè âåðøèí U ′ = {1, . . . , d′} è äóã A, ãäå d′ =
k∑

i=1

|Ui|∑
j=1

ξij. Âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò âûáðàííûì òåõíîëîãèÿì, à äëèíà äóãè
ðàâíà ìàêñèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè ïåðåíàëàäêè ìàøèí ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
òåõíîëîãèÿìè. Äàëåå äëÿ ýòîãî ãðàôà ðåøàåì çàäà÷ó î êðàò÷àéøåì ãàìèëüòîíîâîì
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ïóòè, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ýâðèñòèêè ¾ïðèñîåäèíåíèå ê ïóòè¿. Äëÿ îïèñàíèÿ äàííîé
ýâðèñòèêè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

αjj′ � äëèíà äóãè èç j â j′ ïðè j 6= j′, αjj = +∞, j = 1, . . . , d′;
π = (π1, . . . , πd′) � ïåðåñòàíîâêà, îïðåäåëÿþùàÿ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ âåðøèí, à

èìåííî, πj � íîìåð j-é âåðøèíû â ãàìèëüòîíîâîì ïóòè â ãðàôå G;
πτ = (π1, . . . , πτ ) � ïåðåñòàíîâêà, ñôîðìèðîâàííàÿ íà øàãå τ, τ = 1, . . . , d′;
S(π) � ñóììàðíàÿ äëèíà ïóòè, îïðåäåëÿåìîãî ïåðåñòàíîâêîé π.

Àëãîðèòì ¾ïðèñîåäèíåíèå ê ïóòè¿
Øàã 1. Ïîëîæèòü π1 := j, ãäå j ∈ {1, . . . , d′} òàêîå, ÷òî min

j′ 6=j
αj′j ìàêñèìàëåí.

Ïîëîæèòü U ′ := U ′ \ {π1} è ïåðåéòè íà øàã 2.
Øàã τ (τ = 2, . . . , d′). Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ U ′ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå
Sv = min

j=2,...,τ
S(π1, . . . , πj−1, v, πj+1, . . . , πτ−1). Ïîçèöèþ j, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì

Sv, îáîçíà÷èòü ÷åðåç jv. Âåðøèíó v ∈ U ′, èìåþùóþ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Sv, âñòàâèòü
â ïîçèöèþ jv â ïåðåñòàíîâêó πτ−1 ñî ñäâèãîì âïðàâî ñîäåðæèìîãî ïîçèöèé jv, . . . , τ − 1,
è ïîëîæèòü U ′ := U ′ \ {v}. Åñëè τ < d′, òî ïåðåéòè íà øàã τ + 1, èíà÷å π∗ := πd′ .

Äëÿ çàäà÷è P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ, â êîòîðîì êàæäàÿ òåõíîëîãèÿ èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà, òàê êàê
äðîáíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà (ñì.
ïðèìåð â [22]). Ïîýòîìó íå ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ãåíîòèïà, ïðåäñòàâëÿþùåãî
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Îäíàêî äëÿ çàäà÷è P |seti, ∆sluq|Cmax, ïðåäñòàâëåííîé
ìîäåëüþ (2) � (12), â ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè âûïîëíåíèå êàêîé-ëèáî òåõíîëîãèè
ìîæåò áûòü ïðåäïèñàíî íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå ñîáûòèé, è, êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 5 . Äëÿ çàäà÷è (2) � (12) íàéäåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, â êîòîðîì
ðàçëè÷íûì òåõíîëîãèÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå òî÷êè ñîáûòèé.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà ñóùåñòâóåò ãåíîòèï, ïðåäñòàâëÿþùèé îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è P |seti, ∆sluq|Cmax.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ïîäñòðîêè ïîðÿäêà η ïî ïîäñòðîêå íàçíà÷åíèé ξ
ìîæíî ïðåäóñìîòðåòü ïðîöåäóðó, îáúåäèíÿþùóþ â îäíîé òî÷êå ñîáûòèé íåñêîëüêî
òåõíîëîãèé. Îïèøåì îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ îáúåäèíåíèÿ òåõíîëîãèé ïî òî÷êàì
ñîáûòèé. Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G′ = (V ′, E), ãäå V ′ �
ìíîæåñòâî âåðøèí, E � ìíîæåñòâî ðåáåð. Âåðøèíû äàííîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò òåì
òåõíîëîãèÿì ui(j), äëÿ êîòîðûõ ξij = 1, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , |Ui|, à íàëè÷èå
ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå òåõíîëîãèè íå ìîãóò
âûïîëíÿòüñÿ â îäíîé òî÷êå ñîáûòèé, ïîñêîëüêó èñïîëüçóþò õîòÿ áû îäíó îáùóþ ìàøèíó.
Äàëåå äëÿ ïîñòðîåííîãî ãðàôà ðåøàåì çàäà÷ó î ìèíèìàëüíîé âåðøèííîé ðàñêðàñêå
ãðàôà ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà [4]. Äîïóñòèìîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåííîé
çàäà÷è î ìèíèìàëüíîé âåðøèííîé ðàñêðàñêå ãðàôà îïðåäåëÿåò äëÿ êàæäîé òåõíîëîãèè
òî÷êó ñîáûòèé, â êîòîðîé îíà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ: òåõíîëîãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðøèíàì, ðàñêðàøåííûì â îäèí öâåò, âûïîëíÿþòñÿ â îäíîé òî÷êå ñîáûòèé.

Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ òåõíîëîãèé ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ ýâðèñòèêè
¾ïðèñîåäèíåíèå ê ïóòè¿ â ãðàôå, ãäå âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâàì òåõíîëîãèé
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ñ îáùåé òî÷êîé ñîáûòèé, à äëèíà äóãè ðàâíà ìàêñèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè ïåðåíàëàäêè
ìàøèí ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òåõíîëîãèÿìè.

Äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ íå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ãåíîòèïà, ïðåäñòàâëÿþùåãî
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è P |seti, ∆sluq|Cmax, íî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî
èñïîëüçóåìûõ òî÷åê ñîáûòèé, à ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü ïîäçàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ PËÏ.

Îïåðàòîð ñåëåêöèè. Â êà÷åñòâå îïåðàòîðà ñåëåêöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü s-
òóðíèðíóþ ñåëåêöèþ: èç ïîïóëÿöèè Πt íåçàâèñèìî èçâëåêàåòñÿ s îñîáåé ñ ðàâíîìåðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì è èç íèõ âûáèðàåòñÿ ëó÷øàÿ ïî öåëåâîé ôóíêöèè.

Îïåðàòîð ìóòàöèè. Îïåðàòîð ìóòàöèè âíîñèò â ãåíîòèï íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå
èçìåíåíèÿ [7]. Äàííûé îïåðàòîð ïðèìåíÿåòñÿ êàê ê ïîäñòðîêå íàçíà÷åíèé ξ, òàê è
ê ïîäñòðîêå ïîðÿäêà η. Ìóòàöèÿ äëÿ ïîäñòðîêè η: ñ âåðîÿòíîñòüþ Pη ñëó÷àéíûì
îáðàçîì âûáèðàåì äâå òî÷êè ñîáûòèé è ìåíÿåì èõ ñîäåðæèìîå ìåñòàìè, èíà÷å
(ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− Pη) ïîäñòðîêà η îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Ìóòàöèÿ äëÿ ïîäñòðîêè ξ ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî
ïðîäóêòà i ∈ I, íåçàâèñèìî îò âñåõ îñòàëüíûõ, ñ âåðîÿòíîñòüþ Pξ âûïîëíÿåì:

• åñëè
|Ui|∑
j=1

ξij > 1, òî âûáèðàåì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì îäèí èç ãåíîâ

ξi1, ξi2, . . . , ξi|Ui| è èíâåðòèðóåì åãî çíà÷åíèå;

• åñëè
|Ui|∑
j=1

ξij = 1, òî âûáèðàåì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì îäèí èç ãåíîâ

ξi1, ξi2, . . . , ξi|Ui|, èìåþùèõ çíà÷åíèå 0, è çàìåíÿåì åãî íà 1.

Èíà÷å (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− Pξ) ìíîæåñòâî ãåíîâ ξij, ãäå j ∈ {1, . . . , |Ui|}, îñòàåòñÿ áåç
èçìåíåíèé.

Åñëè â ðåçóëüòàòå ìóòàöèè ïîäñòðîêà íàçíà÷åíèé èçìåíÿåòñÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé
ïîäñòðîêà ïîðÿäêà ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è ïðè ïîñòðîåíèè îñîáåé íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè.

Îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà. Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà äâå
ðîäèòåëüñêèå îñîáè îáìåíèâàþòñÿ ñâîèìè ïðèçíàêàìè, ïîðîæäàÿ îäíîãî èëè äâóõ
ïîòîìêîâ [7]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ äâà âàðèàíòà îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà:
ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð è îïòèìàëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ (ñì. § 3).

Îïåðàòîðîì ðàâíîìåðíîãî êðîññèíãîâåðà ñòðîèòñÿ ïàðà ïîòîìêîâ. Ïðè ýòîì ñíà÷àëà
ôîðìèðóåòñÿ ïîäñòðîêà íàçíà÷åíèé äëÿ êàæäîãî èç íèõ, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäñòðîêà
ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è ïðè ïîñòðîåíèè îñîáåé íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè.
Ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ Pc ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð âûïîëíÿåò ñëåäóþùåå
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäñòðîê ξ1 è ξ2. Äëÿ êàæäîãî ïðîäóêòà, íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ,
èñïîëüçóåì íàáîð òåõíîëîãèé åãî ïðîèçâîäñòâà îò îäíîãî èç ðîäèòåëåé, ïðè ýòîì
âûáîð ðîäèòåëåé ðàâíîâåðîÿòåí. Èíà÷å (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− Pc) ïîäñòðîêè íàçíà÷åíèé â
ãåíîòèïàõ ïîòîìêîâ ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè ξ1 è ξ2.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîðû ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè, êðîññèíãîâåðà
è ìóòàöèè ãåíåðèðóþò òîëüêî ãåíîòèïû, ïðåäñòàâëÿþùèå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ

11



çàäà÷è P | seti, ∆sluq| Cmax.
Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê çàäà÷å

P | seti, sluq| Cmax áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà (1). Ïðè
ýòîì âìåñòî ìîäåëè (2) � (12) èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü èç [6] ñîâìåñòíî ñ íåðàâåíñòâîì (12).

Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ÃÀ ñ ðàâíîìåðíûì êðîññèíãîâåðîì
ê îïòèìóìó. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ñõîäèìîñòè ýâîëþöèîííûõ
àëãîðèòìîâ (ÝÀ). Ïðèâåäåì îïèñàíèå îáùåãî âèäà îïåðàòîðîâ ÝÀ è ñõåìû ÝÀ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè: íàéòè f ∗ = min{f(x) : x ∈ X}, ãäå X � êîíå÷íîå
ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé. Îáîçíà÷èì ïîïóëÿöèþ ïîêîëåíèÿ t, t = 0, 1, 2, . . . , â ÝÀ ÷åðåç
Πt = (x1,t, x2,t, . . . , xr,t) ∈ Xr, è ïóñòü Π̂ =

r̃⋃
j=1

{xj} äëÿ ëþáîé ïîïóëÿöèè Π = (x1, . . . , xr̃).

Êàæäàÿ íîâàÿ ïîïóëÿöèÿ Πt+1 ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè òåêóùåé ïîïóëÿöèè Πt ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùèõ âåðîÿòíîñòíûõ îïåðàòîðîâ. Çäåñü ïîä âåðîÿòíîñòíûì îïåðàòîðîì áóäåì
ïîíèìàòü ðàíäîìèçèðîâàííóþ ïðîöåäóðó [5], ðåçóëüòàò êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò àðãóìåíòà ïðîöåäóðû è èñõîäíûõ äàííûõ
çàäà÷è.

Îïåðàòîðîì îòáîðà δ : Xr → Xr′ èçâëåêàþòñÿ r′ êîïèé ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé èç
òåêóùåé ïîïóëÿöèè. Åñëè Π′ = δ(Πt), òî Π̂′ ⊆ Π̂t.

Îïåðàòîð âîñïðîèçâåäåíèÿ ρ : Xr′ → Xr′′ âíîñèò íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ
â ðîäèòåëüñêèå ðåøåíèÿ, ñîçäàâàÿ ïðè ýòîì r′′ ðåøåíèé-ïîòîìêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ
ïîïóëÿöèþ Π′′.

Îïåðàòîðîì âûæèâàíèÿ σ : Xr × Xr′′ → Xr îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿ èç Πt è èõ
ïîòîìêè èç Π′′, êîòîðûå ñîñòàâÿò ïîïóëÿöèþ Πt+1, ò. å. σ̂(Πt, Π′′) ⊆ Π̂t ∪ Π̂′′.

Ðàáîòà ÝÀ íà÷èíàåòñÿ ñî ñëó÷àéíîé ïîïóëÿöèè Π0 è ïðîäîëæàåòñÿ èòåðàöèÿìè
êîìïîçèöèè Πt+1 = σ(ρ(δ(Πt)), Πt).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÝÀ ñõîäèòñÿ ê îïòèìóìó ïî÷òè íàâåðíîå ïðè t → ∞, åñëè
min

j=1,...,r
f(xj,t)

t→∞−→ f ∗ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà çàäàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñõîäèìîñòè ÝÀ ê îïòèìóìó ïî÷òè íàâåðíîå (äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.1 â [27]).

Òåîðåìà 1 . Ïóñòü îïåðàòîðû ÝÀ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ñóùåñòâóåò
âåëè÷èíà ε > 0 òàêàÿ, ÷òî

(B1) P{x ∈ δ̂(Π)} > ε ïðè ëþáûõ Π ∈ Xr, x ∈ Π̂;
(B2) P{x ∈ σ̂(Π, Π′′)} > ε ïðè ëþáûõ Π ∈ Xr, Π′′ ∈ Xr′′ , x ∈ Π̂′′;
(B3) äëÿ ëþáîãî x ∈ X íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé y1, y2, . . . , yλ òàêàÿ,

÷òî y1 = x, f(yλ) = f ∗, è ïðè âñåõ j = 1, . . . , λ− 1, åñëè yj ∈ Π̂′, òî P{yj+1 ∈ ρ̂(Π′)} > ε;
(B4) min{f(x) : x ∈ σ̂(Π, Π′′)} = min{f(x) : x ∈ Π̂ ∪ Π̂′′} ïðè ëþáûõ Π ∈ Xr,

Π′′ ∈ Xr′′ .
Òîãäà ÝÀ ñõîäèòñÿ ê îïòèìóìó ïî÷òè íàâåðíîå ïðè t →∞.

Òåîðåìà 2 . Åñëè 0 < Pξ < 1, 0 < Pη ≤ 1, 0 ≤ Pc < 1, òî ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è P |seti, ∆sluq|Cmax ÃÀ c ðàâíîìåðíûì êðîññèíãîâåðîì ñõîäèòñÿ ê îïòèìóìó ïî÷òè
íàâåðíîå ïðè t →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì âèä îïåðàòîðîâ ÝÀ â èññëåäóåìîì ÃÀ è ñâîéñòâà,
êîòîðûìè îíè îáëàäàþò.
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1. Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà îòáîðà δ(Πt) âûáèðàþòñÿ ðîäèòåëüñêèå îñîáè p1, p2

ñ ïîìîùüþ s-òóðíèðíîé ñåëåêöèè. ßñíî, ÷òî äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà âûïîëíåíî
ñâîéñòâî (B1).

2. Îïåðàòîð âîñïðîèçâåäåíèÿ ρ(Π′)=(c1, c2) ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè
ìóòàöèè è ðàâíîìåðíîãî êðîññèíãîâåðà ê ðîäèòåëüñêèì îñîáÿì p1, p2. Äîêàæåì, ÷òî
äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà âûïîëíåíî ñâîéñòâî (B3). Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 5 îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå âñåãäà ïðåäñòàâèìî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ãåíîòèïà ζ∗ = (ξ∗, η∗). Ïîêàæåì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ãåíîòèïà ζ = (ξ, η) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ζ
â ζ∗ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Òàê êàê 0 < Pξ < 1, 0 ≤ Pc < 1, ïåðåéòè îò ãåíîòèïà
ζ = (ξ, η) ê ζ̃ = (ξ̃, η̃), ãäå ξ̃ = ξ∗, ìîæíî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòüþ ïðè ìóòàöèÿõ òîëüêî â ïîäñòðîêå íàçíà÷åíèé. Äàëåå, òàê êàê 0 < Pη ≤ 1,
ïåðåéòè îò ζ̃ ê ζ∗ ìîæíî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðè
ìóòàöèÿõ òîëüêî â ïîäñòðîêå ïîðÿäêà (Pξ < 1, Pc < 1).

3. Îïåðàòîð âûæèâàíèÿ σ(Πt, Π′′) âûáèðàåò ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì äâà
ãåíîòèïà ñðåäè èìåþùèõ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè âûøå ñðåäíåãî â ïîïóëÿöèè Πt è
çàìåíÿåò èõ íà ïîñòðîåííûõ îïåðàòîðîì ρ(Π′) ïîòîìêîâ c1, c2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ
äàííîãî îïåðàòîðà âûïîëíåíû ñâîéñòâà (B2) è (B4).

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóåìûé ÃÀ ñõîäèòñÿ ê îïòèìóìó ïî÷òè íàâåðíîå ïî òåîðåìå 1.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

3. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèåé

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è P |seti, ∆slrq|Cmax ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ãåíåòè÷åñêèé
àëãîðèòì ñ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèåé [12], îñíîâûâàþùèéñÿ íà ðåøåíèè ñåðèè
ïîäçàäà÷ âèäà (2) � (12), â êîòîðûõ ÷àñòü áóëåâûõ ïåðåìåííûõ èñõîäíîé çàäà÷è
ôèêñèðîâàíà.

Èñïîëüçóÿ ñõåìó ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé èç § 2, ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó
îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ P |seti, ∆slrq|Cmax: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàäàííûõ
ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ p1 = (ξ1, η1), p2 = (ξ2, η2), ïðåäñòàâëÿþùèõ äîïóñòèìûå
ðåøåíèÿ, òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëÿþùèé äîïóñòèìîå ðåøåíèå ãåíîòèï ζ ′ = (ξ′, η′),
òàêîé ÷òî:

1) ξ′ij = ξ1
ij èëè ξ′ij = ξ2

ij äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , |Ui| ;
2) η′ij = η1

ij èëè η′ij = η2
ij äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , |Ui| ;

3) ζ ′ èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ñðåäè âñåõ ãåíîòèïîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1) è 2).

Â òåðìèíàõ ìîäåëè (2) � (12), óñëîâèÿ 1) è 2) ñîîòâåòñòâóþò ôèêñàöèè òåõ
áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ñîâïàäàþò ïðè îòîáðàæåíèè ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ
â ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé (2) � (12) ñîãëàñíî (13). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P×ÖËÏ çàäà÷ó
îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè, çàïèñàííóþ â âèäå (2) � (12) ñ ôèêñàöèåé áóëåâûõ
ïåðåìåííûõ, ñîâïàäàþùèõ â ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèÿõ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è P×ÖËÏ
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö èëè íåêîòîðàÿ åãî ìîäèôèêàöèÿ.

Ïðè âûñîêîé âåðîÿòíîñòè ìóòàöèè âîçíèêàþò âñïîìîãàòåëüíûå ïîäçàäà÷è P×ÖËÏ
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, òîãäà êàê ïðè íèçêîé âåðîÿòíîñòè ìóòàöèè ïîäçàäà÷è P×ÖËÏ
÷àñòî îêàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ òðèâèàëüíûõ ñèòóàöèé è
ïîääåðæàíèÿ ðàçìåðíîñòåé âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäçàäà÷ â ãðàíèöàõ, ãäå ìåòîäîì âåòâåé è
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ãðàíèö îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî çà äîñòàòî÷íî êîðîòêîå âðåìÿ, íàìè
èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé ìåõàíèçì àäàïòàöèè [12]. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ìóòàöèè ïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè P 0

ξ > 0, P 0
η > 0, à çàòåì àäàïòèðóþòñÿ â ïðîöåññå

ðàáîòû àëãîðèòìà. Åñëè çà îòâåäåííîå âðåìÿ Trec ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö óäàåòñÿ
íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîäçàäà÷è P×ÖËÏ, òî Pξ := 1.1 · Pξ, Pη := 1.1 · Pη. Åñëè æå
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íå íàéäåíî è Pξ > P 0

ξ , Pη > P 0
η , òî Pξ := Pξ/2, Pη := Pη/2.

Åñëè çà âðåìÿ Trec óäàåòñÿ íàéòè äîïóñòèìîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé
ïîäçàäà÷è P×ÖËÏ, íî ïîëó÷åííûé ãåíîòèï ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç óæå èìåþùèõñÿ â
òåêóùåé ïîïóëÿöèè, èëè äîïóñòèìîå ðåøåíèå íå íàéäåíî, òî â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà
îïåðàòîðà îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè èñïîëüçóåòñÿ ãåíîòèï, ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì
ìóòàöèè ê ïåðâîé ðîäèòåëüñêîé îñîáè.

Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòîì îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ÿâëÿåòñÿ îäèí ãåíîòèï, à íå
äâà, èíñòðóêöèè øàãîâ 2.3 è 2.4 â ÃÀ ìîäèôèöèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 3 . Åñëè 0 < Pξ < 1, 0 < Pη ≤ 1 è Trec äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è P |seti, ∆sluq|Cmax ÃÀ ñ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèåé ñõîäèòñÿ ê îïòèìóìó ïî÷òè
íàâåðíîå ïðè t →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1. Ñâîéñòâà (B1), (B2) è (B4)
äîêàçûâàþòñÿ êàê â òåîðåìå 2.

Îïåðàòîð âîñïðîèçâåäåíèÿ ρ(Π′)=c1 ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè
ìóòàöèè è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ê ðîäèòåëüñêèì îñîáÿì p1, p2. Äîêàæåì
ñâîéñòâî (B3).

Ïîñêîëüêó ðîäèòåëüñêèå îñîáè p1, p2 âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà,
ïðè÷åì êàæäàÿ îñîáü èç òåêóùåé ïîïóëÿöèè ìîæåò áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå
ðîäèòåëüñêîé, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ îñîáü èç òåêóùåé ïîïóëÿöèè áóäåò
âûáðàíà îäíîâðåìåííî â êà÷åñòâå p1 è p2, ïîëîæèòåëüíà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå
íåçàâèñèìîãî ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðîâ ìóòàöèè ê p1 è p2 = p1 áóäåò ïîëó÷åíà îäíà è òà
æå îñîáü c̃1, òàêæå ïîëîæèòåëüíà. Òîãäà ðåçóëüòàòîì îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè áóäåò
ãåíîòèï c1 = c̃1. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû òåîðåìå 2. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Äëÿ îöåíêè âîçìîæíîñòåé ïðåäëîæåííûõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ è ñðàâíåíèÿ
èõ ñ êîììåð÷åñêèì ïàêåòîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ CPLEX 12.1 ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò íà ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷àõ ÷åòûðåõ ñåðèé S1, S2, S3 è S4. Ñðàâíåíèå
ïðîâîäèëîñü ïî êà÷åñòâó ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, íàéäåííîãî çà îòâåäåííûé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

Ìîäåëè ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷
P |seti, ∆sluq|Cmax è P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax áûëè çàïèñàíû â ñèñòåìå ìîäåëèðîâàíèÿ
GAMS 23.2, è äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïðèìåíÿëñÿ ïàêåò CPLEX. Ïðè ýòîì
èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ñ îòñå÷åíèÿìè, íàñòðîéêè êîòîðîãî áûëè âûáðàíû
ïî óìîë÷àíèþ, êðîìå ïàðàìåòðà mipemphasis=4, óñòàíàâëèâàþùåãî ïðèîðèòåò íà
áûñòðûé ïîèñê ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû òàêæå ðåàëèçîâàíû
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â GAMS 23.2. Òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà ÝÂÌ Intel Core 2 Duo CPU E7200 2.54 ÃÃö,
îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü 2 Ãá.

Ïðè ãåíåðàöèè òåñòîâûõ çàäà÷ äëÿ êàæäîé òåõíîëîãèè u ∈ U ÷èñëî
ìàøèí |Mu| ∈ {1, . . . , m} âûáèðàëîñü ñëó÷àéíî ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, à
çàòåì ìàøèíû ñëó÷àéíî íàçíà÷àëèñü íà äàííóþ òåõíîëîãèþ áåç ïîâòîðåíèé. ×èñëîâûå
çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ òåñòîâûõ çàäà÷ ãåíåðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ðàâíîìåðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: |Ui| ∈ {1, . . . , Umax}; Vi ∈ [1, Vmax]; au ∈ [1, Vi

2
],

ãäå i òàêîå, ÷òî u ∈ Ui; sluq ∈ [0, smax]. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû âûáðàííûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ äëÿ êàæäîé ñåðèè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ñëîæíîñòè ïîëó÷åííûõ çàäà÷ â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû
ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷ â êàæäîé ñåðèè, çàïèñàííûõ â
ìîäåëè (2) � (11). Â ìîäåëè (2) � (12) ÷èñëî îãðàíè÷åíèé óâåëè÷èâàåòñÿ íà âåëè÷èíó d.

Òàáëèöà 1
Ïàðàìåòðû ñåðèé

ñåðèÿ ÷èñëî çàäà÷ k m Umax Vmax smax nmax

S1 30 8 10 5 50 10 6
S2 30 9 10 6 30 15 7
S3 30 12 10 8 25 20 7
S4 30 15 12 8 25 40 8

Òàáëèöà 2
Ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷ â ñåðèÿõ

ïåðåìåííûõ
îãðàíè÷åíèé âåùåñòâåííûõ áóëåâûõ

ñåðèÿ min max min max min max
S1 6980 10230 277 433 138 216
S2 13269 19333 491 715 245 357
S3 36572 47850 925 1289 462 644
S4 84323 108060 1279 1841 648 920

Îïèøåì íàñòðîéêè ÃÀ ñ ðàâíîìåðíûì êðîññèíãîâåðîì (GA) è ÃÀ ñ îïòèìàëüíîé
ðåêîìáèíàöèåé (GAor).

Àëãîðèòìû GA è GAor çàïóñêàëèñü ìíîãîêðàòíî â òå÷åíèå çàäàííîãî ïðîìåæóòêà
âðåìåíè ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ñõåìå: ïóñòü θ � íîìåð èòåðàöèè, íà êîòîðîé ïîëó÷åíî
óëó÷øåíèå ðåêîðäíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. GA (GAor) ïåðåçàïóñêàåòñÿ, åñëè
çà ïîñëåäóþùèå θ èòåðàöèé íå ïîëó÷åíî óëó÷øåíèÿ ðåêîðäà è ÷èñëî èòåðàöèé
ïðåâûøàåò 0.8 · r.

Çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è öåëåâîé ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ â àëãîðèòìå GA
ðåøåíèåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ PËÏ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà CPLEX.
Çàäà÷à ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ P×ÖËÏ, âîçíèêàþùàÿ
ïðè îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè â àëãîðèòìå GAor, òàêæå ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
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ïàêåòà CPLEX (ñ ïàðàìåòðîì mipemphasis=1). Ïðè ýòîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå
âðåìÿ Trec = 3 ñåê. Ðàçìåð s òóðíèðà ðàâåí 5, ðàçìåð r ïîïóëÿöèè � 50 .

Ïîâåäåíèå ÃÀ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíà÷åíèé åãî ïàðàìåòðîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé ìóòàöèè Pξ, Pη è âåðîÿòíîñòè êðîññèíãîâåðà Pc â àëãîðèòìå GA
ïðîâåäåí ïðåäâàðèòåëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíû
âûáðàííûå âåëè÷èíû. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ìóòàöèè â àëãîðèòìå GAor

ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè P 0
ξ = 0.001, P 0

η = 0.001.
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà óñòàíîâëåíî âðåìÿ ðàáîòû

àëãîðèòìîâ, îäíî è òî æå äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ: äëÿ ñåðèè S1 � 900 ñåê., S2 � 1500 ñåê., S3
� 3600 ñåê. è S4 � 5400 ñåê.

Ïðè îïèñàíèè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∆max, ∆avr � ìàêñèìàëüíàÿ è ñðåäíÿÿ îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ïðè ñðàâíåíèè ñ
íàèëó÷øèì èçâåñòíûì èç ýêñïåðèìåíòîâ çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî;

NF , NB � êîëè÷åñòâî çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ áûëî ïîëó÷åíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå è
ðåøåíèå ñ íàèëó÷øèì èçâåñòíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ âñåõ ñåðèé ïàêåòîì CPLEX çà óñòàíîâëåííîå
âðåìÿ íå óäàåòñÿ äîêàçàòü îïòèìàëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Àëãîðèòì GA (GAor),
â êîòîðîì ïðåäóñìîòðåíà ïðîöåäóðà, îáúåäèíÿþùàÿ òåõíîëîãèè ïî òî÷êàì ñîáûòèé,
îïèñàííàÿ â § 2, îáîçíà÷èì ÷åðåç GAgt (GAgt

or).

Òàáëèöà 3
Çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà â GA

ñåðèÿ Pξ Pη Pc

S1 0.15 0.15 0.75
S2 0.15 0.15 0.85
S3 0.05 0.1 0.85
S4 0.05 0.15 0.75

Â òàáë. 4 è 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìîâ. Çäåñü ñòðîêà
CPLEX (pmtn) ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì ïàêåòà CPLEX ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïî
ìîäåëè (2) � (11), êîãäà äîïóñêàåòñÿ ïðåðûâàíèå âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèé, à ñòðîêà
CPLEX (npmtn) � ðåçóëüòàòàì ïàêåòà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïî ìîäåëè (2) � (12), êîãäà
ïðåðûâàíèå âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèé íå äîïóñêàåòñÿ. Ðàññìîòðèì äåòàëüíî ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå äëÿ çàäà÷è P |seti, ∆sluq|Cmax.

Äëÿ âûÿâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûõ ðàçëè÷èé ìåæäó âûáîðêàìè, ñîñòîÿùèìè
èç çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííûõ èññëåäóåìûìè àëãîðèòìàìè, èñïîëüçîâàëñÿ
òåñò Âèëêîêñîíà [2]. Äàëåå ïîä ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûìè ðàçëè÷èÿìè áóäåì
ïîäðàçóìåâàòü çíà÷èìûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó âûáîðêàìè ïî äàííîìó òåñòó ïðè óðîâíå
çíà÷èìîñòè 0.05.

Àëãîðèòì GAgt
or íà âñåõ ñåðèÿõ ïîëó÷àåò íàèëó÷øåå èçâåñòíîå íàì çíà÷åíèå

öåëåâîé ôóíêöèè âî âñåõ çàäà÷àõ. Åãî ïðåèìóùåñòâî íàä GAgt è GA ïîäòâåðæäàåòñÿ
ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûìè ðàçëè÷èÿìè íà âñåõ ñåðèÿõ, à íàä CPLEX � íà âñåõ ñåðèÿõ
êðîìå S1. Â òî æå âðåìÿ ïðåèìóùåñòâî GAgt

or íàä GAor ïîäòâåðæäàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè
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Òàáëèöà 4
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìîâ äëÿ ñåðèé S1, S2

àëãîðèòì ñåðèÿ S1 ñåðèÿ S2
∆max ∆avr NF NB ∆max ∆avr NF NB

CPLEX (pmtn) 0.037 0.002 30 26 0.206 0.011 30 25
CPLEX (npmtn) 0.037 0.002 30 26 0.206 0.012 30 25

GAgt 0.368 0.054 30 24 0.253 0.032 30 23
GAgt

or 0 0 30 30 0 0 30 30
GA 0.548 0.064 30 22 0.353 0.077 30 20

GAor 0.016 0.001 30 27 0.035 0.002 30 26

Òàáëèöà 5
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìîâ äëÿ ñåðèé S3, S4

àëãîðèòì ñåðèÿ S3 ñåðèÿ S4
∆max ∆avr NF NB ∆max ∆avr NF NB

CPLEX (pmtn) 0.104 0.014 30 22 0.283 0.029 29 22
CPLEX (npmtn) 0.104 0.016 30 22 0.294 0.032 29 22

GAgt 0.149 0.026 30 20 0.205 0.036 30 20
GAgt

or 0 0 30 30 0 0 30 30
GA 0.329 0.061 30 16 0.331 0.082 30 17

GAor 0.071 0.005 30 26 0.073 0.01 30 24

çíà÷èìûìè ðàçëè÷èÿìè òîëüêî íà ñåðèè S4.
Àëãîðèòì GAor, êàê âèäíî èç òàáë. 4 è 5, ïîêàçûâàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì

CPLEX, à òàêæå ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû GAgt è GA, èç ÷åãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä
î ïåðñïåêòèâíîñòè ÃÀ ñ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèåé íå òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàíèè
ïðîöåäóðû îáúåäèíåíèÿ òåõíîëîãèé ïî òî÷êàì ñîáûòèé, íî è áåç íåå.

Ðåçóëüòàòû ïàêåòà CPLEX íà âñåõ ñåðèÿõ íåñêîëüêî ëó÷øå, ÷åì ó àëãîðèòìîâ
GAgt è GA. Ïðåèìóùåñòâî CPLEX íàä GA ïîäòâåðæäàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûìè
ðàçëè÷èÿìè íà âñåõ ñåðèÿõ êðîìå S4, à íàä GAgt � òîëüêî íà ñåðèè S2.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ÷àñòîòà ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øåãî èçâåñòíîãî èç ýêñïåðèìåíòîâ
çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ. Èç ðèñ. 1 è òàáë. 4, 5 âèäíî,
÷òî GAgt

or ïîêàçûâàåò óñòîé÷èâîå ïðåèìóùåñòâî íàä îñòàëüíûìè àëãîðèòìàìè, êîòîðîå
ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíåå ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè çàäà÷. Àëãîðèòì GAor äàåò ëó÷øèå
ðåçóëüòàòû, ÷åì CPLEX, à àëãîðèòìû GAgt è GA íåñêîëüêî óñòóïàþò ïàêåòó CPLEX.
Òàêæå îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû îáúåäèíåíèÿ òåõíîëîãèé ïî
òî÷êàì ñîáûòèé óâåëè÷èëî ÷àñòîòó ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øåãî èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ.

Êàê âèäíî èç òàáë. 4 è 5, àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî äëÿ
çàäà÷è P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax. Âûÿâëåííûå ðàíåå ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûå ðàçëè÷èÿ
ñîõðàíÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïî ìîäåëè (2) � (11) ïàêåòó CPLEX çà
óñòàíîâëåííîå âðåìÿ íå óäàåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ëó÷øåãî êà÷åñòâà çà ñ÷åò âîçìîæíîñòè
ïðåðûâàíèÿ âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãèé. Ýòî ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î òîì, ÷òî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé ëó÷øåãî êà÷åñòâà íåîáõîäèìî áîëüøå âðåìåíè èëè âûáðàííîãî
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Ðèñ. 1. ×àñòîòà ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øåãî èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ

êîëè÷åñòâà òî÷åê ñîáûòèé íåäîñòàòî÷íî.
Â § 1 ïîëó÷åíà îöåíêà dm êîëè÷åñòâà òî÷åê ñîáûòèé, çàâåäîìî äîñòàòî÷íîãî

äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax. Îäíàêî
èñïîëüçîâàíèå dm òî÷åê ñîáûòèé â ìîäåëè (2) � (11) îêàçûâàåòñÿ íåýôôåêòèâíûì
ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ çàäà÷, ââèäó èõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè â äàííîé
ìîäåëè. Òàê, íàïðèìåð, óâåëè÷åíèå ÷èñëà òî÷åê ñîáûòèé â äâà ðàçà ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó. Íà ñåðèÿõ S1, S2 â äâóõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ CPLEX çà óñòàíîâëåííîå
âðåìÿ óäàåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè, ÷åì ó ðåøåíèé,
ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîì GAgt

or, îäíàêî, íà áîëüøèíñòâå çàäà÷ ýòèõ ñåðèé ðåçóëüòàòû
ïàêåòà óõóäøàþòñÿ. Íà âñåõ çàäà÷àõ ñåðèé S3, S4 ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà òî÷åê ñîáûòèé â
äâà ðàçà CPLEX ïîëó÷àåò ðåøåíèÿ õóäøåãî êà÷åñòâà, ÷åì ðàíåå. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà òî÷åê
ñîáûòèé äî âåëè÷èíû d íà âñåõ ñåðèÿõ ïðèâîäèò ê äàëüíåéøåìó óõóäøåíèþ ðåçóëüòàòîâ
ïàêåòà CPLEX ïðè òîì æå îãðàíè÷åíèè íà âðåìÿ âû÷èñëåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî íà âñåõ ñåðèÿõ íèæíèå îöåíêè îïòèìóìà, ïîëó÷åííûå
ïàêåòîì CPLEX çà óñòàíîâëåííîå âðåìÿ, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îêàçàëèñü ðàâíûìè
íóëþ. Â ñâÿçè ñ áîëüøèì ðàçðûâîì ìåæäó çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè ïîëó÷åííûõ
ðåøåíèé è íèæíèìè îöåíêàìè, âûÿñíåíèå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè
â çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷ðåçìåðíî òðóäîåìêèì. Îäíàêî
äëÿ ñåðèè S1 îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ íàéäåíû â äîïîëíèòåëüíîì âû÷èñëèòåëüíîì
ýêñïåðèìåíòå ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö èç ïàêåòà CPLEX áåç îãðàíè÷åíèÿ âðåìåíè
ñ÷åòà. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ìîäåëè (2) � (11) è (2) � (12) ïðè nmax = 6. Âðåìÿ ñ÷åòà
ñîñòàâèëî îò 4 äî 23 ÷àñîâ ïðè ðàáîòå ïàêåòà CPLEX â ðåæèìå ñ äâóìÿ ïðîöåññîðàìè.

Ðåçóëüòàòû äàííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàëè, ÷òî àëãîðèòì GAgt
or ïîëó÷àåò

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (12) ïðè nmax = 6 âî âñåõ 30 òåñòîâûõ ïðèìåðàõ,
àëãîðèòì GAor � â 27, GAgt � â 24 è GA � â 22. Òàêèì îáðàçîì, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
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èññëåäóåìûì àëãîðèòìàì óäàâàëîñü íàéòè íàèëó÷øåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ýòî
çíà÷åíèå ÿâëÿëîñü îïòèìàëüíûì â ìîäåëè (2) � (12) ïðè nmax = 6. Êðîìå òîãî, â
29 òåñòîâûõ ïðèìåðàõ èç 30 ïðè nmax = 6 îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè
â ìîäåëÿõ (2) � (11) è (2) � (12) ðàâíû ìåæäó ñîáîé, à â îäíîì ïðèìåðå îòëè÷àþòñÿ
ïðèìåðíî íà 1.7%. Â èòîãå àëãîðèòì GAgt

or ïîëó÷àåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2) �
(11) ïðè nmax = 6 â 29 òåñòîâûõ ïðèìåðàõ, àëãîðèòì GAor � â 26, GAgt � â 23 è GA � â
21.

Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ GAgt
or è GAor

äëÿ íàõîæäåíèÿ çà êîðîòêîå âðåìÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ P |seti, ∆sluq|Cmax

è P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax, ïî êðàéíåé ìåðå, êîãäà èñõîäíûå äàííûå àíàëîãè÷íû
ðàññìîòðåííûì â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ñ ãðóïïèðîâêîé ìàøèí
ïî òåõíîëîãèÿì. Îñîáåííîñòüþ ïîñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàæäûé ïðîäóêò
èìååò íåñêîëüêî òåõíîëîãèé ïðîèçâîäñòâà, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ
ñðàçó íåñêîëüêî ìàøèí, ðàáîòàþùèõ îäíîâðåìåííî. Ïîñòðîåíà ìîäåëü ÷àñòè÷íî
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è. Óñòàíîâëåíû íîâûå
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå è NP-òðóäíûå â ñèëüíîì ñìûñëå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçðàáîòàíû ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ
ðàâíîìåðíûì êðîññèíãîâåðîì è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèåé,
îñíîâàííûå íà ðåøåíèè ñåðèè ïîäçàäà÷ ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòè â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïðåäëîæåííîé ìîäåëüþ. Èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü äàííûõ àëãîðèòìîâ. Ïðîâåäåí
âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò íà ïîñòðîåííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì òåñòîâûõ ïðèìåðàõ,
ïîêàçàâøèé ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ îïòèìàëüíîé
ðåêîìáèíàöèåé ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì ïàêåòà CPLEX è ñ
ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì, èñïîëüçóþùèì ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò àíîíèìíîãî ðåöåíçåíòà è Ï.À. Áîðèñîâñêîãî çà öåííûå
çàìå÷àíèÿ.
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On Scheduling with Technology Based Machines Grouping

A.V. Eremeev, J.V. Kovalenko

Abstract. A problem of multi-product scheduling is considered. Each product can be pro-
duced by a family of alternative multi-machine technologies. Multi-machine technologies require
more than one machine at the same time. The problem is studied in two versions: with and without
preemptions of technologies processing. We formulate mixed integer linear programming models for
both versions. Two variants of genetic algorithms are proposed and experimentally tested. The �rst
variant of genetic algorithm is based on a uniform crossover and the second one uses a new optimal
recombination operator. Convergence of the proposed algorithms is investigated. Computational
complexity of the problem is analyzed.
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