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Àííîòàöèÿ
Â ïðåïðèíòå ðàññìàòðèâàåòñÿ øèðîêèé êëàññ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòè-

ìèçàöèè, ðàçðåøèìûõ àëãîðèòìàìè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ
ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì. Äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ ïðåäëîæåí ìíîãî-
êðèòåðèàëüíûé ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì (1+1)-EA è óñòàíîâëåíà âåðõíÿÿ
îöåíêà íà ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé äî äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà. Ïîëó÷åííûå
îáùèå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ íà çàäà÷å 0/1�ðþêçàê è çàäà÷å êîììè-
âîÿæåðà.

1 Îáùàÿ ñõåìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïóñòü P � çàäà÷à NP îïòèìèçàöèè, x îáîçíà÷àåò èñõîäíûå äàí-
íûå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, Sol(x) � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,
fx : Sol(x) → R � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëåíèå çàäà÷è NP îïòèìèçàöèè
ïðèâîäèòñÿ â ïðèëîæåíèè. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ
èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è x îáîçíà÷èì ÷åðåç f ∗x = maxy∈Sol(x) fx(y), åñëè P -
çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè, ëèáî f ∗x = miny∈Sol(x) fx(y), åñëè P�çàäà÷à ìèíèìèçà-
öèè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó P ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ äèíàìè-
÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ) äëÿ íåå. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîä-
õîäîì, àíàëîãè÷íûì ïðåäëîæåííîìó Ã. Âîåãèíãåðîì [8], ñîõðàíÿÿ, ïî âîç-
ìîæíîñòè, òå æå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ çàäà÷è P ñóùåñòâóåò òî÷íûé àëãîðèòì ÄÏ, ðà-
áîòà êîòîðîãî ñîñòîèò èç n ñòàäèé (ïðåäïîëàãàåòcÿ ÷òî n, âîîáùå ãîâîðÿ,
ìîæåò çàâèñåòü îò èñõîäíûõ äàííûõ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è x. Íà k-é ñòà-
äèè ÄÏ, k = 1, . . . , n ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Sk. Êàæäûé ýëåìåíò
ýòîãî ìíîæåñòâà � âåêòîð âèäà S = (s1, . . . , sβ) ∈ Zβ. Çäåñü è äàëåå Z îáî-
çíà÷àåò ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, äîïîëíåííûõ, åñëè íóæíî, ñèìâîëîì ∞.
Ðàçìåðíîñòü β ìîæåò çàâèñåòü îò èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è x, ëèáî ôèêñèðî-
âàíà ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è P .

Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî F îòîáðàæåíèé âèäà F : Zβ → Zβ çàâèñèò
îò èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è x, òî æå îòíîñèòñÿ ê êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó H
îòîáðàæåíèé H : Zβ → R (çäåñü è äàëåå R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ
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÷èñåë). Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ F ∈ F èìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
îòîáðàæåíèå HF ∈ H.

Íà ýòàïå èíèöèàëèçàöèè ÄÏ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé S0 ôîðìèðóåòñÿ
êàê êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Zβ. Íà ñòàäèè k, k = 1, . . . , n
ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé Sk âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ìíîæåñòâà Sk−1:

Sk = {F (S) : F ∈ F , S ∈ Sk−1, HF (S) ≤ 0}. (1)

Êàê âèäíî èç (1), îòîáðàæåíèÿ èç H ñëóæàò äëÿ îòáðàñûâàíèÿ íåêîòîðûõ
íåïåðñïåêòèâíûõ ñîñòîÿíèé.

Ïóñòü G : Zβ → R � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è P , âû÷èñëÿåìîå
íà ýëåìåíòàõ ïîñëåäíåãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Sn. Ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ î
òîì, ÷òî ÄÏ äîñòàâëÿåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è P , èìååì f ∗x = min{G(S) :
S ∈ Sn}, åñëè P � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, ëèáî f ∗x = max{G(S) : S ∈ Sn},
åñëè P � çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè.

ÄÏ ïðèìåíÿåòñÿ íå òîëüêî äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, íî è äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ y∗ ∈ Sol(x), f(y∗) = f ∗x . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî äîïóñòèìîå ðåøå-
íèå Y (S1, . . . , Sn) ∈ Sol(x) âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñîñòîÿíèé S0 ∈ S0, . . . , Sn ∈ Sn, åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòè-
ìà, ò.å. Sk = Fk(Sk−1), Fk ∈ F , k = 1, . . . , n è HFk

(Sk−1) ≤ 0, k = 1, . . . , n.
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ÄÏ, êàê ïðàâèëî, ñîêðàùàåòñÿ çà ñ÷åò èñ-

êëþ÷åíèÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ¾íåïåðñïåêòèâíûõ¿ ñîñòîÿíèé, íàïðèìåð, ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà Áåëëìàíà [4]. Òî÷íîñòü àëãîðèòìà ïðè ýòîì ñîõðà-
íÿåòñÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïîäîáíî [8], èñêëþ÷åíèå ¾íåïåðñïåêòèâíûõ¿
ñîñòîÿíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ íà ìíî-
æåñòâå ñîñòîÿíèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî EXTk(S) ∈ Sn � äîïóñòèìîå ïðîäîëæåíèå ñî-
ñòîÿíèÿ S ∈ Zβ, åñëè EXTk(S) = Fn−1(Fn−2(...Fk(S)...)) äëÿ íåêîòîðûõ
Fk, Fk+1, . . . , Fn−1 ∈ F è äëÿ âñåõ i = k, . . . , n− 1 ñîîòâåòñòâóþùåå HFi

∈ H
äàåò HFi

(Fi−1(...Fk(S)...)) ≤ 0.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü S, S ′ ∈ Zβ òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìî-
ãî ïðîäîëæåíèÿ EXTk(S) ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðîäîëæåíèå EXTk(S

′)
äîñòàâëÿåò ðåøåíèå, íå óñòóïàþùåå ïî öåëåâîé ôóíêöèè ïåðâîìó,
ò.å., G(EXTk(S

′)) ≤ G(EXTk(S)) â ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè èëè
G(EXTk(S

′)) ≥ G(EXTk(S)) â ñëó÷àå ìàêñèìèçàöèè.
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Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ñòàäèè k ñîñòîÿíèå S äîìè-
íèðóåòñÿ ñîñòîÿíèåì S ′ ïî ïðîäîëæåíèÿì. Ñîñòîÿíèå, äëÿ êîòîðîãî íåò
íè îäíîãî äîïóñòèìîãî ïðîäîëæåíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü äîìèíèðóåìûì ïî
ïðîäîëæåíèÿì ëþáûì ñîñòîÿíèåì.

Åñëè áû ïðîâåðêà îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ ïî ïðîäîëæåíèÿì îñó-
ùåñòâëÿëàñü áûñòðî, òî äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ¾íåïðåñïåêòèâíûõ¿ ñîñòîÿíèé
ìîæíî áûëî áû ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü ýòî îòíîøåíèå. Îäíàêî, íåïîñðåä-
ñòâåííàÿ ïðîâåðêà äîìèíèðîâàíèÿ ïî ïðîäîëæåíèÿì, âîîáùå ãîâîðÿ, òðå-
áóåò ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé. Äëÿ áûñòðîãî èñêëþ÷åíèÿ
¾íåïåðñïåêòèâíûõ¿ ñîñòîÿíèé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûì ïðîñòî âû-
÷èñëèìûì îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �dom. Äîñòàòî÷íî ïðåäóñìîò-
ðåòü, ÷òîáû èç ñîîòíîøåíèÿ S �dom S ′ ñëåäîâàëî áû äîìèíèðîâàíèå S ñî-
ñòîÿíèåì S ′ ïî ïðîäîëæåíèÿì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S ∈ Zβ äîìèíèðóåòñÿ
ñîñòîÿíèåì S ′ ∈ Zβ, åñëè S �dom S ′.

Ïóñòü J � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Zβ. Òîãäà ÷åðåç max
dom

J áóäåì îáî-
çíà÷àòü ìíîæåñòâî äîìèíèðóþùèõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà J , ò.å. äëÿ
ëþáîãî S ∈ J è ëþáîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà T ∈ max

dom
J íàéäåòñÿ

òàêîå S ′ ∈ T , ÷òî S �dom S ′.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê �dom

âûáðàí òàê, ÷òî èç äîìèíèðîâàíèÿ ñëåäóåò äîìèíèðîâàíèå ïî ïðîäîëæå-
íèÿì, òî â ÄÏ äîñòàòî÷íî ñòðîèòü òîëüêî äîìèíèðóþùèå ïîäìíîæåñòâà
ñîñòîÿíèé âìåñòî ìíîæåñòâ Sk äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òî÷íîãî ðåçóëüòàòà.

Óòâåðæäåíèå 1 Ïóñòü äîìèíèðóþùèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Tk, k =
1, . . . , n âû÷èñëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî

Tk ∈ max
dom

{F (S) : F ∈ F , S ∈ Tk−1, HF (S) ≤ 0}, (2)

è èç äîìèíèðîâàíèÿ ñëåäóåò äîìèíèðîâàíèå ïî ïðîäîëæåíèÿì. Òîãäà Tn

ñîäåðæèò ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ, ò.å.
f ∗x = min{G(S) : S ∈ Tn}, åñëè P � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, ëèáî f ∗x =
max{G(S) : S ∈ Tn}, åñëè P � çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî âû-
÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (1) äàþò ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîìó
ðåøåíèþ, ñëåäóåò ÷òî ñóùåñòâóþò òàêîå k ∈ {1, . . . , n} è S ∈ Sk\Tk,
÷òî íåêîòîðîå ïðîäîëæåíèå EXTk(S) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìóìîì ôóíêöèè
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G(EXTk(S)), îäíàêî, íè îäíî èç ïðîäîëæåíèé EXTk(S
′), S ′ ∈ Tk íå

îïòèìàëüíî. Íî ïî îïðåäåëåíèþ äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà, Tk ñîäåðæèò
íåêîòîðûé ýëåìåíò S ′, äîìèíèðóþùèé S, à çíà÷èò, S ′ òàêæå äîìèíèðóåò S

ïî ïðîäîëæåíèÿì è G(EXTk(S
′)) òàêæå îïòèìàëüíî. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå-

÷èå.

Ïîêàæåì, ÷òî ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ íà �dom ãàðàíòèðóþò, ÷òî èç äî-
ìèíèðîâàíèÿ ñëåäóåò äîìèíèðîâàíèå ïî ïðîäîëæåíèÿì:
C.1. äëÿ ëþáûõ S, S ′ ∈ Zβ, åñëè S �dom S ′, òî F (S) �dom F (S ′);
C.2. äëÿ ëþáûõ S, S ′ ∈ Zβ, åñëè S �dom S ′ è H(S) ≤ 0, òî H(S ′) ≤ 0;
C.3. äëÿ ëþáûõ S, S ′ ∈ Sn, åñëè S �dom S ′, òî â ñëó÷àå ìèíèìèçàöè-

îííîé çàäà÷è P , G(S) ≥ G(S ′), à â ñëó÷àå ìàêñèìèçàöèîííîé çàäà÷è P ,
G(S) ≤ G(S ′).

Óòâåðæäåíèå 2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ C.1-C.3 äëÿ ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà �dom. Òîãäà äëÿ ëþáûõ k ∈ {1, . . . , n} è S, S ′ ∈ Zβ, òàêèõ ÷òî
S �dom S ′, ñîñòîÿíèå S ′ òàêæå äîìèíèðóåò S ïî ïðîäîëæåíèÿì íà ýòà-
ïå k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íà ýòàïå k ñîñòîÿíèå S íå èìååò äîïóñòèìûõ ïðî-
äîëæåíèé, òî óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S

èìååò äîïóñòèìîå ïðîäîëæåíèå EXTk(S) = Fn−1(Fn−2(...Fk(S)...)). Òîãäà
ïî óñëîâèþ C.1,

Fk(S) �dom Fk(S
′), . . . , Fn−1(S) �dom Fn−1(S

′),

è òàê êàê äëÿ êàæäîãî i = k, . . . , n−1 ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèåHi ∈ H
äàåò Hi(Fi−1(...Fk(S)...)) ≤ 0, òî ïî C.2 òàêæå è Hi(Fi−1(...Fk(S

′)...)) ≤ 0.
Òî åñòü, S ′ èìååò äîïóñòèìîå ïðîäîëæåíèå EXTk(S

′). Íàêîíåö, ïî óñëî-
âèþ C.3, G(EXTk(S

′)) íå óñòóïàåò ¾ïî êà÷åñòâó¿ G(EXTk(S)).

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü óñëîâèÿ C.1-C.3 âûïîëíåíûìè.

Âûðàæàÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (2) â àëãîðèòìè÷åñêîì âèäå, ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåé îáùåé ñõåìå ÄÏ:
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Àëãîðèòì ÄÏ
1. Èíèöèàëèçèðîâàòü T0 := S0.
2. Äëÿ k îò 1 äî n âûïîëíÿòü:
3. Ïîëîæèòü Tk := ∅.
4. Äëÿ êàæäîãî S ∈ Tk−1 è êàæäîãî F ∈ F âûïîëíÿòü:
5. Åñëè HF (S) ≤ 0 è íå ñóùåñòâóåò S ′ ∈ Tk,

äîìèíèðóþùåãî F (S), òî
äîáàâèòü F (S) â Tk è óäàëèòü ñîñòîÿíèÿ â Tk,

äîìèíèðóåìûå F (S).
6. Êîíåö öèêëà ïî S è F .
7. Êîíåö öèêëà ïî k.
8. Âûáðàòü min{G(S) : S ∈ Tn}, ëèáî max{G(S) : S ∈ Tn}.

Äëÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû÷èñëåíèÿ âû-
ïîëíÿþòñÿ â ìîäåëè RAM è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

• êàæäàÿ F ∈ F âû÷èñëèìà çà âðåìÿ θ1;

• êàæäàÿ H ∈ H âû÷èñëèìà çà âðåìÿ θ2;

• ñóùåñòâîâàíèå S ′ ∈ Tk, äîìèíèðóþùåãî çàäàííîå S ∈ Zβ ìîæåò áûòü
óñòàíîâëåíî çà âðåìÿ θ3;

• ôóíêöèÿ G âû÷èñëèìà çà âðåìÿ θ4;

• íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé S0 âû÷èñëèìî çà âðåìÿ θ5;

• âñå ìíîæåñòâà S ′ ∈ Tk, äîìèíèðóåìûå çàäàííûì S ∈ Zβ, ìîãóò áûòü
óäàëåíû èç Tk çà âðåìÿ θ6;

• ìîùíîñòü ìíîæåñòâà F îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé κ.

Çíà÷åíèÿ θ1, . . . , θ6 è κ ìîãóò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ èñõîäíûõ äàííûõ x.
Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ÄÏ åñòü

O

κ(θ1 + θ2 + θ3 + θ6)
n∑

k=1
|Tk|+ θ4|Tn|+ θ5

 . (3)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû àëãîðèòì ÄÏ èìåë ïîëèíîìèàëüíóþ òðóäîåìêîñòü
îòíîñèòåëüíî äëèíû èñõîäíûõ äàííûõ, âåëè÷èíû θ1, . . . , θ6, κ, n è |Tk| äëÿ
âñåõ k = 1, . . . , n äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû ïîëèíîìîì îò äëèíû èñõîäíûõ
äàííûõ.
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2 Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÄÏ

Äëÿ ïðîñòîòû äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå �dom, ãäå ïåðâàÿ
êîîðäèíàòà ñîñòîÿíèÿ s1 èãðàåò îñîáóþ ðîëü (åå ìû áóäåì íàçûâàòü âåäóùåé
êîîðäèíàòîé): â ÷àñòè÷íîì ïîðÿäêå �dom ñ âåäóùåé êîîðäèíàòîé S �dom S ′

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s1 �1 s′1 è sj = s′j äëÿ âñåõ j 6= 1. Çäåñü è äàëåå
�1 îáîçíà÷àåò ëèíåéíûé ïîðÿäîê, îïðåäåëåííûé äëÿ êîîðäèíàòû s1 (êàê
ïðàâèëî ýòî îòíîøåíèå áóäåò îáû÷íûì íåñòðîãèì íåðàâåíñòâîì ≤ èëè ≥).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ êîîðäèíàòà sj, j > 1 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà-
÷åíèÿ òîëüêî èç ìíîæåñòâà Bj ⊂ Z, j = 2, . . . , β â ðàññìàòðèâàåìîé èíäè-
âèäóàëüíîé çàäà÷å. Òîãäà åñëè �dom � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ñ âåäóùåé êîîð-
äèíàòîé, òî ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ÄÏ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü êàê çàïîëíåíèå
íåêîòîðîé ìàòðèöû M ðàçìåðíîñòè m × (n + 1), ãäå m =

∏β
j=2 |Bj|. Ñòðî-

êè M ñîîòâåòñòâóþò âñåâîçìîæíûì êîìáèíàöèÿì êîîðäèíàò s2, . . . , sβ (ïî-
ýòîìó áóäåì èíäåêñèðîâàòü ñòðîêè ïîñðåäñòâîì r = (s2, . . . , sβ)). Ñòîëáöû
k = 0, . . . , n ñîîòâåòñòâóþò ñòàäèÿì ÄÏ.

Ïóñòü äàëåå

Q(s2, . . . , sβ) = {S ′ ∈ Z ×B2 × . . .×Bβ : s′2 = s2, . . . , s
′
β = sβ}

îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñòðî-
êå r = (s2, . . . , sβ) ìàòðèöû M .

Ýëåìåíòû Mrk çàïîëíÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè s1 â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ÄÏ.
Åñëè íè îäíîãî ñîñòîÿíèÿ S ∈ Tk ∩ Q(r), íå ïîñòðîåíî, òî Mrk = NA, ãäå
äîïîëíèòåëüíûé ñèìâîë NA îáîçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòî-
ÿíèé. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íèêàêîé s1 ∈ Z íå äîìèíèðóåòñÿ ñèìâîëîì
NA â ëèíåéíîì ïîðÿäêå �1.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðè÷íîé ôîðìû ÄÏ ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì
ÄÏ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Àëãîðèòì ÄÏ â ìàòðè÷íîé ôîðìå
1. Èíèöèàëèçèðîâàòü {Mr0} äëÿ âñåõ r.
2. Äëÿ k îò 1 äî n âûïîëíÿòü:
3. Ïîëîæèòü Mrk := NA äëÿ âñåõ r.
4. Äëÿ âñåõ r = (s2, . . . , sβ), òàêèõ ÷òî Mr,k−1 6= NA è âñåõ F ∈ F :
5. Ïóñòü S = (Mr,k−1, r), S ′ = F (S) è r′ = (s′2, . . . , s

′
β).

6. Åñëè HF (S) ≤ 0 è íå s′1 �1 Mr′k, òî ïîëîæèòü Mr′k := s′1.
7. Êîíåö öèêëà ïî r.
8. Êîíåö öèêëà ïî k.
9. Âûáðàòü min{G(S) : S = (Mrn, r), Mrn 6= NA}

èëè max{G(S) : S = (Mrn, r), Mrn 6= NA}.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îòíîøåíèå �1 ïðîâåðÿåòñÿ çà êîíñòàíòíîå âðåìÿ, âðå-
ìåííàÿ ñëîæíîñòü ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ

O

κ(θ1 + θ2)
n∑

k=1
|Tk|+ θ4|Tn|+ θ5

 = O (m(κn(θ1 + θ2) + θ4) + θ5) . (4)

Êàê ïðàâèëî, â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ÄÏ ñîõðàíÿåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ êàæäîãî ïîëó÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ, ÷òîáû ïîñëå îêîí÷à-
íèÿ ðàáîòû ÄÏ, íà ñòàäèè ¾áýêòðýêèíãà¿, ìîæíî áûëî ñ ìàëûìè çàòðàòà-
ìè ïîëó÷èòü àðãóìåíò äëÿ îòîáðàæåíèÿ Y . Îáîçíà÷èì ýòè äîïîëíèòåëüíûå
äàííûå ÷åðåç Γrk, è ïóñòü Γrk = r′ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîñòî-
ÿíèå S = (Mrk, r) ∈ Tk áûëî ïîëó÷åíî èç ñîñòîÿíèÿ S = (Mr′,k−1, r

′) ∈ Tk−1

â ÄÏ ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ôóíêöèè F ∈ F , ò.å. S = F (S ′), HF (S ′) ≤ 0.
Íà ñòàäèè ¾áýêòðýêèíãà¿ çíà÷åíèÿ Γ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ öå-
ïî÷êè ñîñòîÿíèé S0 ∈ T0, . . . , Sn ∈ Tn, íà÷èíàÿ ñ ñîñòîÿíèÿ Sn ∈ Tn, åñëè
Tn 6= ∅. Ïóñòü GSn = max{G(S) : S ∈ Tn}, åñëè P -çàäà÷à ¾íà ìàêñèìóì¿
èëè G(Sn) = min{G(S) : S ∈ Tn}, åñëè P -çàäà÷à ¾íà ìèíèìóì¿. Òîãäà,
ïîëàãàÿ Sn = (Mrn,n, rn), âñå ïðåäøåñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ âû÷èñëÿåì ðåêóð-
ðåíòíî ïî ôîðìóëàì

rk = Γrk+1,k+1, Sk = (Mrk,k, rk), k = 1, . . . , n− 1.

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå Y (S1, . . . , Sn), îòâå÷àþùåå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
S1, . . . , Sn îáîçíà÷èì ÷åðåç YΓM .

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà M ∗, ïîëó÷àåìàÿ ïî îêîí÷àíèþ âû÷èñëåíèé ÄÏ,
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.
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Óòâåðæäåíèå 3 Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå r ∈ B2 × . . . × Bn è 0 ≤ k ≤
n. Ñîñòîÿíèå (M ∗

r,k, r) äîìèíèðóåò ëþáîå ñîñòîÿíèå S ∈ Sk ∩ Q(r), åñëè
Sk ∩Q(r) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = (s1, r) ∈ Sk, ò.å. (s1, r) =
Fk(Fk−1(. . . F1(Mr′0, r

′) . . .)) äëÿ íåêîòîðîãî r′, F1, . . . , Fk, è
HFi

(Fi−1(. . . F1(Mr′0, r
′) . . .)) ≤ 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k. Òðåáóåòñÿ ïî-

êàçàòü, ÷òî s1 �1 M ∗
rk.

Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî k. Äëÿ k = 1 óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç ñõåìû ÄÏ è òîãî ôàêòà, ÷òî �1 � ëèíåéíûé ïîðÿäîê (íà
èòåðàöèè k = 1 ñòðîèòñÿ âñå ìíîæåñòâî S1 è íóëåâîé ñòîëáåö M ñîäåðæèò
íåäîìèíèðóåìûå ñîñòîÿíèÿ).

Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ k − 1. Îáîçíà÷èì S̃ =
Fk−1(. . . F1(Mr′0, r

′) . . .) ∈ Sk−1 è ïóñòü ñîñòîÿíèå S∗ = (M ∗
rk, r) ñòðîèòñÿ íà

èòåðàöèè k íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì F ∗, ò.å. S∗ = F ∗(S ′), S ′ ∈ Tk−1.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñîñòîÿíèå S̃ äîìèíèðóåòñÿ (M ∗

r̃,k, r̃), ãäå
r̃ = (s̃2, . . . , s̃β). Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ C.1, S = Fk(S̃) �dom Fk(M

∗
r̃,k, r̃)

è ïî óñëîâèþ C.2, HFk
(M ∗

r̃,k, r̃) ≤ 0, ò.ê. HFk
(S̃) ≤ 0. Ñîãëàñíî âû÷èñëè-

òåëüíîé ñõåìå ÄÏ ñ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì, ñòîëáåö k ìàòðèöû M ∗

áóäåò ñîäåðæàòü ýëåìåíò, ïðåäñòàâëÿþùèé íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå S∗, äîìè-
íèðóþùåå Fk(M

∗
r̃,k, r̃), ïîýòîìó, S �dom S∗. Äàëåå, ââèäó òîãî, ÷òî �dom

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì ñ âåäóùåé êîîðäèíàòîé, äëÿ òîãî, ÷òî-
áû S è S∗ áûëè ñðàâíèìûìè, îáà ýòè ñîñòîÿíèÿ äîëæíû ïðèíàäëåæàòü
îäíîìó ìíîæåñòâó Q(r). Ñëåäîâàòåëüíî, S∗ = (M ∗

rk, r), è S �dom (M ∗
rk, r).

Ñëåäñòâèå 1. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî �1 � ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà M ∗ ñî ñâîéñòâîì, óñòàíîâëåííûì â Óòâåðæäåíèè 3.

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî ïîäõîäà äëÿ ïîèñêà
òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 0/1-ðþêçàê. Âõîä ñîñòîèò èç n ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (pk, wk),
k = 1, . . . , n è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà W (pk íàçûâàåòñÿ ïîëåçíîñòüþ ýëå-
ìåíòà k, à wk � åãî âåñîì). Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå ïîäìíîæåñòâà K ⊆
{1, . . . , n}, ìàêñèìèçèðóþùåãî ñóììàðíóþ ïîëåçíîñòü ∑

k∈K pk, ïðè óñëîâèè∑
k∈K wk ≤ W .
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Ïîëîæèì β = 2 è ïóñòü êàæäîå ñîñòîÿíèå S = (s1, s2) ∈ Sk, k = 1, . . . , n
êîäèðóåò ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå äëÿ ïåðâûõ k èíäåêñîâ, ãäå ïåðâàÿ êîîðäèíàòà
îòâå÷àåò çà âåñ ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ, à âòîðàÿ � çà åãî ïîëåçíîñòü. Íà÷àëüíîå
ìíîæåñòâî S0 ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà (0, 0).

Ìíîæåñòâî F ñîäåðæèò äâå ôóíêöèè:

F1(s1, s2) = (s1 + wk, s2 + pk),

F2(s1, s2) = (s1, s2),

ãäå F1 ñîîòâåòñòâóåò äîáàâëåíèþ ýëåìåíòà k ê ÷àñòè÷íîìó ðåøåíèþ, à F2

ñîîòâåòñòâóåò ïðîïóñêó ýòîãî ýëåìåíòà.
Ìíîæåñòâî H ñîñòîèò èç äâóõ ôóíêöèîíàëîâ

H1(s1, s2) = s1 + wk −W,

H2(s1, s2) ≡ 0,

ñîîòâåòñòâóþùèõ F1 è F2. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ �dom, ïî-
ëàãàÿ S = (s1, s2) �dom S ′ = (s′1, s

′
2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s1 ≥ s′1

è s2 = s′2. Òàêèì îáðàçîì, çàäàí ïîðÿäîê ñ âåäóùåé êîîðäèíàòîé s1, ãäå
s1 �1 s′1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s1 ≥ s2. Âìåñòî ñèìâîëà NA áóäåì
èñïîëüçîâàòü +∞.

Ïîëîæèì G(S) = s2 äëÿ ëþáîãî S ∈ Sn. Òîãäà ÄÏ â ìàòðè÷íîì
ïðåäñòàâëåíèè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä.

Àëãîðèòì ÄÏ äëÿ çàäà÷è 0/1-ðþêçàê
1. Èíèöèàëèçèðîâàòü M00 := 0, Mr0 := +∞, r > 0.
2. Äëÿ âñåõ k îò 1 äî n âûïîëíÿòü:
3. Ïîëîæèòü Mrk := +∞ äëÿ âñåõ r.
4. Äëÿ âñåõ r, òàêèõ ÷òî Mr,k−1 6= ∞, âûïîëíÿòü:
5.1. Åñëè Mr,k−1 + wk −W ≤ 0 è Mr,k−1 + wk < Mr+pk,k,

ïîëîæèòü Mr+pk,k := Mr,k−1 + wk.
5.2. Åñëè Mr,k−1 < Mrk, ïîëîæèòü Mr,k := Mr,k−1.
6. Êîíåö öèêëà ïî r.
7. Êîíåö öèêëà ïî k.
8. Âûáðàòü max{r : Mrn 6= ∞}.

Äëÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè äàííîãî àëãîðèòìà çàìåòèì, ÷òî κ = 2, è
θ1, θ2, θ4 � êîíñòàíòû. Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî S = (s1, s2) ∈ Tk, k = 1, . . . , n
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öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïîëåçíîñòè s2 íå ïðåâûøàåò npmax, ãäå pmax =
max{pk : k = 1, . . . , n}. Ñëåäîâàòåëüíî, |B2| = npmax, è ôîðìóëà (4) äà-
åò îöåíêó òðóäîåìêîñòè O(n2pmax).

Äðóãîé, ïî-âèäèìîìó áîëåå èçâåñòíûé âàðèàíò ÄÏ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ñ
âåäóùåé êîîðäèíàòîé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, ãäå êîîðäèíàòà s1 � ïîëåç-
íîñòü ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ, à s2 ðàâíà åãî âåñó. Ìíîæåñòâà ôóíêöèé F è
H îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî óêàçàííûì âûøå, ñ ó÷åòîì ñìåíû êîîðäèíàò.
Â òàêîì ñëó÷àå, äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ S = (s1, s2) ∈ Tk, k = 1, . . . , n
öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå âåñà s2 íå ïðåâîñõîäèò W , ïîýòîìó |B2| = W , è
âûðàæåíèå (4) äàåò èçâåñòíóþ îöåíêó òðóäîåìêîñòè ÄÏ O(nW ).

Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà. Âõîäíûå äàííûå ñîñòîÿò èç ïîëíîãî ãðà-
ôà G = (V, E) ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {1, 2, . . . , N} è íåîòðèöàòåëü-
íûìè äëèíàìè ðåáåð w : E → R+. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïåðåñòàíîâêó ìíî-
æåñòâà âñåõ âåðøèí (v1, . . . , vN), òàêóþ ÷òî äëèíà îáõîäà êîììèâîÿæåðà∑N

i=2 w(vi, vi−1) + w(vN , v1) ìèíèìàëüíà. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü
÷òî v1 = 1.

Â äàííîì ñëó÷àå â ñõåìå ÄÏ ïîëàãàåì n = N − 1, β = N + 1 è êàæäîå
ñîñòîÿíèå S = (s1, . . . , sN+1) ∈ Sk, k = 1, . . . , n ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûé
ïóòü, ñîñòîÿùèé èç k âåðøèí, íà÷èíàþùèéñÿ â âåðøèíå 1 è çàêàí÷èâàþ-
ùèéñÿ â âåðøèíå sN+1. Ïðè ýòîì âåäóùàÿ êîîðäèíàòà s1 ñîäåðæèò äëèíó
ïðåäñòàâëåííîãî ïóòè. Ðîëü êîîðäèíàò s2, . . . , sN ñîñòîèò â èíäèêàöèè âåð-
øèí êîòîðûå ïðîéäåíû â äàííîì ïóòè: si = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âåðøèíà i ïðèíàäëåæèò ïóòè, ïðåäñòàâëåííîìó ñîñòîÿíèåì S. Äëÿ âåðøè-
íû v1 = 1 íå òðåáóåòñÿ èíäèêàòîðà. Òàêèì îáðàçîì, ∑N

i=2 si = k − 1.
S0 ñîñòîèò èç N−1 ýëåìåíòà: äëÿ êàæäîãî i = 2, . . . , N èìååòñÿ ñîñòîÿíèå

S = (w(1, i), s2, . . . , sN , i) ãäå sj = 0 äëÿ âñåõ j 6= i, è si = 1.
Ìíîæåñòâî F ñîñòîèò èç N − 1 ôóíêöèè: Fl, l = 2, . . . , N . Äëÿ Fl, l =

2, . . . , N , ïîëàãàåì S ′ = Fi(S) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s′1 = s1 + w(sn+1, l),

s′i =

{
1, if i = l

si, otherwise.
, i = 2, . . . , n.

s′N+1 = l.
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Èòàê, Fl(S) ñîîòâåòñòâóåò äîáàâëåíèþ âåðøèíû l ê ïóòè, ïðåäñòàâëåííîìó
ñîñòîÿíèåì S. Ìíîæåñòâî H òàêæå ñîñòîèò èç N − 1 ôóíêöèîíàëà

Hl(S) = sl, l = 2, . . . , N,

ñîîòâåòñòâóþùèõ Fl, l = 2, . . . , N è ïðåäîòâðàùàþùèõ âîçâðàò â âåðøèíû,
óæå ïðîéäåííûå îäíàæäû â äàííîì ÷àñòè÷íîì ðåøåíèè.

îïðåäåëèì îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ �dom, ïîëàãàÿ ÷òî S �dom S ′ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà s1 ≥ s′1, è si = s′i, i = 2, . . . , N + 1. Òàêèì îáðà-
çîì, ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê èìååò âåäóùóþ êîîðäèíàòó s1, è ìîæíî ïðèíÿòü,
÷òî s1 �1 s′1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà s1 ≥ s′1. Áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ñèìâîë +∞ âìåñòî NA. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ G(S) = s1 + w(sN+1, 1) äëÿ
ëþáîãî S ∈ Sn. ×èñëî ñòðîê â ìàòðèöå M ðàâíî m = (N − 1)2N−1.

Ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå àëãîðèòì ÄÏ âîñïðîèçâîäèò èçâåñòíûé àëãî-
ðèòì Õåëüäà è Êàðïà [5]. Åãî ñõåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Àëãîðèòì ÄÏ äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà
1. Èíèöèàëèçèðîâàòü Mr0 := +∞.
1.1. Äëÿ âñåõ i îò 2 äî N âûïîëíÿòü:
1.2. Mr0 := w(1, i) äëÿ r = (s2, . . . , sN , i)

ãäå sj = 0 ïðè j 6= i, si = 1.
2. Äëÿ âñåõ k îò 1 äî n âûïîëíÿòü:
3. Mrk := +∞ äëÿ âñåõ r.
4. Äëÿ âñåõ r, òàêèõ ÷òîMr,k−1 6= ∞ è äëÿ âñåõ l = 2, . . . , N âûïîëíÿòü:
5.1. Ïóñòü r = (s2, . . . , sN+1).
5.2. Ïóñòü r′ = (s′1, . . . , s

′
N+1), ãäå s′l = 1, s′i = si

äëÿ âñåõ i 6= l, s′N+1 = l.
5.3. Åñëè sl = 0 è Mr,k−1 + w(sN+1, l) < Mr′,k,

ïîëîæèòü Mr′,k = Mr,k−1 + w(sN+1, l).
6. Êîíåö öèêëà ïî r è l.
7. Êîíåö öèêëà ïî k.
8. Âûáðàòü

min
{
Mrn + w(sN+1, 1) : r = (s2, . . . , sN+1) ∈ {0, 1}N−1 × {2, . . . , N − 1}

}
.

Äëÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè äàííîãî àëãîðèòìà çàìåòèì, ÷òî κ = N − 1, à
θ1, θ2, θ4 � êîíñòàíòû. θ5 åñòü O(m) â ìîäåëè âû÷èñëåíèé RAM (ñîñòîÿíèÿ
è èíäåêñû ñòðîê äëÿ ýòîãî äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê öåëûå ÷èñëà).
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Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü (4) äàåò èçâåñòíóþ îöåíêó òðóäîåìêîñòè ÄÏ
äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà O

(
N 2 ∑N−1

k=1

(
N−1

k

)
+ 2N

)
= O(N 22N).

3 Ìíîãîêðèòåðèàëüíûé (1+1)-EA

Ïóñòü èìååòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ¾íà ìàêñèìóì¿
ñ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ðåøåíèé D è êîíå÷íûì ñåìåéñòâîì êðèòåðè-
åâ C. Êðèòåðèè èç C ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå −∞ è èìåþò âèä f :
D → R ∪ {−∞}. Â êà÷åñòâå ýâðèñòè÷åñêîãî ìåòîäà äëÿ ïîèñêà Ïàðåòî-
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí ñëåäóþùèé ïðîñòåéøèé ýâî-
ëþöèîííûé àëãîðèòì, òàê íàçûâàåìûé ìíîãîêðèòåðèàëüíûé (1+1)-EA (ñì.,
íàïðèìåð, [7]).

Àëãîðèòì íà÷èíàåò ðàáîòó ñ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ñëó-
÷àéíî èëè äåòåðìåíèðîâàííî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïðîöåäóðû èíèöèàëè-
çàöèè. Íà êàæäîé èòåðàöèè â ìíîãîêðèòåðèàëüíîì (1+1)-EA ïî òåêóùå-
ìó ðåøåíèþ X ñòðîèòñÿ íîâîå ðåøåíèå X ′ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ðàíäî-
ìèçèðîâàííîé ïðîöåäóðû ìóòàöèè: X ′ = Mut(X) ∈ D. Â ñëó÷àå, åñëè ïî
êàæäîìó êðèòåðèþ f, f ∈ C íîâîå ðåøåíèå íå óñòóïàåò ïðåæíåìó, ò.å.
f(X ′) ≥ f(X), f ∈ C, òî ïîëàãàåì X := X ′. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íîâîå
ðåøåíèå îòáðàñûâàåòñÿ è òåêóùåå ðåøåíèå îñòàåòñÿ ïðåæíèì. Ïðîöåññ âû-
÷èñëåíèé ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñðàáîòàåò íåêîòîðûé äîñòàòî÷íî
ïðîñòî ïðîâåðÿåìûé êðèòåðèé îñòàíîâêè (íàïðèìåð, îãðàíè÷åíèå ïî ÷èñëó
èòåðàöèé).

Êàê âèäíî èç ñõåìû àëãîðèòìà, ïîñëå äîñòèæåíèÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ â ìíîãîêðèòåðèàëüíîì (1+1)-EA òåêóùåå ðåøåíèå X ìîæåò ìå-
íÿòüñÿ, íî ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé f(X), f ∈ C îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà |C| = 1, îïèñàííûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
èçâåñòíóþ ýâðèñòèêó ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèè (1+1)-EA [6], òàêæå íàçûâà-
åìóþ àëãîðèòìîì ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ ïåðåñ÷åòîì ïðè íåóäà÷íîì øàãå [2].

4 Ñðàâíåíèå ÄÏ è ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî àëãîðèòìà

(1+1)-EA

Ïóñòü äëÿ P ñóùåñòâóåò òî÷íûé àëãîðèòì ÄÏ ñ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëå-
íèåì. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P
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� çàäà÷à ¾íà ìàêñèìóì¿ è ïîðÿäîê �1 çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì ≤. Âìåñòî
ñèìâîëà NA åñòåñòâåííî áóäåò èñïîëüçîâàòü −∞.

Ïåðåéäåì îò èñõîäíîé çàäà÷è NP-îïòèìèçàöèè P ê çàäà÷å îòûñêàíèÿ òîé
ñàìîé ìàòðèöû M ∗, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðè ðàáîòå ÄÏ. Çàäà÷à îòûñêà-
íèÿ M ∗ ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà êàê çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-
öèè ñ nm êðèòåðèÿìè Mrk, r ∈ B2× . . .×Bβ, k = 1, . . . , n, â ïðåäïîëîæåíèè
÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé D åñòü âñåâîçìîæíûå ñïîñîáû âû÷èñ-
ëåíèÿ ýëåìåíòîâ Mrk ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé F ∈ F . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî íà÷àëüíûé ñòîëáåö Mr′0 � ÷àñòü èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Âû÷èñëåíèå
çíà÷åíèé Mrk îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïî âîçðàñòàíèþ k.

Â äàííîì ñëó÷àå äîïóñòèìîå ðåøåíèå X = (Φ, Γ) ∈ D ñîñòîèò èç öå-
ëî÷èñëåííîé ìàòðèöû Γ ðàçìåðíîñòè m × n (ñì. � 1) è m × n-ìàòðèöû Φ,
ýëåìåíòû êîòîðîé ñóòü ôóíêöèè Φrk ∈ F . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé ïàðû (r, k) ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò Φrk � òà ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äîëæ-
íà èñïîëüçîâàòüñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîñòîÿíèå S = (Mrk, r) èç ñîñòîÿ-
íèÿ S ′ = (Mr′,k−1, r

′), ãäå r′ = Γr,k. Â ñëó÷àå, åñëè âûáðàííûé äëÿ ïîä-
ñ÷åòà Mrk ýëåìåíò Mr′,k−1 íå îïðåäåëåí (ò.å. Mr′,k−1 = −∞) èëè íàðóøåíû
ñîîòíîøåíèÿ

Φrk(Mγ(r,k),k−1, γ(r, k)) = (Mrk, r), HΦrk
(Mγ(r,k),k−1, γ(r, k)) ≤ 0, (5)

ãäå äëÿ óäîáñòâà çàïèñè Γr,k îáîçíà÷åíî ÷åðåç γ(r, k), òî ïîëàãàåì
Mr,k = −∞.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ñòîëáöå Mr′0 è ìàòðèöàõ Φ è
Γ, âñå ýëåìåíòû Mr,k, r′ ∈ B2× . . .×Bβ ìàòðèöû M(Φ, Γ) âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå

Mrk =


Φrk

(
Mγ(r,k),k−1, γ(r, k)

)
1 , åñëè Φrk(Mγ(r,k),k−1, γ(r, k)) ∈ Q(r)

è HΦrk
(Mγ(r,k),k−1, γ(r, k)) ≤ 0

−∞, èíà÷å,

â öèêëå ïî âîçðàñòàþùèì çíà÷åíèÿì k = 1, . . . , n. Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà âû-
÷èñëåíèÿ ìàòðèöû êðèòåðèåâ M(Φ, Γ) èìååò òðóäîåìêîñòü O(mn(θ1 + θ2)).

Ìàòðèöû M(Φ, Γ) è Γ îïðåäåëÿþò äîïóñòèìîå ðåøåíèå YM(Φ,Γ),Γ çàäà-
÷è P , åñëè òîëüêî ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû M(Φ, Γ) íå ñîñòîèò èç ñèì-
âîëîâ −∞.

Ðàññìîòðèì ìíîãîêðèòåðèàëüíûé (1+1)-EA äëÿ äàííîé çàäà÷è. Ñòîë-
áåö Mr0 çàïîëíÿåòñÿ íà ñòàäèè èíèöèàëèçàöèè (1+1)-EA òåìè æå çíà÷åíèÿ-
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ìè, ÷òî è íà øàãå 1 àëãîðèòìà ÄÏ. Íà÷àëüíîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âñåõ êîìïîíåíò Φ è Γ.

Áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíîé îïåðàöèåé ñëåäóþùåå èçìåíåíèå ðåøåíèÿ
(Φ, Γ): âî-ïåðâûõ, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âû-
áèðàåòñÿ ïàðà èíäåêñîâ r ∈ B2 × . . .×Bβ è k ∈ {1, . . . , n}. Âî-âòîðûõ, çíà-
÷åíèå Φrk âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
èç F . Â-òðåòüèõ, çíà÷åíèå Γrk âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ðàâíîìåð-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì èç B2 × . . . × Bβ. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ
èñõîäîâ ëîêàëüíîé îïåðàöèè ðàâíî nκm2.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð ìóòàöèè ÷åðåç ïðîöåäóðó ëîêàëüíîé îïåðàöèè.
Ïóñòü s � öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà
ñ ïàðàìåòðîì λ = 1. Ìóòàöèÿ çàäàííîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ñ
íèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç s + 1 íåçàâèñèìîé ëîêàëüíîé îïåðàöèè.

Ñîãëàñíî ñõåìå ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî (1+1)-EA, íà êàæäîé èòåðàöèè
äàííîãî àëãîðèòìà îïåðàòîð ìóòàöèè ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ê òåêóùåìó
ðåøåíèþ (Φ, Γ) ñ ìàòðèöåé çíà÷åíèé êðèòåðèåâ M . Äëÿ ïîëó÷åííîãî ïîñëå
ìóòàöèè ðåøåíèÿ (Φ̃, Γ̃) âû÷èñëÿåòñÿ íîâàÿ ìàòðèöà çíà÷åíèé êðèòåðè-
åâ M̃ . Åñëè M̃rk ≥ Mrk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, r ∈ B2, . . . , Bβ, òî òåêóùåå
ðåøåíèå çàìåíÿåòñÿ íà (Φ̃, Γ̃).

Òåîðåìà 1 Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî (1+1)-EA äî
ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû M = M ∗ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé

en2κm2(ln m + 1),

ãäå e � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 7 â [7]. Ñ ó÷åòîì åäèíñòâåííîñòè ìàòðèöû M ∗ (ñì. ñëåäñòâèå èç
óòâåðæäåíèÿ 3), ïîñëå ïîëó÷åíèÿ Mrk = M ∗

rk äëÿ êàêèõ-ëèáî r è k, íà ïî-
ñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ (1+1)-EA áóäåò äîïóñêàòüñÿ ïåðåõîä òîëüêî â òàêèå
ðåøåíèÿ (Φ, Γ), â êîòîðûõ Mrk = M ∗

rk. Òàêèì îáðàçîì, îäíàæäû ïîëó÷åí-
íûå òðåáóåìûå ýëåìåíòû Mrk óæå íå çàìåíÿþòñÿ èíûìè çíà÷åíèÿìè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òåêóùåå ðåøåíèå (Φ, Γ), îáåñïå÷èâàåò Mrk =
M ∗

rk äëÿ âñåõ r ∈ B2 × . . . × Bβ, k = 1, . . . , t − 1 äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà
ñòàäèè t. Òîãäà äëÿ êàæäîé ïàðû (r, t), òàêîé ÷òî Mrt < M ∗

rt, èìååòñÿ ýëå-
ìåíò Mr′,t−1 = M ∗

r′,t−1 è ôóíêöèÿ F ∈ F òàêèå, ÷òî (M ∗
rt, r) = F (Mr′,t−1, r

′)
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è HF (Mr′,t−1, r
′) ≤ 0 (ýòî ñëåäóåò èç ñõåìû àëãîðèòìà ÄÏ). Â òàêîì ñëó÷àå,

ìóòàöèÿ, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî â çàìåíå Φrt íà F è Γrt íà r′ áóäåò íåïðåìåííî
ïðèíÿòà â (1+1)-EA è âåäåò ê íîâîìó òåêóùåìó ðåøåíèþ (Φ̃, Γ̃), ñ ìàòðè-
öåé çíà÷åíèé êðèòåðèåâ M̃ , ãäå M̃rt = M ∗

rt. Âåðîÿòíîñòü òàêîé ìóòàöèè åñòü
1/(enκm2), òàê êàê ðîâíî îäíà ëîêàëüíàÿ îïåðàöèÿ â îïåðàòîðå ìóòàöèè
ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/e, è òðåáóåìàÿ ëîêàëüíàÿ îïåðàöèÿ âûáèðàåò-
ñÿ èç nκm2 âîçìîæíûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/(nκm2). Áóäåì ãîâîðèòü â òàêîì
ñëó÷àå, ÷òî ïðîèñõîäèò óñïåøíàÿ ìóòàöèÿ äëÿ ïàðû (r, t).

Åñëè â òåêóùåì ðåøåíèè èìååòñÿ q ïàð (r, t) òàêèõ, êàê îïèñàíî âûøå,
òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìóòàöèÿ îêàæåòñÿ óñïåøíîé äëÿ îäíîé èç ýòèõ ïàð
áóäåò íå ìåíåå q/(enκm2). ×èñëî q íå ïðåâûøàåò m, è êàæäîå èç çíà÷åíèé
m, m − 1, . . . , 1 âåëè÷èíà q äëÿ ñòàäèè t ïðèìåò íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñóììàðíîå ÷èñëî èòåðàöèé (1+1)-EA, çà êîòîðûå áóäåò âåðíî
çàïîëíåí ñòîëáåö t ìàòðèöû M íå ïðåâûøàåò

enκm2(1 + 1/2 + . . . + 1/m) ≤ enκm2(ln m + 1).

Òðåáóåìàÿ îöåíêà íà ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé äî ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû M ∗

ñëåäóåò èç íåîáõîäèìîñòè çàïîëíèòü âñå n ñòîëáöîâ.

Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè (1+1)-EA òðåáóåòñÿ îáíîâèòü ìàòðè-
öó M , ÷òî òðåáóåò âðåìåíè O(nm(θ1+θ2)) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñëó÷àéíûé
âûáîð ëîêàëüíîé îïåðàöèè âûïîëíÿåòñÿ çà êîíñòàíòíîå âðåìÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, ñðåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîé ìàòðèöû M ∗ ïîñðåäñòâîì (1+1)-EA
ñîñòàâëÿåò O(n3κm3(θ1 +θ2)(ln m+1)+θ5) è îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè çàäà÷è P

f ∗ = min{G(Mrn, r) : r ∈ B2 × . . . ,×Bβ}

âû÷èñëèìî ñ ïîìîùüþ (1+1)-EA â ñðåäíåì çà âðåìÿ O(n3κm3(θ1+θ2)(ln m+
1) + θ5 + mθ4).

Ðàññìîòðèì ìîäèôèöèðîâàííûé îïåðàòîð ìóòàöèè ñ ó÷åòîì îáëàñòåé
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé F ∈ F . Ïóñòü ïðàîáðàç F−1(Qr) = {(s′1, r′) :
F (s′1, r

′) ∈ Q(r)} ìîæåò áûòü âû÷èñëåí äëÿ ëþáîãî r ∈ B2× . . .×Bβ. Òîãäà
îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé ëîêàëüíîé îïåðàöèè ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàíî
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîñëå ðàâíîâåðîÿòíîãî âûáîðà èíäåêñîâ r è k, à òàêæå
ôóíêöèè Φrk ∈ F , ýëåìåíò Γrk âûáèðàåòñÿ òåïåðü ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì èç ìíîæåñòâà Φ−1

rk (Q(r)). Îáùåå ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ èñõîäîâ òàêîé
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ñëó÷àéíîé ëîêàëüíîé îïåðàöèè åñòü O(nκmdmax), ãäå

dmax = max
{
|Φ−1

rk (Q(r))| : r ∈ B2,× . . . ,×Bβ

}
.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñ ó÷åòîì ìåíü-
øåãî ÷èñëà âñåâîçìîæíûõ èñõîäîâ ëîêàëüíîé îïåðàöèè äàåò äîêàçàòåëüñòâî
ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2 Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî (1+1)-EA c ìî-
äèôèöèðîâàííûì îïåðàòîðîì ìóòàöèè äî ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû M = M ∗

åñòü
O(n2κmdmax ln m).

Â àëãîðèòìàõ ÄÏ äëÿ çàäà÷è 0/1-ðþêçàê è çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, ïðè-
âåäåííûõ â � 2, dmax = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé äî ïîëó÷å-
íèÿ ìàòðèöû M ∗ ñ ïîìîùüþ ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî (1+1)-EA ñ ìîäèôèöè-
ðîâàííûì îïåðàòîðîì ìóòàöèè ñîñòàâëÿåò O(n3pmax ln(npmax)) äëÿ çàäà÷è
0/1-ðþêçàê è O(2NN 4 ln N) äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà.

5 Ïðèëîæåíèå

Îïðåäåëåíèå 2 [1, 3] Çàäà÷à NP-îïòèìèçàöèè P � ýòî òðîéêà P =
(I, Sol, fx), ãäå

1. I ⊆ Σ∗ � ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ P ðàñïîçíàâàåìîå çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

2. Äëÿ äàííîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è x ∈ I, Sol(x) ⊆ Σ∗ îáîçíà÷àåò
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé x. Äëÿ x, y ∈ Σ∗ îòâåò íà âîïðîñ î
ïðèíàäëåæíîñòè y ìíîæåñòâó Sol(x) ìîæåò áûòü äàí çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ, è ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì h, ÷òî |y| ≤ h(|x|) äëÿ âñåõ x ∈ I

è y ∈ Sol(x).
3.Äëÿ x ∈ I è y ∈ Sol(x), fx(y) � ïîëîæèòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ öåëåâàÿ

ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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