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Êîíñïåêò ëåêöèé ïî êóðñó ¾Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû¿

Åðåìååâ À.Â.

Abstract. This manuscript contains an outline of lectures on
"Evolutionary Algorithms" course read by the author in Omsk State University
n.a. F.M.Dostoevsky. The course covers Canonic Genetic Algorithm and various
other genetic algorithms as well as evolutioanry algorithms in general. Some
facts, such as the Rotation Property of crossover, the Schemata Theorem, GA
performance as a local search and "almost surely" convergence of evolutionary
algorithms are given with complete proofs. The text is in Russian.

Ââåäåíèå

Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû (ÝÀ), ê êîòîpûì ìîæíî îòíåñòè ýâîëþöèîí-
íûå ñòðàòåãèè, ãåíåòè÷åñêèå àëãîpèòìû, ýâîëþöèîííîå ïðîãðàììèðîâàíèå,
áåpóò ñâîå íà÷àëî â pàáîòàõ À.Ã. Èâàõíåíêî [13], Ë.À. Ðàñòðèãèíà [20],
Äæ.Õîëëàíäà [59], È.Ðå÷åíáåpãà [71], Ë. Ôîãåëÿ, À. Îóýíñà, Ì. Óîëøà [24],
è äpóãèõ àâòîpîâ, âûøåäøèõ â 60-70-õ ãîäàõ äâàäöàòîãî âåêà. Îñíîâíàÿ
èäåÿ ÝÀ ñîñòîèò â êîìïüþòåpíîì ìîäåëèpîâàíèè ïpîöåññà ýâîëþöèè. Ïpè
ýòîì ìîäåëèpîâàíèå ïpåäíàçíà÷åíî íå äëÿ èññëåäîâàíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ
ïîïóëÿöèé, à äëÿ påøåíèÿ ïpàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïpèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, â
÷àñòíîñòè, çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ÝÀ: Ýêîíîìèêà, óïðàâëåíèå, èíæåíåðíûå çàäà÷è,
ïåðåðàáîòêà èíôîðìàöèè, êîñìîñ, ìåäèöèíà è ò.ä. Îáëàñòü ýâîëþöèîííûõ
âû÷èñëåíèé âîçíèêëà íà ñòûêå áèîëîãèè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè (èñêóñ-
ñòâåííûé èíòåëëåêò, ìåòîäû îïòèìèçàöèè, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé). Â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû çà÷àñòóþ îòíîñÿòñÿ ê ìåòîäàì èñêóñ-
ñòâåííîãî èíòåëëåêòà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòè àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ðåøàòü
çàäà÷è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, òàêèå êàê çàäà÷è ñèìâîëüíîé ðåãðåññèè, îïòè-
ìèçàöèÿ ñòðóêòóðû íåéðîííîé ñåòè, âûáîð ìîäåëè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è äð.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïðîöåññå ðàáîòû ýòèõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçóþòñÿ ýâðè-
ñòèêè, òðàäèöèîííî ïðèìåíÿåìûå ÷åëîâåêîì äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, òàêèå
êàê ìåòîä ïðîá è îøèáîê (ýâîëþöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ (1+1) ES), æàäíàÿ ýâ-
ðèñòèêà (äåêîäèðîâàíèå ðåøåíèé), êîìáèíàöèÿ íåñêîëüêèõ èçâåñòíûõ èäåé â
îäíîì èçîáðåòåíèè (îïåðàòîð ðåêîìáèíàöèè), àäàïòàöèÿ ê ñðåäå (ëîêàëüíàÿ
îïòèìèçàöèÿ). Íàêîíåö, âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà òðå-
áóåòñÿ ðåøàòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå íå óäà-



åòñÿ ðåøèòü êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
îäíàêî ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò íàõîäèòü äëÿ íèõ ïðèåìëåìûå
ðåøåíèÿ.

Îäèí èç òèïè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ â îïòè-
ìèçàöèè � ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì (ÃÀ). Ïðè çàïóñêå ÃÀ ñîçäàåòñÿ ¾âèpòó-
àëüíàÿ¿ ïîïóëÿöèÿ îñîáåé (êàê ïpàâèëî äîñòàòî÷íî õpàíèòü òîëüêî èõ ãå-
íîòèïû), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïpåäñòàâëÿåò ýëåìåíò ïpîñòpàíñòâà påøåíèé
îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå òåðìèíû,
çàèìñòâîâàííûå èç áèîëîãèè [21].

Ïpèñïîñîáëåííîñòü îñîáåé ê óñëîâèÿì îêpóæàþùåé ñpåäû âûpàæàåòñÿ
íåêîòîpîé ìîíîòîííîé ôóíêöèåé îò çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è. ×åì
ëó÷øå påøåíèå - òåì âûøå ïðèñïîñîáëåííîñòü îñîáåé ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
ãåíîòèïîì. Ïîïóëÿöèÿ pàçâèâàåòñÿ çà ñ÷åò îòáîpà áîëåå ïpèãîäíûõ îñîáåé
è ïpèìåíåíèÿ ê íèì ñëó÷àéíûõ îïåpàòîpîâ, èìèòèpóþùèõ ìóòàöèþ ãåíîâ è
ðåêîìáèíàöèþ pîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ (êðîññèíãîâåð).

Îòáîp ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî-pàçíîìó. Îñîáåííî ðàñïpîñòpàíåííû-
ìè ÿâëÿþòñÿ îïåpàòîpû ïpîïîpöèîíàëüíîé ñåëåêöèè (âåpîÿòíîñòü âûáîpà
ïpîïîpöèîíàëüíà ïpèãîäíîñòè), ñpåçàþùåé ñåëåêöèè (çàäàåòñÿ pàâíîìåpíûì
pàñïpåäåëåíèåì íà ìíîæåñòâå èç T% ëó÷øèõ ãåíîòèïîâ ïîïóëÿöèè) è òópíèp-
íîé ñåëåêöèè (s îñîáåé èçâëåêàþòñÿ ñ ïîìîùüþ pàâíîìåpíîãî pàñïpåäåëåíèÿ,
çàòåì áåpåòñÿ ëó÷øàÿ èç íèõ).

ÃÀ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíóþ ñõåìó ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà
çàäà÷ çàäà÷. Äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé â âèäå ãåíîòèïà,
âûáðàòü îïåðàòîðû ñåëåêöèè è êðîññèíãîâåðà, è àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíÿòü.
Áîëåå òîãî, ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà àëãîðèòì íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, åñëè âðåìÿ
åãî ðàáîòû íå îãðàíè÷åíî.

Â îáëàñòè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ íàõîäèò ñåáå ïpèìåíåíèå áèîíè-
÷åñêèé ïîäõîä, ñîñòîÿùèé â çàèìñòâîâàíèè ïpèíöèïîâ îðãàíèçàöèè ñèñòåì
èç æèâîé ïpèpîäû. Â äàííîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî èñïîëüçîâàíèå ïðèíöè-
ïà ïîñòåïåííûõ àäàïòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïðåäåëàõ ïîïóëÿöèè èëè âè-
äà â õîäå, òàê íàçûâàåìîé, ìèêpîýâîëþöèè. Êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ
àêàä. Þ.Ï. Àëòóõîâà è äðóãèõ àâòîðîâ (ñì., [1], � 6.4), áîëåå ¾ìàñøòàáíàÿ¿
ìåæâèäîâàÿ èçìåí÷èâîñòü (ìàêðîýâîëþöèÿ) òðåáóåò ñêà÷êîîáðàçíûõ ïåðå-
ñòðîåê ãåíîòèïà è íå ìîæåò áûòü âûâåäåíà íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòåïåííîé
âíóòðèâèäîâîé èçìåí÷èâîñòè. ×ðåçâû÷àéíî ìàëûå âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè
ýëåìåíòàðíûõ ñöåíàðèåâ ýâîëþöèîííîãî ðàçâèòèÿ 1 íå ïîçâîëÿþò èñïîëüçî-

1Äëÿ ïðèìåðà îöåíèì âåðîÿòíîñòòü âîçíèêíîâåíèÿ íîâîãî áåëêà ñ òðåáóåìîé ôóíêöèåé â ðåçóëüòàòå

ñëó÷àéíûõ ìóòàöèé. Ïóñòü äëÿ àäàïòàöèè íåêîòîðîé áàêòåðèè ê óñëîâèÿì îêðóæàþùåé ñðåäû òðåáóåòñÿ

ïîëÿâëåíèå íîâîãî áåëêà, âûïîëíÿþùåãî íåêîòîðóþ êîíêðåòíóþ ôóíêöèþ. Â íåáîëüøèõ ìîëåêóëàõ áåëêà

ñîäåðæèòñÿ îêîëî 150 àìèíîêèñëîò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñêîìûé áåëîê èìåííî òàêîé äëèíû. Îäíà àìèíî-

êèñëîòà êîäèðóåòñÿ òðèïëåòîì íóêëåîòèäîâ, ò.å. äëÿ åå êîäèðîâêè íåîáõîäèìî 450 íóêëåîòèäíûõ ïîçèöèé

â ìîëåêóëå ÄÍÊ. Áûëî áû ñåðüåçíûì óïðîùåíèåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàííûì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿåò



âàòü àíàëîãèè ñ ìàêðîýâîëþöèåé è ïðîöåññàìè âèäîîáðàçîâàíèÿ äëÿ îáîñíî-
âàíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Âìåñòî ýòîãî â òåîðèè
ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïðîâîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííûå èññëåäîâàíèÿ ÝÀ ñ
èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè ñëîæíîñòè è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ñì. [78], � 1.3). Â
÷àñòíîñòè, òàêèå ðåçóëüòàòû ðàññìàòðèâàþòñÿ äàëåå â ï. 2.5 è ãë. 3.

Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû (ÃÀ) íàðÿäó ñ àëãîðèòìàìè èìèòàöèè îòæèãà,
ïîèñêà ñ çàïðåòàìè è ìóðàâüèíîé êîëîíèè è äð. îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ìåòà-
ýâðèñòèê. Âîîáùå, ýâðèñòèêîé (îò ãðå÷. åóðèñêî - îáíàðóæèâàþ) íàçûâàþò
ìåòîä ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà íåôîðìàëüíûõ, èíòóèòèâíûõ ñîîáðàæåíèÿõ,
íå ãàðàíòèðóþùèé ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ. Ìåòàýâðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ
ýâðèñòèêîé ñ óíèâåðñàëüíîé ñõåìîé, ïðèìåíèìîé äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ è ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ, â êîòîðîì ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóþòñÿ ïîä÷èíåííûå ýâðè-
ñòèêè, ó÷èòûâàþùèå îñîáåííîñòè çàäà÷è. Â ìåòàýâðèñòèêå ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ ðàçëè÷íûå ïðèíöèïû èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé è ñòðàòåãèè
àäàïòàöèè äëÿ ó÷åòà ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè. Íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòàý-
âðèñòèêè ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îïåðàöèè ñ åäèíñòâåííûì òåêóùèì ðåøåíèåì
(èëè ÷àñòè÷íûì ðåøåíèåì), ëèáî ñ íàáîðîì (ïîïóëÿöèåé) ðåøåíèé. Ïîä÷è-
íåííûå ýâðèñòèêè ìîãóò áûòü ïðîöåäóðàìè âûñîêîãî èëè íèçêîãî óðîâíÿ,
ïðîñòûì ëîêàëüíûì ïîèñêîì, ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ èëè
êëàññè÷åñêèìè îïòèìèçàöèîííûìè ïðîöåäóðàìè.

òîëüêî îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àìèíîêèñëîò (êàê, íàïðèìåð, â [41]). Îäíàêî ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî ïðèìåð-

íî ïîëîâèíà èç íóêëåîòèäíûõ ïîçèöèé (â íàøåì ñëó÷àå 225 øò.) èìåþò íå áîëüøå äâóõ ¾ïîäõîäÿùèõ¿

íóêëåîòèäîâ (ñð., íàïðèìåð, [36]), à çíà÷èò âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîãî íóêëåîòèäà â

òàêîé ïîçèöèè � íå áîëüøå 0.5. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïîäõîäÿùåãî áåëêà öåëèêîì ïðè îäíîêðàòíîì

èñïûòàíèè (ñëó÷àéíîì âûñòðàèâàíèè 450 íóêëåîòèäîâ) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé 2−225 ≈ 10−67.

Íàéäåì ãðóáóþ îöåíêó äëÿ ÷èñëà ïîïûòîê ïîñòðîèòü ïîäõîäÿùèé áåëîê çà èñòîðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ íà-

øåé ïëàíåòû. ×èñëî áàêòåðèé íà çåìëå îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé 2·1030, ñì. [52]. ×èñëî íóêëåîòèäîâ â ãåíîìå
îäíîé áàêòåðèè - äî 12.2 ìëí. [70]. Çà îäèí ãîä ïîïóëÿöèÿ îäíîé èç íàèáîëåå áûñòðî ðàçìíîæàþùèõñÿ

áàêòåðèé e.coli ïðîõîäèò îêîëî 2000 ïîêîëåíèé. Âîçðàñò çåìëè îöåíèâàåòñÿ êàê 4 · 109 ëåò. Òîãäà ÷èñëî

èñïûòàíèé â èñòîðèè ðàçâèòèÿ âñåõ áàêòåðèé íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû ïîðÿäêà 2·1030· 12.2·10
6

450 ·8·1012 ≈ 1047.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ âåðîÿòíîñòè õîòÿ áû îäíîêðàòíîãî ïîëó÷åíèÿ ïîäõîäÿùåãî áåëêà

çà âñþ èñòîðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ çåìëè: 10−20. È ýòî òîëüêî äëÿ îäíîãî ýïèçîäà ýâîëþöèîííîãî ðàçâèòèÿ,

ãäå òðåáóåòñÿ âîçíèêíîâåíèå îäíîãî íîâîãî áåëêà.
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1. Êëàññè÷åñêèé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè â îáùåì âèäå:

max{f(x) : x ∈ X}, (1.1)

ãäå X- ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé (ìîùíîñòè êîíòèíóóìà, ñ÷åòíîå èëè êîíå÷íîå).
Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì (ÃÀ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýâðèñòè÷åñêèé àëãî-

ðèòì îïòèìèçàöèè, â îñíîâó êîòîðîãî ïîëîæåíû áèîëîãè÷åñêèå ïðèíöèïû
åñòåñòâåííîãî îòáîðà è èçìåí÷èâîñòè. Ïðîöåññ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñìåíó ïîêîëåíèé, ñîñòîÿùèõ èç ôèêñèðîâàííîãî
÷èñëà îñîáåé-òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, ïðè÷åì îñîáè ñ áî'ëüøèì çíà÷åíè-
åì öåëåâîé ôóíêöèè (áîëåå ïðèñïîñîáëåííûå) ïîëó÷àþò áîëüøå ïîòîìêîâ â
êàæäîì ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè. Êðîìå òîãî, ïðè ôîðìèðîâàíèè ñëåäóþùåãî
ïîêîëåíèÿ ÷àñòü ïîòîìêîâ ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íà ðîäèòåëÿì, à ÷àñòü èçìåíÿ-
åòñÿ íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì îáðàçîì â ðåçóëüòàòå ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà
(ñêðåùèâàíèÿ).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà äëÿ ïîèñêà â äèñêðåòíîì
ïðîñòðàíñòâåX, êàæäîé ñòðîêå èç l ñèìâîëîâ íåêîòîðîãî àëôàâèòà A äîëæåí
áûòü ñîïîñòàâëåí ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X , ò.å. îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ x : B →
X, (íàçûâàåìàÿ òàêæå ñõåìîé ïðåäñòàâëåíèÿ), ãäå B = Al. Ñòðîêè ξ ∈ B
ïðèíÿòî íàçûâàòü ãåíîòèïàìè, à èõ îáðàçû x(ξ) ∈ X � ôåíîòèïàìè.

Â êëàññè÷åñêîì ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå (ÊÃÀ) èñïîëüçóåòñÿ äâîè÷íûé
àëôàâèò A = {0, 1}. Âîîáùå, ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àëôàâèò
A êîíå÷íûé.

Ïîïóëÿöèåé Π = (ξ1, ξ2, ..., ξλ) ÷èñëåííîñòè λ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ïðîñòðàí-
ñòâà Bλ, êîîðäèíàòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ãåíîòèïàìè îñîáåé (èíäèâèäîâ)
äàííîé ïîïóëÿöèè. Êàê ïðàâèëî, íóìåðàöèÿ îñîáåé ïîïóëÿöèè íå èìåò çíà-
÷åíèÿ. ×èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè λ ôèêñèðîâàíà îò íà÷àëà ðàáîòû àëãîðèòìà
äî êîíöà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ � ÷åòíîå.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f : X → R èñõîäíîé çàäà÷è çàìåíÿåòñÿ â ÃÀ íà
ôóíêöèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè ãåíîòèïà1 Φ(ξ) = ϕ(f(x(ξ))), ãäå ξ ∈ B. Çäåñü
ϕ : R → R≥0 � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Â áèîëîãè÷å-
ñêîé èíòåðïðåòàöèè ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè îòðàæàåò ñòåïåíü ïðèñïî-
ñîáëåííîñòè èíäèâèäà ñ ãåíîòèïîì ξ ê óñëîâèÿì ¾îêðóæàþùåé ñðåäû¿, çà-
äàííûì ôóíêöèåé Φ(ξ). Ïðè ýòîì ìàêñèìóìû öåëåâîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâó-
þò íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûì ãåíîòèïàì äëÿ äàííîé ¾îêðóæàþùåé ñðåäû¿.
Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ñàìà öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà íåîòðèöàòåëüíà.

1Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí �tness function.



Îäèí èç ëó÷øèõ íàéäåííûõ ãåíîòèïîâ ê ïîêîëåíèþ t áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç ξ̃:

ξ̃ ∈ arg max{Φ(ξi,τ), i = 1, ..., λ, τ = 0, ..., t}.
Ïðèâåäåì îáùóþ ñõåìó ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ ïîëíîé çàìåíîé

ïîïóëÿöèè. Ýòîé ñõåìå ñîîòâåòñòâóåò, â ÷àñòíîñòè, ÊÃÀ. Èñïîëüçóåìûå çäåñü
âåðîÿòíîñòíûå îïåðàòîðû Sel : Bλ → {1, . . . , λ}, Cross : B ×B → B ×B è
Mut : B → B áóäóò îïèñàíû íèæå.

Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ ïîëíîé çàìåíîé ïîïóëÿöèè

0. Ïîëîæèòü t := 0.
1. Äëÿ k îò 1 äî λ âûïîëíÿòü:
1.1. Ïîñòðîèòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ãåíîòèï ξk,0.
2. Äëÿ k îò 1 äî λ/2 âûïîëíÿòü øàãè 2.1-2.3:
2.1. Ñåëåêöèÿ: âûáðàòü ãåíîòèïû ξ := ξSel(Π

t),t, η := ξSel(Π
t),t.

2.2. Ñêðåùèâàíèå: ïîñòðîèòü (ξ′, η′) := Cross(ξ, η).
2.3. Ìóòàöèÿ: ïîëîæèòü ξ2k−1,t+1 := Mut(ξ′), ξ2k,t+1 := Mut(η′).
3. Ïîëîæèòü t := t+ 1.
4. Åñëè âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâêè, òî èäòè íà øàã 5, èíà÷å � íà øàã 2.
5. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÊÃÀ ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåå èç íàéäåííûõ ðåøåíèé x(ξ̃).

Ïîÿñíèì ïðèâåäåííóþ ñõåìó. Íà ýòàïå èíèöèàëèçàöèè (øàãè 0 è 1) ôîð-
ìèðóåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ Π0, ýëåìåíòû êîòîðîé ãåíåðèðóþòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà ìíîæåñòâå ãåíîòèïîâ B, ò.å.
P{ξi,0k = 0} = P{ξi,0k = 1} = 1/2, i = 1, . . . , λ, k = 1, . . . , l.

Âåðîÿòíîñòíûé îïåðàòîð ñåëåêöèè îñîáåé íà ïðîñòðàíñòâå ïîïóëÿöèé
Sel(Π) èìååò òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è åñòåñòâåííûé îòáîð â ïðèðîäå. Äåéñòâèå
ýòîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò â âûáîðå íîìåðà ðîäèòåëüñêîé îñîáè äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ î÷åðåäíîãî ïîòîìêà. Ãåíîòèï ξi,t ñ íîìåðîì i, i = 1, . . . , λ èç ïîïó-
ëÿöèè Πt îêàçûâàåòñÿ ðîäèòåëüñêîé îñîáüþ ïðè ôîðìèðîâàíèè î÷åðåäíîãî
ãåíîòèïà ξk,t+1 ïîïóëÿöèè Πt+1 ñ âåðîÿòíîñòüþ

Ps(i,Π
t) =

Φ(ξi,t)∑λ
j=1Φ(ξ

j,t)
. (1.2)

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî
∑λ

j=1Φ(ξ
j,t) = 0, òî åñòü âñå ãåíîòèïû èìåþò íóëåâóþ

ïðèñïîñîáëåííîñòü, óñëîâèìñÿ âûáèðàòü íîìåð îñîáè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì èç 1,...,λ.

Â àëãîðèòìå íå èñêëþ÷àåòñÿ âûáîð ξi,t îäíîâðåìåííî â êà÷åñòâå ξ è η íà
øàãå 2.1. Îïèñàííûé îïåðàòîð Sel èíîãäà òàêæå íàçûâàþò ñåëåêöèåé ìåòîäîì
ðóëåòêè [22, 54]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëåñî ðóëåòêè ðàçáèòî íà λ ñåêòîðîâ,
ïðè÷åì ñåêòîð i ñîîòâåòñòâóåò îñîáè i è èìååò ðàäèàííóþ ìåðó 2πPs(i,Π

t).



Òîãäà ñåëåêöèþ îñîáè ξi,t ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü, êàê âûáîð i-ãî ñåêòîðà íà
êîëåñå ðóëåòêè.

Îïèñàííûé îïåðàòîð ñåëåêöèè òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì â
ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ñîñòàâå ïîïóëÿöèè âåðîÿòíîñòü âûáîðà
îñîáè â êà÷åñòâå ðîäèòåëÿ ïðîïîðöèîíàëüíà åå ïðèñïîñîáëåííîñòè.

Óïðàæíåíèå 1.0.1. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ ïðèñïîñîá-
ëåííîñòè îñîáåé òåêóùåé ïîïóëÿöèè Πt ñåëåêöèÿ âñåõ ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé
äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîé ïîïóëÿöèè Πt+1 ìîæåò áûòü âûïîëíåíà â ÊÃÀ çà
âðåìÿ O(λ log2(λ)).

1.1. Ïðîöåäóðû êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè

Îïèøåì äâóìåñòíûé îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà (ñêðåùèâàíèÿ) Cross(ξ, η)
è îäíîìåñòíûé îïåðàòîð ìóòàöèè Mut(ξ), äåéñòâèå êîòîðûõ íîñèò ñëó÷àéíûé
õàðàêòåð.

Ðåçóëüòàò êðîññèíãîâåðà (ξ′, η′) = Cross(ξ, η) ñ âåðîÿòíîñòüþ Pc ôîðìè-
ðóåòñÿ â âèäå

ξ′ = (ξ1, ξ2, ..., ξχ, ηχ+1, ..., ηl),

η′ = (η1, η2, ..., ηχ, ξχ+1, ..., ξl),

ãäå ñëó÷àéíàÿ êîîðäèíàòà ñêðåùèâàíèÿ χ âûáðàíà c ðàâíîìåðíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì îò 1 äî l − 1. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− Pc îáà ãåíîòèïà ñîõðàíÿþòñÿ
áåç èçìåíåíèé, ò.å. ξ′ = ξ, η′ = η. Âëèÿíèå îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà ðåãóëè-
ðóåòñÿ ïàðàìåòðîì Pc. Äàííûé îïåðàòîð ïðèíÿòî íàçûâàòü îäíîòî÷å÷íûì
êðîññèíãîâåðîì.2

Îïåðàòîð ìóòàöèè â êàæäîé ïîçèöèè ãåíîòèïà ñ çàäàííîé âåðîÿòíî-
ñòüþ Pm èçìåíÿåò åå ñîäåðæèìîå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãåí îñòàåòñÿ áåç èç-
ìåíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìóòàöèÿ ýëåìåíòîâ ãåíîòèïà ïðîèñõîäèò ïî ñõåìå
Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà Pm.

Èçìåíåíèå âåðîÿòíîñòåé ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà ïîçâîëÿåò ðåãóëèðî-
âàòü ðàáîòó KÃÀ è íàñòðàèâàòü åãî íà êîíêðåòíûå çàäà÷è. Óâåëè÷åíèå âåðî-
ÿòíîñòè ìóòàöèè äî 0.5 ïðåâðàùàåò ÊÃÀ â ïðîñòîé ñëó÷àéíûé ïåðåáîð, èìå-
þùèé âåñüìà îãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå (ñì. [20], � 6.1). Óìåíüøåíèå æå Pm äî
íóëÿ ïðèâîäèò ê ìàëîìó ðàçíîîáðàçèþ ãåíîòèïîâ â ïîïóëÿöèè è ìîæåò âû-
çâàòü ¾çàöèêëèâàíèå¿ ÊÃÀ, êîãäà íà êàæäîé èòåðàöèè ãåíåðèðóþòñÿ ëèøü
ðàíåå âñòðå÷àâøèåñÿ ãåíîòèïû. Âåëè÷èíû Pc è λ òàêæå ìîãóò ñóùåñòâåííî
âëèÿòü íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîïóëÿöèè ê ðåøåíèÿì ïðèåìëåìîãî êà÷åñòâà
(ñì., íàïðèìåð, [9,22]). Íàñòðàèâàåìûå ïàðàìåòðû ÊÃÀ âûáèðàþò, êàê ïðàâè-
ëî, â ñëåäóþùèõ äèàïàçîíàõ: 0 ≤ Pc ≤ 1, 10−3 ≤ Pm ≤ 0.3, 30 ≤ λ ≤ 10000.

Â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà ïðåäñòàâèòåëåé æèâîòíîãî ìèðà, îñîáè ãåíå-
òè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ èìåþò íå äâîéíîé õðîìîñîìíûé íàáîð (äèïëîèäíûé), à

2Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí one-point crossover.



îäèíàðíûé (ãàïëîèäíûé), ò.ê. õðàíåíèå äóáëèðóþùèõ äðóã äðóãà ãåíîòèïîâ,
ïîëó÷åííûõ ïîòîìêîì îò îáåèõ ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé ïðè ðåøåíèè îïòèìèçà-
öèîííûõ çàäà÷ íå öåëåñîîáðàçíî. Îñîáè ÃÀ ñõîäíû ñ òàêèìè îðãàíèçìàìè,
êàê ìõè-ãàìåòîôèòû èëè íåêîòîðûå âèäû âîäîðîñëåé, êîòîðûå èìåþò îäè-
íàðíûé íàáîð õðîìîñîì â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî ýòàïà æèçíè.

1.2. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãî-
ðèòìà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè:

max{F (x) : x ∈ D ⊆ X}, (1.3)

ãäå D � îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

1.2.1. Ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèè f : {a, a+ 1, ..., b} → N.

Çäåñü X = Z, ò.å. ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, D = {a, a+1, ..., b}. Âîñïîëü-
çóåìñÿ áèíàðíîé êîäèðîâêîé ðåøåíèé: l = ⌈log2(b− a)⌉,

x(ξ) = a+
l−1∑
j=0

ξl−j2
j. (1.4)

Ïðè x(ξ) ∈ {a, a+ 1, ..., b} ïîëàãàåì Φ(ξ) = f(x(ξ)), èíà÷å: Φ(ξ) = 0.

1.2.2. Çàäà÷à î ðàçðåçå ìàêñèìàëüíîãî âåñà.

Äàí ãðàô G = (V,E), V = {v1, ..., vn}, êàæäîìó ðåáðó ïðèïèñàí âåñ
w : E → lR+, ãäå lR+ � ìíîæåñòâî ïîëëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Íàéòè ðàçðåç {U,U ′} : U ⊆ V, U ′ = V \U , ìàêñèìàëüíîãî âåñà

W ({U,U ′}) =
∑

e=(u,v)∈E:u∈U,v∈U ′

w(e).

Çàäà÷à NP -òðóäíà [8].
Çäåñü D = X = {{U,U ′} : U ⊆ V, U ′ = V \U}, x = {U,U ′}, f(x) = W (x).

Êîäèðîâêà îïðåäåëÿåòñÿ òàê: U(ξ) = {vj ∈ V : ξj = 1, j = 1, ..., n}, l = n,
x(ξ) = {U(ξ), V \U(ξ)},Φ(ξ) = f(x(ξ)).

Î÷åâèäíî, îïåðàòîðû Mut è Cross ñîõðàíÿþò äîïóñòèìîñòü ðåøåíèé,
ïîýòîìó îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íåïîñðåäñòâåííî áåç êàêèõ-ëèáî óñî-
âåðøåíñòâîâàíèé.

Åñòü, îäíàêî, ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ âûðîæäåííîñòüþ êîäèðîâêè (èíî-
ãäà íàçûâàþò ¾êîíêóðåíöèåé êîíâåíöèé¿), ò.ê. îäèí è òîò æå ðàçðåç {U,U ′}



ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí äâóìÿ ñïîñîáàìè (ëèáî 1 êîäèðóåò âåðøèíó, ëåæà-
ùóþ â U , ëèáî â U ′). Òàêàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ìîæåò ïðèâåñòè ê ñíèæåíèþ
ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ÃÀ è áåññìûñëåííîñòè ñêðåùèâàíèÿ îñîáåé, çàêîäè-
ðîâàííûõ â ðàçíûõ ¾êîíâåíöèÿõ¿.

Óïðàæíåíèå 1.2.1. Ïðåäëîæèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ðå-
øåíèé çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ðàçðåçå â ãðàôå ïðè l = n− 1.

1.2.3. Ïðèìåíåíèå ÊÃÀ â íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè è ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë êðîññèíãîâåðà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà D � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n.
Ìîæíî áûëî áû â äàííîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àëôàâèò A = lR � ìíî-
æåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íàïðèìåð, êàê â [63] è ñòðîèòü ÃÀ â òàêîì ïðåä-
ïîëîæåíèè. Îäíàêî ìû áóäåì ðàáîòàòü â ðàìêàõ ñäåëàííîãî âûøå ïðåäïîëî-
æåíèÿ î òîì, ÷òî A = {0, 1}.

Åñëè D ⊂ X = lRn îãðàíè÷åíî, åãî ìîæíî äèñêðåòèçîâàòü, íàïðèìåð,
ïóòåì ââåäåíèÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîé ðåãóëÿðíîé ñåòêè. Ïðè ýòîì çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê ïîèñêó îïòèìóìà íà äèñêðåòíîé ðåøåòêå â íåêîòîðîì n-ìåðíîì ïà-
ðàëëåëåïèïåäå Ω ⊂ X. Ïóñòü îáëàñòü D ïîãðóæåíà â n-ìåðíûé ïàðàëëåëå-
ïèïåä Ω:

D ⊆ Ω = {x ∈ lRn : a1 ≤ x1 ≤ b1, ..., an ≤ xn ≤ bn}.
Îáîçíà÷èì di = bi − ai, i = 1, ..., n Îäíèì èç íàèáîëåå ¾åñòåñòâåííûõ¿

ñïîñîáîâ êîäèðîâêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ äâîè÷íàÿ êîäèðîâêà êîîð-
äèíàò âåêòîðîâ â ñòðîêå ãåíîòèïà.

Ïðèìåð: (001 010 011 100)
x(ξ)−→ (1,2,3,4).

Â îáùåì âèäå:

x(ξ)i = ai +
di

2k − 1

k−1∑
j=0

ξki−j2
j, i = 1, ..., n. (1.5)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êîäèðîâàíèå êàæäîé êîîðäèíàòû èñïîëü-
çóåòñÿ k áèò, è ïîäñòðîêà gi = (ξk(i−1)+1, ..., ξki) êîäèðóåò i-þ êîîðäèíàòó,
l = kn.

Óòâåðæäåíèå 1.2.1. (Î ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå êðîññèíãîâåðà (Ð.Ò. Ôàé-
çóëëèí [51])
Ïóñòü i2, i3, ..., in � íîìåðà ãåíîâ, ñ êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ êîäèðîâêà 2,3,...,n-
é êîîðäèíàò âåêòîðà ôåíîòèïà èç lRn. Òîãäà åñëè íàéäåòñÿ òàêîé r, ÷òî
χ + 1 = ir+1, 1 ≤ r < n, òî ðåçóëüòàò ñêðåùèâàíèÿ (ξ′, η′) = Cross(ξ, η)
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íåêîòîðûì âðàùåíèåì Rχ,ξ,η ðîäèòåëüñêèõ ôåíîòè-

ïîâ x(ξ), x(η) ∈ lRn, îñòàâëÿþùèì íåïîäâèæíîé òî÷êó x0 = x(ξ)+x(η)
2 . Ò.å.



x(ξ′) = Rχ,ξ,η(x(ξ)), x(η′) = Rχ,ξ,η(x(η)). Ïðè ýòîì ñåðåäèíà îòðåçêà, ñî-

åäèíÿþùåãî ðîäèòåëüñêèå ôåíîòèïû, x0 = x(ξ)+x(η)
2 îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé,

ò.å. Rχ,ξ,η(x
0) = x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü îïåðàòîð Rχ,ξ,η(x) â âèäå ñëåäóþùåãî
àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

Rχ,ξ,η(x) = A(x− x0) + x0. (1.6)

Ñëó÷àé 1. Ïðè n − r ÷åòíîì ïðåäïîëîæèì, ÷òî A - äèàãîíàëüíàÿ ìàò-
ðèöà ñ r åäèíèöàìè â íà÷àëå äèàãîíàëè, äàëåå çàïîëíåííàÿ ÷åòíûì ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ −1. Ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå A(x−x0)+x0 ñ ìàòðèöåé óêàçàííîãî âèäà äàåò òîò
æå ðåçóëüòàò, ÷òî è äåéñòâèå îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà íà ôåíîòèïû îñîáåé.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ êîîðäèíàò j ≤ r èìååì

(A(x(ξ)− x0) + x0)j =
x(ξ)j − x(η)j

2
+

x(ξ)j + x(η)j
2

= x(ξ)j,

(A(x(η)− x0) + x0)j =
−x(ξ)j + x(η)j

2
+

x(ξ)j + x(η)j
2

= x(η)j,

à äëÿ âñåõ j, òàêèõ ÷òî r < j ≤ n, èìååì

(A(x(ξ)− x0) + x0)j = −x(ξ)j − x(η)j
2

+
x(ξ)j + x(η)j

2
= x(η)j,

(A(x(η)− x0) + x0)j = −−x(ξ)j + x(η)j
2

+
x(ξ)j + x(η)j

2
= x(ξ)j.

Òî åñòü, ïðåäñòàâëåíèå (1.6) êîððåêòíî.
Ðàññìîòðèì 3-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå êîîðäèíàòàìè

x1, xj, xj+1, ïðè ëþáîì j = r + 1, r + 3, ..., n − 1. Â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå
äåéñòâèå êðîññèíãîâåðà îïèñûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé ïîäìàòðèöåé ìàòðèöû A
ñ äèàãîíàëüþ (1,-1,-1), çàäàþùåé ïîâîðîò âîêðóã îñè x1 íà óãîë π. Ïðå-
îáðàçîâàíèå ìàòðèöû A åñòü êîìïîçèöèÿ òàêèõ ïîâîðîòîâ, ñëåäîâàòåëüíî,
A(x− x0) + x0 ÿâëÿåòñÿ âðàùåíèåì â Rn.

Ñëó÷àé 2. Ïðè n− r íå÷åòíîì ðàññìîòðèì ìàòðèöó A âèäà
E ′ 0 0 0 . . . 0

0 . . . 0 cos(−2α) − sin(−2α) 0 . . . 0
0 . . . 0 sin(−2α) cos(−2α) 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 −E ′′

, ãäå α = arctgx(η)r+1−x(ξ)r+1

x(η)r−x(ξ)r
, à

åäèíè÷íûå ìàòðèöûE ′ èE ′′ èìåþò ðàçìåðîñòè r−1 è n−r−1, ñîîòâåòñòâåííî.
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà, ïîäîáíàÿ ñäåëàííîé â ñëó÷àå 1, ïîêàçûâàåò ÷òî
îòîáðàæåíèå A(x−x0)+x0 ñ ìàòðèöåé óêàçàííîãî âèäà äàåò òîò æå ðåçóëüòàò,
÷òî è îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà.



Ðàññìîòðèì 2-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå êîîðäèíàòàìè
xr, xr+1: çäåñü ìàòðèöà A çàäàåò ïîâîðîò íà óãîë 2α âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.
Âî âñåõ 3-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ, îáðàçîâàííûõ êîîðäèíàòàìè x1, xj, xj+1,
ïðè j = r + 2, r + 4, ..., n − 1 ïðåîáðàçîâàíèå A ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì âîêðóã
îñè x1 íà óãîë π, êàê è â ñëó÷àå 1. Cëåäîâàòåëüíî, A(x − x0) + x0 ÿâëÿåòñÿ
âðàùåíèåì â Rn. □

1.2.4. Ó÷åò îãðàíè÷åíèé çàäà÷è

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îáðàáîòêå òî÷åê èç X\D.

a) Èñïîëüçîâàíèå øòðàôíîé ôóíêöèè. Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùèé ïðîñòåé-
øèé ñïîñîá, êîòîðûé âñåãäà ïðèìåíèì: f(x) = F (x) ïðè x ∈ D, èíà÷å
f(x) = −M , ãäå M � äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ êîíñòàíòà. Íåäîñòàòîê: âñå òî÷-
êè âíå äîïóñòèìîé îáëàñòè îäèíàêîâî ïëîõè è ÃÀ íå èìååò èíôîðìàöèè î
áëèçîñòè íåäîïóñòèìîé òî÷êè ê D. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ïîèñê
äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ñàì ïî ñåáå ïðåäñòàâëÿåò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàäà÷ó
(íàïðèìåð, çàäà÷à ËÏ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó äîïóñòèìîé òî÷êè íåêîòîðîé ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ) è áåç òàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè ÃÀ ìîæåò
íå îáíàðóæèòü íè îäíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ.

Äðóãèå áîëåå ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû èñïîëüçîâàíèÿ øòðàôîâ (ñì., íà-
ïðèìåð, [14, 80]) ñîñòîÿò â ¾ãðàäàöèè íåäîïóñòèìîñòè¿ ðåøåíèé. Íàïðè-
ìåð, åñëè îáëàñòü D çàäàíà ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ D = {x ∈ X = lRn :
f1(x) ≤ 0, ..., fm(x) ≤ 0}, â êà÷åñòâå øòðàôíîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíà P (x) = r

∑m
i=1max{fi(x), 0}, ãäå r äîñòàòî÷íî âåëèêî. Äàëåå

ïîëàãàþò f(x) = F (x) − P (x). Æåëàòåëüíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
F (x(ξ))−P (x(ξ)) < F (x∗)−P (x∗) = F (x∗) äëÿ ëþáîãî ξ òàêîãî, ÷òî x(ξ) ̸∈ D.

Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì ñâåäåíèÿ çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê çàäà÷àì áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Äëÿ
ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (òåîðåòè÷åñêè âîç-
ðàñòàþùàÿ äî áåñêîíå÷íîñòè) r1, r2, ... Äëÿ êàæäîãî rθ, θ = 1, 2, ...,Θ ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à (1) ãäå f(x) = F (x) − P (x) è P (x) íàéäåíà ïðè r = rθ. Âåëè÷è-
íà Θ çàäàåò ÷èñëî ¾áîëüøèõ¿ èòåðàöèé àëãîðèòìà è âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç
çíà÷èìîñòè âûïîëåíåíèÿ îãðàíè÷åíèé. Åñòåñòâåííî ïðè ýòîì êàæäûé íîâûé
çàïóñê ÃÀ îñóùåñòâëÿòü íå ñî ñëó÷àéíîé íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè, à ñ ïîñëåäíåé
ïîïóëÿöèè ïðåäûäóùåãî çàïóñêà (òîãäà êàæäîå îáíîâëåíèå rθ ìîæíî ïîíè-
ìàòü êàê èçìåíåíèå ¾îêðóæàþùåé ñðåäû¿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ýâîëþöèè ïîïóëÿ-
öèè).

b) Êîððåêòèðîâêà íåäîïóñòèìûõ ðåøåíèé ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäîâ íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè èëè êàêèõ-ëèáî ýâðèñòèê, êîòîðûå,
ñòàðòóÿ ñ íåäîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x(ξ) ̸∈ D, íàõîäÿò íåêîòîðîå ¾ïîäõîäÿùåå¿
äîïóñòèìîå ðåøåíèå x′ ∈ D. Íàïðèìåð, åñëè D � ìíîæåñòâî òî÷åê øàðà, òî
íåäîïóñòèìûå ðåøåíèÿ ìîãóò ïðîåöèðîâàòüñÿ íà ãðàíèöó øàðà è ïîñëå ýòî-



ãî êîäèðîâàòüñÿ êàê îñîáè íîâîé ïîïóëÿöèè. Àíàëîãè÷íî óñòðîåíà ïðîöåäóðà
ìàñøòàáèðîâàíèÿ ðåøåíèé â [?]. Â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ çàäà÷ ïîäîáíûé ïîäõîä
èñïîëüçîâàí â ÃÀ äëÿ çàäà÷è î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà, ãäå æàäíàÿ ýâðèñòèêà
Â. Õâàòàëà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîñòðîéêè íåäîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ äî ïîêðû-
òèÿ [31].

c) Âûáîð ïîäõîäÿùåé êîäèðîâêè, ïðè êîòîðîé x(B) ⊆ D. Ïðèìåðîì
ñëóæèò ðàññìîòðåííàÿ âûøå çàäà÷à î ðàçðåçå ìàêñèìàëüíîãî âåñà.

1.2.5. Çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (ÖËÏ) ñëåäóþùåãî âèäà: íàéòè

F (x) = (c, x) → max (1.7)

ïðè óñëîâèÿõ
Ax ≤ b, x ≥ 0, (1.8)

x ∈ Zn. (1.9)

Çäåñü A � (m × n) - ìàòðèöà, c = (c1, ..., cn), b = (b1, ..., bm)
T , x =

(x1, ..., xn). Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî M, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé
íåðàâåíñòâ (1.8), îãðàíè÷åíî. Áóäåì íàçûâàòü âåêòîð öåëî÷èñëåííûì, åñëè
âñå åãî êîìïîíåíòû öåëî÷èñëåííû.

Îáùàÿ ñõåìà ÃÀ ìîæåò áûòü ëåãêî àäàïòèðîâàíà äëÿ çàäà÷ öåëî÷èñ-
ëåííîãî ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ÃÀ äëÿ çàäà÷è ÖËÏ.

Ìíîãîãðàííèê äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïîãðóæàåòñÿ â n-ìåðíûé ïàðàëëå-
ëåïèïåä Ω = {x ∈ lRn|0 ≤ xj ≤ dj, j = 1, ..., n} ñ ìèíèìàëüíûì îáúåìîì.
Ãðàíèöû ïàðàëëåëåïèïåäà dj ìîãóò áûòü íàéäåíû ðåøåíèåì n ñîîòâåòñòâó-
þùèõ çàäà÷ ËÏ.

Ìèíèìàëüíàÿ äëèíà áèòîâîé ñòðîêè äëÿ êîäèðîâêè êîîðäèíàòû j öå-
ëî÷èñëåííîé òî÷êè èç Ω èìååò âèä kj = ⌈log2(dj + 1)⌉. Ïðè êîäèðîâêå äîïó-
ñòèìûì öåëî÷èñëåííûì òî÷êàì â Ω ñîïîñòàâëÿþòñÿ ýëåìåíòû B, ñîñòîÿùèå
èç n ïîñëåäîâàòåëüíî çàïèñàííûõ äâîè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé êîîðäèíàò:

x(ξ)j =

kj−1∑
i=0

2iξk1+...+kj−i, j = 1, ..., n. (1.10)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ãåíîòèïîâ B åñòü {0, 1}k1+...+kn.
Îïåðàòîð ìóòàöèè ââîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, à ñõåìà êðîññèíãîâå-

ðà ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàíà äëÿ äàííîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî
óñëîâèÿ: χ ∈ {k1, k1 + k2, ..., k1 + ...+ kn−1}. (Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè òàêîé ìîäè-
ôèêàöèè àëãîðèòì óæå íå ÿâëÿåòñÿ ÊÃÀ.)



Ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè Φ(ξ) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî-ðàçíîìó.
Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

f(x) =

{
F (x) ïðè s(x) = 0

−rs(x) ïðè s(x) > 0,

ãäå s(x) � ñóììà íàðóøåíèé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé (1.8) äëÿ òî÷êè x è r
� íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, âåëè÷èíà êîòîðîé äîñòàòî÷íà, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü f(x′) < f(x) äëÿ âñåõ x, x′ ∈ Ω ∩ Z, òàêèõ ÷òî x ∈ M, x′ ̸∈ M.

Ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè ìîæåò áûòü âûáðàíà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì [54]:

Φ(ξ) =
f(x(ξ))− f t

min

f t
avg − f t

min

,

ãäå f t
avg, f

t
min � ñðåäíåå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x(ξ)) íà òåêó-

ùåé ïîïóëÿöèè Πt. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ
Φ(ξ) íåîòðèöàòåëüíà è íåóáûâàåò ñ ðîñòîì f(x). Îòìåòèì, ÷òî òàêîé âàðè-
àíò ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè ïîçâîëÿåò ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ÃÀ çàäà÷è áåç
îãðàíè÷åíèÿ íà çíàê öåëåâîé ôóíêöèè.

Ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1.7)-(1.8) íàçîâåì íåïðå-
ðûâíûì îïòèìóìîì.

Ìîäèôèêàöèÿ ÊÃÀ: èíäèâèäû ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ïîðîæäàþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ n-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì â
òî÷êå íåïðåðûâíîãî îïòèìóìà è ñ ïîñëåäóþùèì îêðóãëåíèåì äðîáíûõ êîîð-
äèíàò.

Ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî åñëè âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè äîñòàòî÷íî âåëè-
êà, äèñïåðñèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ðàâíîé
íóëþ. Êðîìå òîãî, âûÿñíèëîñü, ÷òî êàê ïðàâèëî ÃÀ îòíîñèòåëüíî áûñòðî
(ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íûìè àëãîðèòìàìè, íàïðèìåð, Ãîìîðè) îáíàðóæèâàåò
äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê îïòèìàëüíîìó ïî öåëåâîé ôóíêöèè, îäíàêî
÷àñòî èìåþò ìåñòî ñëó÷àè ïðåæäåâðåìåííîé ñõîäèìîñòè3 ÃÀ ê íåêîòîðîìó
ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ, â ðåçóëüòàòå ïðîöåññ ïîèñêà îïòèìóìà çàìåäëÿ-
åòñÿ. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî çàòðóäíåíèÿ ðàçðàáîòàí òî÷íûé ãèáðèäíûé
àëãîðèòì [48], ñî÷åòàþùèé ÃÀ ñ ïåðåáîðîì L-êëàññîâ.

1.2.6. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà

Ðàññìàòðèâààåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðîèç-
âîäñòâà, èçâåñòíàÿ òàêæå êàê çàäà÷à ñòàíäàðòèçàöèè [2]. Ïóñòü èìååòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ïîñòðîèòüm ïðåäïðèÿòèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò îáñëóæèâàòü

3Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëëüçóåòñÿ òåðìèí premature convergence.



ëþáîãî èç n êëèåíòîâ. Ïðè ýòîì îòêðûòèå i-ãî ïðåäïðèÿòèÿ (i = 1, ...,m) ñòî-
èò ci ≥ 0 åäèíèö, à îáñëóæèâàíèå j-ãî êëèåíòà (j = 1, ..., n) íà ïðåäïðèÿòèè i
îáõîäèòñÿ â Cij ≥ 0 åäèíèö ñòîèìîñòè. Çàäà÷à ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíê-
öèîíàëà

F (z) =
m∑
i=1

cizi +
n∑

j=1

min
i:zi=1

Cij,

ïðè óñëîâèè, ÷òî
m∑
i=1

zi ≥ 1,

ãäå zi ∈ {0, 1}. Ðåøåíèå z∗ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïòèìàëüíûé âåêòîð - íàáîð
ïðåäïðèÿòèé ïðè ïîñòàâëåííûõ óñëîâèÿõ, ïðè÷åì ïî âåêòîðó z∗ ëåãêî ìîãóò
áûòü íàçíà÷åíû è îïòèìàëüíûå ïðèêðåïëåíèÿ êëèåíòîâ ê îòêðûòûì ïðåä-
ïðèÿòèÿì. Î÷åâèäíî, ÷òî åäèíñòâåííûì íåäîïóñòèìûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ
íóëåâîé âåêòîð z = 0.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ci > 0, ò.ê. ïðè ci = 0
ïðåäïðèÿòèå i ìîæíî âêëþ÷èòü â âåêòîð z ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáÿçàòåëüíîì
ïîðÿäêå � ïîëó÷åííûé ïîñëå ýòîãî ïëàí îáñëóæèâàíèÿ áóäåò îïòèìàëåí. Ïðè
ýòîì, åñëè ïðåäïðèÿòèå i íå îêàçàëîñü íàçíà÷åííûì íè äëÿ îäíîãî êëèåíòà,
åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü èç âåêòîðà ðåøåíèÿ.

Îïèøåì ñõåìó ÊÃÀ â ïðèìåíåíèè ê ïðîñòåéøåé çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ. Â
êà÷åñòâå ãåíîòèïà óäîáíî âçÿòü âåêòîð ïðåäïðèÿòèé z. Â òàêîì ñëó÷àå ïðî-
ñòðàíñòâî ãåíîòèïîâ ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ôåíîòèïîâ è îòîáðàæåíèå
x(ξ) � òîæäåñòâåííîå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè íåîáõî-
äèìî èñõîäíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñâåñòè ê çàäà÷å ìàê-
ñèìèçàöèè áåç îãðàíè÷åíèé: ïîëîæèì ÷òî ïðè íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî ìàëîì
ε > 0

Φ(ξ) =

{ 1
F (ξ) ïðè ξ ̸= 0

ε ïðè ξ = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà ëþáîé äîïóñòèìûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
èìååò á�îëüøóþ ïðèñïîñîáëåííîñòü Φ(ξ) = 1/f(x(ξ)) = 1/f(ξ), ÷åì íóëåâîé
íåäîïóñòèìûé âåêòîð. Îïåðàòîðû ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà ïîëíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóåò ÊÃÀ.

Äðóãîé âîçìîæíûé ïîäõîä: ÃÀ ñ íåäâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì, ãäå
l = n. ξj ∈ {1, ...,m}, j = 1, ..., n. Êîäèðîâêà: ïðåäïðèÿòèå i îáñëóæèâàåò
êëèåíòà j òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξj = i, è åñëè õîòÿ-áû îäèí êëèåíò
îáñëóæèâàåòñÿ ïðåäïðèÿòèåì i, òî ïîëàãàåì zi = 1. Äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ
ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà óæå íå óêëàäûâàåòñÿ â ñõåìó ÊÃÀ.



1.3. Òåîðåìà î ñõåìàõ

Ñõåìîé H ñ K ôèêñèðîâàííûìè ïîçèöèÿìè áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî
ãåíîòèïîâ

H = {ξ ∈ B|ξj1 = h1, ξj2 = h2, ..., ξjK = hK},
ãäå j1 < j2, j2 < j3, ..., jK−1 < jK . ×èñëî K ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîðÿäêîì
ñõåìû. Äëèíîé δ(H) ñõåìû H áóäåì ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèå ìåæäó êðàéíèìè
ôèêñèðîâàííûìè ïîçèöèÿìè, ò.å. δ(H) = jK − j1. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì
δ(B) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè çàäàííîé êîäèðîâêå ëþáàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà
ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñõåìû ïîðÿäêà l.

Ââèäó òîãî, ÷òî îäíèì ãåíîòèïîì ìîãóò îáëàäàòü íåñêîëüêî îñîáåé ïî-
ïóëÿöèè, äàëåå óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèå N(H,Πt) äëÿ ÷èñëà ïðåäñòàâè-
òåëåé ñõåìû H â ïîêîëåíèè t, àíàëîãè÷íî N(ξ,Πt) � ÷èñëî ïðåäñòàâèòåëåé
ãåíîòèïà ξ â ïîêîëåíèè Πt. Ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè íà îñîáÿõ ñõåìû H â ïîêîëåíèè t:

Φ(H,Πt) =

∑
i:ξi,t∈H

Φ(ξi,t)

N(H,Πt)
.

Ðàññìîòðèì îöåíêó ñðåäíåãî ÷èñëà ïðåäñòàâèòåëåé ñõåì ñðåäè îñîáåé
íîâîãî ïîêîëåíèÿ, èíîãäà íàçûâàåìóþ òåîðåìîé î ñõåìàõ èëè ôóíäàìåíòàëü-
íîé òåîðåìîé ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ [54,59].

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü H � ñõåìà ïîðÿäêà K è âåëè÷èíà c òàêîâà, ÷òî
Φ(H,Πt) ≥ cΦ(B,Πt). Òîãäà â êëàññè÷åñêîì ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå

E[N(H,Πt+1)] ≥ c ·
(
1− δ(H)Pc

l − 1

)
· (1− Pm)

KN(H,Πt). (1.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü î÷åðåäíóþ èòåðàöèþ ÊÃÀ ñ
íîìåðîì t + 1 â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëåííîì îïèñàííîé âû-
øå ñõåìîé ÊÃÀ, åãî ïàðàìåòðàìè è ñîâîêóïíîñòüþ îñîáåé ïîïóëÿöèè t. Äëÿ
íà÷àëà ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàííûé ïðè ñåëåêöèè ãåíîòèï
ïðèíàäëåæèò H. Îíà èìååò âèä

P{ξSel(Πt) ∈ H} =
∑

i:ξit∈H

Φ(ξit)
λ∑

j=1

Φ(ξjt)

=
Φ(H,Πt)N(H,Πt)

Φ(B,Πt)λ
≥ c

N(H,Πt)

λ
. (1.12)

Êðîìå îïåðàòîðà ñåëåêöèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òàêæå äåéñòâèå ìó-
òàöèè è êðîññèíãîâåðà, êîòîðûå ìîãóò ðàçðóøàòü, à ìîãóò è ñîçäàâàòü îñî-
áè ñõåìû H. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîé íèæíåé îöåíêè áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî âîçìîæíîñòü ðàçðóøåíèÿ ýëåìåíòîâ ñõåìû H. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé-
íóþ âåëè÷èíó ζi ∈ {0, 1}, ðàâíóþ 1, åñëè ξi,t+1 ∈ H, è 0 èíà÷å. Åñëè ìû



îöåíèì ñíèçó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ âñåõ ζi, òî ýòî äàñò âîçìîæíîñòü
ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó è íà âåëè÷èíó E[N(H,Πt+1)], ò.ê.

E[N(H,Πt+1)] =
λ∑

i=1

E[ζi] =
λ∑

i=1

P{ζi = 1}. (1.13)

Ïîñòðîèì íèæíþþ îöåíêó äëÿ âåðîÿòíîñòè P{ζi = 1}, ðàññìàòðèâàÿ
ñëåäóþùèé ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ:

• ðîäèòåëüñêèé ãåíîòèï, îòêóäà ïðè êðîññèíãîâåðå áûëà ñêîïèðîâàíà ïî-
çèöèÿ j1, ïðèíàäëåæàë H;

• ïðè ïîñòðîåíèè ξi,t+1 íà ýòàïå êðîññèíãîâåðà âñå ãåíû ñ íîìåðàìè
j1, j2, ..., jK áûëè ñêîïèðîâàíû èç îäíîé ðîäèòåëüñêîé îñîáè;

• ïðè ìóòàöèè íè îäèí áèò, îòâå÷àþùèé çà ïðèíàäëåæíîñòü ê ñõåìå H,
íå èçìåíèò ñâîå çíà÷åíèå.

Âî-ïåðâûõ, íåðàâåíñòâî (1.12) äàåò îöåíêó âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ðîäè-
òåëüñêèé ãåíîòèï, îòêóäà ïðè êðîññèíãîâåðå áûëà ñêîïèðîâàíà ïîçèöèÿ j1,
ïðèíàäëåæàë H. Âî-âòîðûõ, èç îïðåäåëåíèÿ êðîññèíãîâåðà âûòåêàåò, ÷òî âñå
ãåíû ñ íîìåðàìè j1, j2, ..., jK êîïèðóþòñÿ èç îäíîé ðîäèòåëüñêîé îñîáè ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ 1− δ(H)Pc

l−1 . Â-òðåòüèõ, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ìóòàöèè íè îäèí
áèò, îòâå÷àþùèé çà ïðèíàäëåæíîñòü ê ñõåìå H, íå èçìåíèò ñâîå çíà÷åíèå,
ðàâíà (1− Pm)

K , ò.ê. ãåííûå ìóòàöèè ïðîèñõîäÿò ïîáèòíî è íåçàâèñèìî.
Òàêèì îáðàçîì, âèäó íåçàâèñèìîñòè îïåðàòîðîâ êðîññèíãîâåðà è ìóòà-

öèè îò âñåõ äðóãèõ ñîáûòèé â ÃÀ, ïîëó÷àåì

P{ζj = 1} ≥ c
N(H,Πt)

λ
(1− Pm)

K

(
1− δ(H)Pc

l − 1

)
. (1.14)

Äàëåå, ñ ó÷åòîì (1.13) ïîëó÷àåì (1.11). □

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáîðå êîäèðîâêè ðåøåíèé ðàçðàáîò÷èê ÃÀ
äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû ïåðñïåêòèâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé áûëè áû
ïðåäñòàâëåíû â ãåíîòèïå â âèäå êàê ìîæíî áîëåå êîðîòêèõ ó÷àñòêîâ õðîìî-
ñì. Â òàêîì ñëó÷àå ýòè ñâîéñòâà áóäóò ïðîùå îáíàðóæèâàòüñÿ â ïðîöåññå
ðàáîòû ÃÀ è ðåøåíèÿ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè áóäóò àêòèâíî èññëåäîâàòüñÿ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî ïðåäñòàâèòåëåé ñõåìû H,
ñîñòîÿùåé èç áëèçêèõ ê îïòèìóìó ãåíîòèïîâ, óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïóñòü èñïîëüçó-
åòñÿ ñòàíäàðòíàÿ äâîè÷íàÿ êîäèðîâêà ðåøåíèé x ∈ {0, 1, . . . , 2l} äëÿ ôóíêöèè

f(x) ≡ x è Φ(ξ) =
l∑

j=1

ξj2
l−j, l ≥ 2. Î÷åâèäíî, x∗ = 2l − 1, ξ∗ = (1, 1, ..., 1).



Åñëè ôèêñèðîâàòü k ïåðâûõ åäèíèö, 0 < k < l, òî â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ
ïîïóëÿöèÿ ñîäåðæèò âñåâîçìîæíûå ãåíîòèïû ïî îäíîìó ýêçåìïëÿðó, èìååì

Φ(H,Π0) =

min
ξ∈H

Φ(ξ) + max
ξ∈H

Φ(ξ)

2
=

k∑
j=1

2l−j + 2l − 1

2
=

2l
k∑

j=0

2−j − 1

2
=

2l · 1−( 1
2)

k+1

1− 1
2

− 1

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Φ(B,Π0) = 2l−1
2 . Ïîýòîìó ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó:

Φ(H,Π0)

Φ(B,Π0)
=

2l+1
(
1− 1

2k+1

)
− 1

2l − 1
≥ 2

(
1− 1

2k+1

)
= 2− 1

2k
,

ò.ê. 2(1− 1
2k+1 ) ≥ 1 è (xa− 1)/(a− 1) ≥ x ïðè a > 1, x ≥ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïóñòü c = 2 − 2−k è Pc = 1, k = l/4. Òîãäà òåîðåìà î
ñõåìàõ äàåò:

E[N(H,Π1)] ≥ c

(
1− l/4

l − 1

)
(1− Pm)

l/4N(H,Π0),

è ïðè áîëüøèõ l ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèáëèæàåòñÿ ê 2 · 3
4(1 − Pm)

l/4, ÷òî ïðè

Pm < 1 − l/4
√
2/3 ïðåâûøàåò 1, ò.å. ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé âåðîÿòíîñòè ìóòà-

öèè èìååò ìåñòî ðîñò ÷èñëà ïðåäñòàâèòåëåé ñõåìû H â ñðåäíåì. Íàïðèìåð,
ïðè l = 100 ïîëó÷àåì Pm < 0.00003.

Ïðèìåð 2. Åñëè æå ôèêñèðîâàòü k ïîñëåäíèõ åäèíèö (îáîçíà÷èì òà-
êóþ ñõåìó H ′), òî

Φ(H ′,Π0) =

min
ξ∈H ′

Φ(ξ) + max
ξ∈H ′

Φ(ξ)

2
=

2k − 1 + 2l − 1

2
=

2k(1 + 2l−k)− 2

2
,

è, ñëåäîâàòåëüíî,
Φ(H ′,Π0)

Φ(B,Π0)
<

1 + 2l−k

2l−k − 2−k
.

ïðè l − k → ∞ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê 1, ò.å., ïðè áîëüøèõ äëèíàõ l è
ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ k òåîðåìà î ñõåìàõ íå áóäåò ãàðàíòèðîâàòü ðîñò ÷èñëà
ïðåäñòàâèòåëåé H ′. Íàïðèìåð, ïðè k = 0.4 · l è l = 100 ïîëó÷àåì

Φ(H ′,Π0)

Φ(B,Π0)
<

1 + 260

260 − 1
< 1.0000000000000000018.

Â ïðîèçâåäåíèè ñî ìíîæèòåëÿìè, îòâå÷àþùèìè çà ìóòàöèþ è êðîññèíãîâåð,
ðåçóëüòàò, ñêîðåå âñåãî, óæå áóäåò ìåíüøå 1.



1.4. Àíàëèç ðàçíîîáðàçèÿ ïîïóëÿöèè

Ïóñòü q ∈ {1, . . . , l} � íåêîòîðàÿ ïîçèöèÿ â ãåíîòèïå. Îáîçíà÷èì Hq =
{ξ : ξq = 0} è ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

aq =
Φ(Hq,Π

t)N(Hq,Π
t)

Φ(B,Πt)λ
=

∑
i:ξi∈Hq

Φ(ξit)∑λ
k=1Φ(ξ

kt)
,

êàê õàðàêòåðèñòèêó ¾êà÷åñòâà¿ íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ãåíà â ïîçèöèè q è åãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïîïóëÿöèè Πt.

Ïîëó÷èì ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå çàâèñèìîñòü ìåæäó âåðîÿòíîñòüþ
âûðîæäåíèÿ ãåíà â ïîçèöèè q îò ïàðàìåòðîâ ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Çà-
ìåòèì, ÷òî aq åñòü âåðîÿòíîñòü âûáîðà îñîáè, ïðèíàäëåæàùåé Hq èç ïîïóëÿ-
öèè Πt ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèè.

Òåîðåìà 1.4.1. [18] Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ q ∈ {1, . . . , l} â ÊÃÀ:

P{N(Hq,Π
t+1) = λ} = (aq + (1− 2aq)Pm)

λ, (1.15)

P{N(Hq,Π
t+1) = 0} = (1− aq + (2aq − 1)Pm)

λ. (1.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî òîëüêî ðàâåíñòâî (1.15), òàê
êàê äîêàçàòåëüñòâî (1.16) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Ðàññ÷èòàåì âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , λ/2, èìååò ìåñòî ξ2i,t+1 ∈ Hq è ξ2i−1,t+1 ∈
Hq, ò.å. ïàðà ïåðåäàâàåìûõ â ïîïóëÿöèþ Πt+1 îñîáåé áóäåò èìåòü íóëåâîå
çíà÷åíèå â ïîçèöèè q. Îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, η2i è η2i−1 ãåíîòèïû ýòèõ
îñîáåé ïåðåä ïðèìåíåíèåì ê íèì îïåðàòîðà ìóòàöèè. Òîãäà

P{ξ2i,t+1
q = 0, ξ2i−1,t+1

q = 0} = P{η2iq = η2i−1
q = 0}(1− Pm)

2+ (1.17)

+2P{η2iq = 1, η2i−1
q = 0}(1− Pm)Pm + P{η2iq = η2i−1

q = 1}P 2
m.

Ðàññ÷èòàåì âåðîÿòíîñòü P{η2iq = 0, η2i−1
q = 0}. Â ðåçóëüòàòå ñêðåùèâàíèÿ

ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ äâå îñîáè, ó êîòîðûõ â ïîçèöèè q íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå 0,
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ó îáåèõ ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé â ïîçèöèè q íàõîäè-
ëîñü çíà÷åíèå 0. Âåðîÿòíîñòü âûáîðà òàêèõ îñîáåé, ñ ó÷åòîì âåðîÿòíîñòíîãî
ñìûñëà âåëè÷èí aq è íåçàâèñèìîñòè ñåëåêöèè êàæäîé îñîáè, ðàâíà (aq)

2.
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó îäíîé èç ïîëó÷åííûõ â

ðåçóëüòàòå ñêðåùèâàíèÿ îñîáåé â ïîçèöèè q íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå 1, à ó âòîðîé
� çíà÷åíèå 0. P{η2iq = 1, η2i−1

q = 0} = aq(1− aq).

Äàëåå, P{η2iq = η2i−1
q = 1} = (1 − aq)

2, òàê êàê â ðåçóëüòàòå ñêðåùèâà-
íèÿ ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ äâå îñîáè, ó êîòîðûõ â ïîçèöèè q íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå 1,
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòî çíà÷åíèå íàõîäèëîñü â ïîçèöèè q ó îáåèõ ðî-
äèòåëüñêèõ îñîáåé.



Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (1.17), äëÿ êàæäîãî i, i =
1, . . . , λ/2 ïîëó÷èì:

P{ξ2i,t+1
q = 0, ξ2i−1,t+1

q = 0} = (1.18)

(aq)
2(1− Pm)

2 + 2aq(1− aq)Pm(1− Pm) + (1− aq)
2P 2

m =

= (aq(1− Pm) + (1− aq)Pm)
2 = (aq + (1− 2aq)Pm)

2.

Òàê êàê λ/2 ïàð îñîáåé â Πt+1 ãåíåðèðóþòñÿ íåçàâèñèìî îäíèì è òåì æå
ñïîñîáîì, òî P{N(Hq,Π

t) = λ} ðàâíà

P{ξ2i,t+1
q = 0, ξ2i−1,t+1

q = 0 ∀ i = 1, . . . , λ/2} = (aq + (1− 2aq)Pm)
λ.

□

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü âû-
ðîæäåíèÿ ãåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü ðàçíîîáðàçèÿ ïîïóëÿöèè çàâèñÿò
òîëüêî îò âåðîÿòíîñòè ìóòàöèè è ðàçìåðà ïîïóëÿöèè, íî íå çàâèñÿò îò âå-
ðîÿòíîñòè êðîññèíãîâåðà. Òàêèì îáðàçîì ïðîÿâëÿåòñÿ âàæíîå ñâîéñòâî îïå-
ðàòîðà îäíîòî÷å÷íîãî êðîññèíãîâåðà, êîòîðûé ïîðîæäàåò íîâûå êîìáèíàöèè
èç óæå èìåþùèõñÿ ¾áëîêîâ¿, íî ïðè ýòîì íèêàêèå ýëåìåíòàðíûå ¾áëîêè¿
íå òåðÿþòñÿ. Áîëåå äåòàëüíîå îáñóæäåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ êðîññèíãîâåðà ñ
ìîäóëüíûìè ñòðóêòóðàìè â ÝÀ è â æèâîé ïðèðîäå ìîæíî íàéòè â [23].

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ 0 èëè 1 â
ãåíå q ðàâíà

p(q, Pm, λ) = (aq + (1− 2aq)Pm)
λ + (1− aq + (2aq − 1)Pm)

λ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 0 < aq < 1 âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ ãåíà â ëþáîé ïîçè-
öèè óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ïîïóëÿöèè λ, à òàêæå ñ ïðèáëèæå-

íèåì Pm ê 1/2, èáî óñëîâèå ∂p(q,Pm,λ)
∂Pm

= 0 ýêâèâàëåíòíî

(aq + (1− 2aq)Pm)
λ−1 = (1− aq + (2aq − 1)Pm)

λ−1,

÷òî îçíà÷àåò Pm = 1/2, ò.ê. íà êîíöàõ èíòåðâàëà p(q, 0, λ) = p(q, 1, λ) ≥
p(q, 1/2, λ). Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå ðàçíîîáðàçèå äîñòèãàåòñÿ ïðè Pm =
1/2, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü.

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçîâàíèå Pm = 1/2 íå öåëåñîîáðàçíî, ò.ê. ýòî ýê-
âèâàëåíòíî ñëó÷àéíëé èíèöèàëèçàöèè ïîïóëÿöèè íà êàæäîì ïîêîëåíèè ÃÀ.
Âìåñòî ýòîãî â ñîâðåìåííûõ ÝÀ èñïîëüçóþòñÿ ïðîöåäóðû àâòîìàòè÷åñêîé
íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà [44], ýìïèðè÷åñêèé ïîäáîð ýòèõ ïàðàìåò-
ðîâ íà îñíîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èëè òåîðåòè÷åñêè îáîñíî-
âàííûé âûáîð ïàðàìåòðîâ, èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè è
îïåðàòîðîâ ÝÀ, íàïðèìåð, êàê â ï. 1.5 íèæå.



1.5. Âðåìÿ ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà

Â òåîðèè ÝÀ, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû òðóäîåìêîñòè
îòûñêàíèÿ íàèëó÷øåãî âîçìîæíîãî ãåíîòèïà â ïðîöåññå ðàáîòû íåêîòîðî-
ãî ÝÀ íà âûáðàííîì êëàññå çàäà÷. Ïðè ýòîì â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóþòñÿ
ñðåäíèì ÷èñëîì ïðîáíûõ ðåøåíèé äî ïåðâîãî ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ãåíî-
òèïà, â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Èññëåäóåìûå êëàññû çàäà÷ ìî-
ãóò ñîäåðæàòü ïðèìåðû ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, êàê ýòî ïðèíÿòî
â òåîðèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè [8]. Äëÿ àíàëèçà âðåìåíè ïåðâîãî äî-
ñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ãåíîòèïà, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ òàêèå ìåòîäû
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êàê öåïè Ìàðêîâà, ìàðòèíãàëû, ñëó÷àéíûå ïðîöåññû
ñî ñíîñîì, ñòîõàñòè÷åñêîå äîìèíèðîâàíèå è äð.

Ðàññìîòðèì ÊÃÀ ïðè pc = 0, pm = χ/n ñ ïîñòîÿííûì çíà÷åíèåì ïàðà-
ìåòðà χ > ln 2. Êàê âûÿñíÿåòñÿ, ýòîò àëãîðèòì íåýôôåêòèâåí äàæå íà êëàññå
ëèíåéíûõ ôóíêöèé ïðèñïîñîáëåííîñòè.

Òåîðåìà 1.5.1. [38] Åñëè f(x) ≡
∑n

i=1 aixi, òî ÊÃÀ ïðè ÷èñëåííîñòè ïî-
ïóëÿöèè λ ≥ n2+δ, è âåðîÿòíîñòè ìóòàöèè χ/n ïðè êîíñòàíòíûõ δ > 0,

χ > ln(2), ïîëó÷àåò îïòèìóì ôóíêöèè f ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëåå λe−dnδ

çà ecn ïîêîëåíèé, ãäå c, d � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Àíàëîãè÷íûé âûâîä áûë ïîëó÷åí èç àíàëèçà ÊÃÀ ïðè pc = 1 â ñëó÷àå
ôóíêöèè OneMax [66,67]. Ïî îïðåäåëåíèþ, ONEMAX(x) =

∑n
i=1 xi íà âñåì

ìíîæåñòâå Sol = X = {0, 1}n.
Åñëè æå âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè ñíèçèòü íà ïîðÿäîê, òî àëãîðèòì áóäåò

çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàõîäèòü îïòèìóì, êàê ïîêàçàíî â ñëåäóþùåé òåî-
ðåìå.

Òåîðåìà 1.5.2. [38] Åñëè f(x) =
∑n

i=1 aixi, òî ÊÃÀ ïðè pc = 0, pm = χ/n,
ãäå χ = (1 − c)/(namax), amax := maxni=1 ai, äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé êîí-
ñòàíòû c < 1, è ðàçìåðå ïîïóëÿöèè λ ≥ dn2a2max ln(namax) ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîé êîíñòàíòå d > 0, èìååò ñðåäíåå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà
O(n2 + nλ lnλ).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [38] äëÿ ÊÃÀ ñ âåðîÿòíîñòüþ ìóòà-
öèè χ/n, ãäå χ-êîíñòàíòà, íî ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðèñïîñîáëåííîñòü èìååò âèä
f(x) = s

∑n
i=1 aixi, è s > eχ. Ýòè îöåíêè èìåþò, â îñíîâíîì, òåîðåòè÷åñêóþ

öåííîñòü, ò.ê. íà ïðàêòèêå ïðìåíåíèå ÝÀ äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ ñ
ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïðèñïîñîáëåííîñòè íåöåëåñîîáðàçíî.
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2. Ìîäèôèêàöèè ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ

2.1. Îïåðàòîðû ñåëåêöèè

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ ñåëåêöèè, êîòîðûå áóäóò îïèñàíû
äàëåå, íåîáõîäèìî âûáðàòü íåêîòîðóþ õàðàêòåðèñòèêó, êîòîðàÿ èìååò îäèíà-
êîâûé ñìûñë äëÿ âñåõ èç íèõ. Âîçìåì â êà÷åñòâå òàêîé õàðàêòåðèñòèêè ÷èñ-
ëî, ïîêàçûâàþùåå ñêîëüêî ðàç ôèêñèðîâàííàÿ îñîáü îòáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå
ðîäèòåëüñêîé èç ïîïóëÿöèè Πt â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ î÷åðåäíîãî ïîêîëåíèÿ.

2.1.1. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ñåëåêöèÿ Áýêåðà

Óïðîùåííî äåéñòâèå còîõàñòè÷åñêîé óíèâåðñàëüíîé ñåëåêöèè Áýêå-
ðà [28]1 ìîæåò áûòü îïèñàíî ïî àíàëîãèè ñ ñåëåêöèåé ìåòîäîì ðóëåòêè. Ñå-
ëåêöèÿ Áýêåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà ñåêòîðîâ ðóëåòêè
òàêæå êàê â ñåëåêöèè èç ÊÃÀ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî λ ìàðêåðîâ ðàçìåùåíî
íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè âäîëü âíåøíåé ñòîðîíû êîëåñà ðóëåêòè è âðàùåíèå
ðóëåòêè îñóùåñòâëÿåòñÿ îäèí ðàç íà ñëó÷àéíûé óãîë. Êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ,
êîòîðîå ïîëó÷àåò îñîáü, ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê ÷èñëî ìàðêåðîâ, ïîïàâøèõ â
ñîîòâåòñòâóþùèé ñåêòîð. Äëÿ ñíèæåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ äâóõ èäåí-
òè÷íûõ ãåíîòèïîâ íà âõîä êðîññèíãîâåðà âûáðàííûå ãåíîòèïû ðîäèòåëåé ïå-
ðåìåøèâàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Äëÿ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ äàííîãî àëãîðèòìà ðàññìîòðèì âñþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ãåíîòèïîâ, âûáðàííûõ îïåðàòîðîì ñåëåêöèè â ïðîöåññå
ïîñòðîåíèÿ î÷åðåäíîé ïîïóëÿöèè (äàëåå � âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü): ξi1,t, . . . , ξiλ,t. Èíäåêñû i1, . . . , iλ � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îïåðà-
òîð êðîññèíãîâåðà íà èòåðàöèè t ïðèìåíåíÿåòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:
Cross(ξi1,t, ξi2,t); Cross(ξi3,t, ξi4,t); ...Cross(ξiλ−1,t, ξiλ,t).

Àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé óíèâåðñàëüíîé ñåëåêöèè Áýêåðà
1. Ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó x ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
íà [0, 1].
2. Ïîëîæèòü ik, k = 1, . . . , λ:

ik = min

{
i :

i∑
j=1

Φ(ξj,t)∑λ
s=1Φ(ξ

s,t)
≥
{
k

λ
+ x

}}
.

1Baker's stochastic universal selection



Çäåñü è äàëåå ôèãóðíûå ñêîáêè {·}, çàêëþ÷àþùèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî,
îáîçíà÷àþò äðîáíóþ ÷àñòü äàííîãî ÷èñëà.
3. Ïðèìåíèòü ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè i1, . . . , iλ.

Ïóñòü ZB(i,Π
t) � ñêîëüêî ðàç îñîáü ñ íîìåðîì i îòáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå

ðîäèòåëüñêîé èç ïîïóëÿöèè Πt ïðè ñåëåêöèè Áýêåðà.

Óòâåðæäåíèå 2.1.1.

ZB(i,Π
t) = ⌊λPsel(i,Π

t)⌋+ uit,

ãäå Psel(i,Π
t) îïðåäåëåíà êàê â ñòàíäàðòíîé ðóëåòî÷íîé ñåëåêöèè, à ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà uit ∈ {0, 1} òàêîâà, ÷òî P{uit = 1} = {λPsel(i,Π
t)}.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïîâûøåíèÿ ñòàáèëüíîñòè
ðåçóëüòàòîâ â ÃÀ ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü ñåëåêöèþ Áýêåðà. Ââåäåì
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ZR(i,Π

t) äëÿ ñòàíäàðòíîé ðóëåòî÷íîé ñåëåêöèè ïî àíà-
ëîãèè ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ZB(i,Π

t).

Óòâåðæäåíèå 2.1.2. Îïåðàòîð ñåëåêöèè Áýêåðà îñóùåñòâëÿåò ïðîïîð-
öèîíàëüíóþ ñåëåêöèþ, è ïðè ýòîì D[ZB(i,Π

t)] ≤ 1/4, â òî âðåìÿ êàê
D[ZR(i,Π

t)] ìîæåò ðàñòè íåîãðàíè÷åííî ñ ðîñòîì λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëàì, õàðàêòåðèçóþùèì ñõåìó Áåðíóëëè
äëÿ ñòàíäàðòíîé ðóëåòî÷íîé ñåëåêöèè èìååì: D[ZR(i,Π

t)] = λp(1 − p), ãäå
p = Psel(i,Π

t).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ñåëåêöèè Áýêåðà

E[ZB(i,Π
t)] = ⌊λp⌋+ {λp} = λp = E[ZR(i,Π

t)];

D[ZB(i,Π
t)] = (1− {λp}){λp}2 + {λp}(1− {λp})2 = {λp}(1− {λp}) ≤ 1/4.

Q.E.D.

2.1.2. Ðàíæèðîâàíèå îñîáåé â îïåðàòîðàõ ñåëåêöèè

Â ïðîöåññå ðàáîòû ÃÀ, êàê ïðàâèëî, ïðîèñõîäèò ñáëèæåíèå ïðèñïîñîá-
ëåííîñòè îñîáåé â ïîïóëÿöèè. Â ðåçóëüòàòå îïåðàòîðû ïðîïîðöèîíàëüíîé
ñåëåêöèè âñå ìåíüøå ¾îòëè÷àþò¿ (â ñìûñëå âåðîÿòíîñòè ñåëåêöèè) íàèáî-
ëåå ïðèñïîñîáëåííûõ îñîáåé îò îòñòàþùèõ. Ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû,
ïðåäëîæåííûé Ä.Ãîëäáåðãîì, ñîñòîèò â ìàñøòàáèðîâàíèè ïðèñïîñîáëåííî-
ñòè â ïðîöåññå ðàáîòû ÃÀ [54] (ñì. ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ
ÃÀ ê çàäà÷å ÖËÏ). Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ðàí-
æèðîâàíèÿ îñîáåé.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïîïóëÿöèè Π áèåêöèÿ rΠ : {1, ..., λ} → {1, ..., λ}
íàçûâàåòñÿ ðàíæèðîâàíèåì, åñëè äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, 2, ..., λ} âûïîëíÿåòñÿ:

Φ(ξi) > Φ(ξj) ⇒ rΠ(i) > rΠ(j).

Çíà÷åíèå rΠ(i) íàçûâàåòñÿ ðàíãîì îñîáè ξi â ïîïóëÿöèè Π.



2.1.3. Ðàíãîâàÿ ñåëåêöèÿ

Ðàíãîâàÿ ñåëåêöèÿ (ranking selection) ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [56]. Çäåñü lR+

îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è ïóñòü ôóíê-
öèÿ α : {1, . . . , λ} → lR+, òàêàÿ ÷òî

∑λ
r=1 α(r) = 1. Òîãäà α íàçûâàåòñÿ

ðàíæèðóþùåé ôóíêöèåé.
Ïðè çàäàííîé ðàíæèðóþùåé ôóíêöèè îïåðàòîð ñåëåêöèè ñ ðàñïðåäåëå-

íèåì âåðîÿòíîñòåé

P{âûáðàòü îñîáü ñ ðàíãîì r} = α(r), r = 1, . . . , λ,

íàçûâàåòñÿ ðàíæèðóþùåé ñåëåêöèåé. Òàêàÿ ñåëåêöèÿ íå òåðÿåò ¾÷óâñòâè-
òåëüíîñòè¿ ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ðàçëè÷èÿõ ïðèñïîñîáëåííîñòè îñîáåé.

×àñòíûé ñëó÷àé, ãäå

α(r) =
η − 1

λ

(
2(r − λ)

λ− 1
+

η

η − 1

)
,

ïðè η ∈ (1, 2] íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðàíæèðîâàíèåì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëî-
âèÿ ðàíæèðóþùåé ôóíêöèè âûïîëíÿþòñÿ.

Îñîáü ñ ðàíãîì λ èìååò âåðîÿòíîñòü ñåëåêöèè, ðàâíóþ η/λ, à îñîáü ñ
ðàíãîì 1 � âåðîÿòíîñòü (2− η)/λ. Åñëè ïîëîæèòü η = 2, òî îñîáü ñ ðàíãîì 1
èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü ñåëåêöèè (íàèáîëüøàÿ äèôôåðåíöèàöèÿ ñåëåê-
òèâíîñòè ïî ðàíãó). Åñëè æå η → 1, òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñåëåêöèè
ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó.

Ðàíãîâàÿ ñåëåêöèÿ ïðè η = 2 − 2/(λ + 1) ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè îïåðà-
òîðà ñåëåêöèè ÊÃÀ ñ ïîäñòàíîâêîé ðàíãîâ îñîáåé rΠ(i) âìåñòî çíà÷åíèé èõ
ïðèñïîñîáëåííîñòè.

Óïðàæíåíèå 2.1.1. Íàéòè ôóíêöèþ α(r) äëÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèè,
ãäå â êà÷åñòâå ïðèñïîñîáëåííîñòè èñïîëüçóåòñÿ ðàíã îñîáè.

2.1.4. Òóðíèðíàÿ ñåëåêöèÿ

Îïåðàòîð òóðíèðíîé ñåëåêöèè (tournament selection) ñ ðàçìåðîì òóðíè-
ðà s (èëè îïåðàòîð s-òóðíèðíîé ñåëåêöèè) ïðè ïîñòðîåíèè î÷åðåäíîãî ðåøå-
íèÿ èç òåêóùåé ïîïóëÿöèè èçâëåêàåò s îñîáåé ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
è âûáèðàåò ëó÷øóþ èç íèõ (òî÷íåå, îñîáü ñ íàèáîëüøèì ðàíãîì).

Ñðàâíèì ñðåäíåå ÷èñëî ïîâòîðåíèé ôèêñèðîâàííîé îñîáè ξit ïðè 2-
òóðíèðíîé ñåëåêöèè (îáîçíà÷àåì äàëåå ÷åðåç ZT (i,Π

t)) è ïðè ïðîïîðöèî-
íàëüíîé ñåëåêöèè ÊÃÀ ñ ïîäñòàíîâêîé ðàíãîâ îñîáåé âìåñòî çíà÷åíèé èõ
ïðèñïîñîáëåííîñòè (îáîçíà÷àåì ÷åðåç ZRR(i,Π

t)). Çàìåòèì, ÷òî â òóðíèðíîé
ñåëåêöèè âåðîÿòíîñòü âûáîðà îñîáè i ñ ðàíãîì r = rΠt(i) åñòü

p(r) = C1
s

1

λ

(
r − 1

λ

)s−1

+ C2
s

(
1

λ

)2(
r − 1

λ

)s−2

+ ...+ Cs
s

(
1

λ

)s

=



=

(
1

λ
+

r − 1

λ

)s

−
(
r − 1

λ

)s

=
( r
λ

)s
−
(
r − 1

λ

)s

.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè s = 2 èìååì:

E[ZT (i,Π
t)] = λp(r) =

r2 − r2 + 2r − 1

λ
=

2r − 1

λ
.

Ñðàâíèì ýòó âåëè÷èíó ñ E[ZRR(i,Π
t)]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè

ðàíæèðîâàíèÿ â ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèè

Psel(i,Π
t) =

2r

λ(λ+ 1)
, E[ZRR(i,Π

t)] =
2r

λ+ 1
,

÷òî ïðèáëèæàåòñÿ ê E[ZT (i,Π
t)] ïðè áîëüøèõ r, λ.

Ïî ôîðìóëå äèñïåðñèè äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

D[ZRR(i,Π
t)] =

2r(λ2 − 2r + λ)

λ3 + 2λ2 + λ
,

D[ZT (i,Π
t)] =

(2r − 1)(λ2 − 2r + 1)

λ3
,

è ïðè λ → ∞ èìååì D[ZRR(i,Π
t)]

D[ZT (i,Πt)] → 2r
2r−1 , ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ çíà-

÷åíèÿõ λ è r, òàêæå è ïî äèñïåðñèè îïåðàòîð 2-òóðíèðíîé ïðèáëèæàåòñÿ ê
ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèè ñ ðàíãàìè âìåñòî ïðèñïîñîáëåííîñòè.2

Óïðàæíåíèå 2.1.2. Íàéòè ôóíêöèþ α(r) äëÿ òóðíèðíîé ñåëåêöèè.

2.1.5. (µ, λ)-ñåëåêöèÿ

(µ, λ)-ñåëåêöèÿ � îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ îïåðàòîðîâ ñåëåêöèè â ÝÀ,
àíàëîãè÷åí ìàññîâîìó îòáîðó â ðàñòåíèåâîäñòâå è æèâîòíîâîäñòâå: èç ïî-
ïóëÿöèè ÷èñëåííîñòüþ λ îòáèðàþòñÿ µ îñîáåé ñ íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè
ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè è ðîäèòåëüñêèå ãåíîòèïû ðàâíîâåðîÿòíî âûáè-
ðàþòñÿ èç íèõ äëÿ ñêðåùèâàíèÿ è ïîëó÷åíèÿ ïîòîìñòâà.

2.2. Ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé

Îáíîâëåíèå âñåé ïîïóëÿöèè íà êàæäîé èòåðàöèè ÊÃÀ ñîîòâåòñòâóåò
ïîäõîäó, ïðèìåíÿåìîìó ïðè èìèòàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè â ïîïóëÿöèîííîé
ãåíåòèêå (ñì., íàïðèìåð, [1]), îäíàêî, äëÿ óñêîðåíèÿ ïîèñêà ãåíîòèïîâ ñ âûñî-
êîé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ, îáùàÿ ñõåìà ÃÀ çà÷àñòóþ ìîäèôèöèðóåòñÿ. Îñíîâ-
íàÿ ìîòèâàöèÿ ïðè ýòîì ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ÊÃÀ äàæå ãåíîòèï, ñóùåñòâåííî

2Çàìåòèì, ÷òî èìåííî îñîáè ñ áîëüøèì ðàíãîì r îêàçûâàþò íàèáîëüøèé ýôôåêò ïðè ïîñòðîåíèè

î÷åðåäíîé ïîïóëÿöèè.



ïðåâûøàþùèé ïî ïðèãîäíîñòè âñå ïðî÷èå îñîáè ïîïóëÿöèè, ñ áîëüøîé âåðî-
ÿòíîñòüþ áóäåò èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ óæå íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè ïî-
ñëå åãî ïîÿâëåíèÿ. Îäíàêî, â óñïåøíûõ ïðèëîæåíèÿõ ÃÀ ïðèñïîñîáëåííîñòü
ïîòîìêîâ, êàê ïðàâèëî, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ êîððåëÿöèþ ñ ïðèñïîñîáëåí-
íîñòüþ ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî ñîõðàíÿòü
íàèáîëåå ïðèãîäíûå îñîáè â òå÷åíèå ðÿäà èòåðàöèé ÃÀ è ãåíåðèðîâàòü ñ ïî-
ìîùüþ êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïîïóëÿöèè. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñõåìû óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé, ðåàëèçóþùèå ýòîò ïðèí-
öèï.

Ýëèòàðíàÿ ñòðàòåãèÿ. Íà êàæîé èòåðàöèè ÃÀ, âî-ïåðâûõ, ñòðîèòñÿ
î÷åðåäíàÿ ïîïóëÿöèÿ Πt+1 ïî ïðàâèëàì ÊÃÀ. Âî-âòîðûõ, åñëè ïî ïðèñïîñîá-
ëåííîñòè âñå ãåíîòèïû íîâîé ïîïóëÿöèè óñòóïàþò ìàêñèìàëüíî ïðèñïîñîá-
ëåííîé (ýëèòíîé) îñîáè ξte èç ïðåäûäóùåé ïîïóëÿöèè, òî îäèí èç íàèìåíåå
ïðèñïîñîáëåííûõ ãåíîòèïîâ â Πt+1 çàìåíÿåòñÿ íà ξte.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÃÀ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâ-
íîé îïòèìèçàöèè (1.1), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè
ýëèòíûõ ôåíîòèïîâ f(x(ξ1e)), f(x(ξ

2
e)), . . . áóäåò íåóáûâàþùåé. Áîëåå òîãî,

êàê ïîêàçàë Ã. Ðóäîëüô [79], ïðè x(B) = X è 0 < Pm < 1, äîïîëíå-
íèå ÊÃÀ ýëèòàðíîé ñòðàòåãèåé îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè f(x(ξ1e)), f(x(ξ

2
e)), . . . ê îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè çà-

äà÷è (1.1) ïî÷òè íàâåðíîå.
Âìåñòî îäíîé ýëèòíîé îñîáè â ÃÀ ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ íåêîòîðîå ïîäìíî-

æåñòâî ãåíîòèïîâ òåêóùåé ïîïóëÿöèè, èìåþùèõ âûñîêóþ ïðèñïîñîáëåííîñòü
(ñì., íàïðèìåð, [48]). Òàêèå ñòðàòåãèè íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íîé çàìåíîé ïîïó-
ëÿöèè. Ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé
ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà ýëèòíûõ îñîáåé.

Ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé.Ïðè ýòîé ñòðà-
òåãèè íà êàæäîé èòåðàöèè ÃÀ â ïîïóëÿöèþ äîáàâëÿþòñÿ äâà ãåíîòèïà, ïî-
ëó÷åííûõ ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðîâ êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè. Êàæäàÿ íîâàÿ
îñîáü çàìåùàåò íåêîòîðûé ¾íåïåðñïåêòèâíûé¿ ãåíîòèï. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå
¾íåïåðñïåêòèâíîãî¿ ìîæåò áûòü âçÿò ãåíîòèï ñ íàèìåíüøåé ïðèñïîñîáëåí-
íîñòüþ, èëè ãåíîòèï, âûáðàííûé ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñðåäè èìå-
þùèõ ïðèñïîñîáëåííîñòü íèæå ñðåäíåé â òåêóùåé ïîïóëÿöèè. Â íåêîòîðûõ
âàðèàíòàõ ÃÀ íà âûõîäå êðîññèíãîâåðà èìååòñÿ òîëüêî îäèí ãåíîòèï � òîãäà
èçìåíÿåòñÿ òîëüêî îäíà îñîáü ïîïóëÿöèè.

Îñîáåííîñòüþ ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé ÿâëÿåò-
ñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå áûñòðîå ¾ñóæåíèå¿ îáëàñòè ïîèñêà, ïî ñðàâíåíèþ ñ
ÊÃÀ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âî ìíîãèõ ðåàëèçàöèÿõ ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè óïðàâ-
ëåíèÿ ïîïóëÿöèåé ïðè ñîâïàäåíèè íîâîé îñîáè ñ îäíîé èç èìåþùèõñÿ â ïî-
ïóëÿöèè, íîâàÿ îñîáü â ïîïóëÿöèþ íå äîáàâëÿåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [31,45]).

Ýëèòíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ (elitist recombination) [55] (íå ïóòàòü
ñ ïîïóëÿöèåé ñ ýëèòîé): îñîáè òåêóùåé ïîïóëÿöèè ñëó÷àéíûì îáðàçîì
ïåðåñòàâëÿþòñÿ è ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàþòñÿ ïàðû ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé



(ξ1t, ξ2t), (ξ3t, ξ4t), ... äëÿ ñêðåùèâàíèÿ. Êàæäàÿ ïàðà ïîòîìêîâ ñðàâíèâàåòñÿ
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðîäèòåëüñêèìè îñîáÿìè, è ëó÷øèå äâå èç ÷åòûðåõ
îñîáåé ïîìåùàþòñÿ â íîâóþ ïîïóëÿöèþ.

2.3. Îïåðàòîðû ñêðåùèâàíèÿ è ìóòàöèè

Íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì îäíîòî÷å÷íîãî êðîññèíãîâåðà ÊÃÀ, â ãåíå-
òè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå îïåðàòîðû ðåêîìáèíàöèè ðîäè-
òåëüñêèõ ãåíîòèïîâ. Îáùåé ÷åðòîé äëÿ âñåõ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ, òàê íàçûâàåìîå,
ñâîéñòâî ïåðåäà÷è ãåíîâ: çíà÷åíèå äëÿ êàæäîãî ãåíà ïîòîìêà âûáèðàåòñÿ èç
çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåíîâ îäíîãî èëè äðóãîãî ðîäèòåëåé.3

Â íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ êðîññèíãîâåðà ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ îäèí ãåíî-
òèï (ñì., íàïðèìåð, [9]), îäíàêî, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû îïåðàòîðû ñ äâóìÿ
âûõîäíûìè ãåíîòèïàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ñ öåëüþ ñîõðàíåíèÿ ðàçíîîáðàçèÿ
ïîïóëÿöèè, ñòðåìÿòñÿ ïîñòðîèòü êàê ìîæíî áîëåå óäàëåííûå îäèí îò äðóãîãî
ãåíîòèïû ïîòîìêîâ.

Ïóñòü äàíû ðîäèòåëüñêèå ãåíîòèïû ξ è η, äëÿ êîòîðûõ ïîðîæäàåòñÿ
ïàðà ãåíîòèïîâ ïîòîìêîâ ξ′, η′. Åñëè â çàäà÷å îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ, èëè
ñõåìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé òàêîâà, ÷òî x(B) ⊆ D, òîãäà óìåñòíî èñïîëü-
çîâàòü, òàê íàçûâàåìóþ, ìàñêó êðîññèíãîâåðà. Ïîä ýòèì òåðìèíîì ïîíèìà-
þò âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m = (m1, . . . ,ml) ∈ B, ïî êîòîðîé
ñòðîÿòñÿ ãåíîòèïû ïîòîìêîâ:

ξ′i =

{
ξi, åñëè mi = 1
ηi, èíà÷å,

; η′i =

{
ηi, åñëè mi = 1
ξi, èíà÷å,

äëÿ i = 1, . . . , l. Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ìàñêè êðîññèíãîâå-
ðà.

Ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð. Äàííûé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ âûáî-
ðîì ìàñêè êðîññèíãîâåðà ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà ìíîæåñòâå B.
Ïðè äåéñòâèè ýòîãî îïåðàòîðà i-ûé ãåí, i = 1, . . . , l, êîïèðóåòñÿ â ãåíîòèï
ïîòîìêà èç i-òîé ïîçèöèè ãåíîòèïà îäíîãî èëè äðóãîãî ðîäèòåëÿ ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè, íåçàâèñèìî îò âûáîðà äðóãèõ ãåíîâ.

k-òî÷å÷íûé êðîññèíãîâåð. Äàííûé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáîáùåíèå îäíîòî÷å÷íîãî êðîññèíãîâåðà. Â ñòðîêå ãåíîòèïà âûáèðàåòñÿ k
ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàò ñêðåùèâàíèÿ 0 < χ1 < χ2 < . . . < χk < l ñ ðàâíîìåð-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì ñðåäè âñåâîçìîæíûõ òàêèõ íàáîðîâ. Îáîçíà÷èì χ0 = 0,

3Äàííîå ñâîéñòâî â ðàáîòàõ N. Radcli�e íàçàâíî ñâîéñòâîì ïåðåäà÷è ãåíîâ (gene transmission) [72].



òîãäà ìàñêà êðîññèíãîâåðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

mi =

{
1, åñëè max{j : χj < i} � ÷åòíîå ÷èñëî
0, èíà÷å

äëÿ i = 1, . . . , l. Äàííûé îïåðàòîð èìååò òî ñâîéñòâî, ÷òî ïðè çàäàíèè ÷åòíîãî
÷èñëà òî÷åê ñêðåùèâàíèÿ k, ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòû îäíîãî ðîäèòåëÿ
âñåãäà ïåðåõîäÿò îäíîìó ïîòîìêó. Íàîáîðîò, ïðè íå÷åòíîì k ýòè êîîðäèíàòû
êîïèðóþòñÿ â êàæäûé èç ãåíîòèïîâ ïîòîìêîâ îò ðàçíûõ ðîäèòåëåé.

Êàæäûé èç îïèñàííûõ îïåðàòîðîâ êðîññèíãîâåðà ìîæåò áûòü ðåàëèçî-
âàí è â âàðèàíòå ñ îäíèì ãåíîòèïîì ïîòîìêà (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îòáðîñèòü
âòîðîé ãåíîòèï).

2.3.1. Êðîññèíãîâåð ñ ÷àñòè÷íûì îòîáðàæåíèåì äëÿ çàäà÷ íà ïå-
ðåñòàíîâêàõ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îïåðàòîðû, ïðèìåíÿåìûå â çàäà÷å êîììèâîÿæå-
ðà è äðóãèõ çàäà÷àõ, ãäå äîïóñòèìûìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêè.
Ïðè îïèñàíèè ýòèõ îïåðàòîðîâ ïîä ñëó÷àéíûì âûáîðîì ïîíèìàåòñÿ âûáîð ñ
ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.

Îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà ñ ÷àñòè÷íûì îòîáðàæåíèåì áûë ïðåäëîæåí â
ðàáîòå Ä. Ãîëäáåðãà è Ð. Ëèíãëå [53] è êðàòêî îáîçíà÷àåòñÿ PMX.4

Ïóñòü ïàðà ïåðåñòàíîâîê ξ′ è η′ âû÷èñëÿåòñÿ ïî çàäàííûì ðîäèòåëüñêèì
ïåðåñòàíîâêàì ξ è η. Äâà èíäåêñà χ1 è χ2, ãäå χ1 < χ2, âûáèðàþòñÿ ñ ðàâíî-
ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûïîëíèòü îáìåí
ó÷àñòêàìè ãåíîòèïîâ îò χ1 äî χ2, à âñå ïðî÷èå ãåíû äîñòðîèòü äîïóñòèìûì
îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ïåðâûé ãåíîòèï-ïîòîìîê ξ′. Ïîëîæèì ñíà÷àëà ξ′ := ξ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåíîâ ξ′j = ηj äëÿ âñåõ j = χ1, ..., χ2 äî-
ñòàòî÷íî ïðîéòè ïî ýòèì ïîçèöèÿì è ïîìåñòèòü íà íèõ òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ
ãåíîâ ñ ïîìîùüþ íå áîëåå ÷åì χ2 − χ1 òðàíñïîçèöèé. Ýòî âñåãäà âîçìîæíî,
ò.ê. η � òîæå ïåðåñòàíîâêà. Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ η′ íà îñíîâå η è ó÷àñòêà
ïåðâîãî ãåíîòèïà îò χ1 äî χ2.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå êðîññèíãîâåðà PMX íà èëëþñòðàòèâíîì ïðèìå-
ðå.Ïóñòü äàíû ñëåäóþùèå ðîäèòåëüñêèå ãåíîòèïû ñ êîîðäèíàòàìè ñêðåùè-
âàíèÿ χ1 = 3, χ2 = 7:

ξ=( 1 2 3 4 5 6 7 8 9)
η=( 4 5 2 1 8 7 6 9 3).

Ðåçóëüòàò PMX-êðîññèíãîâåðà èìååò âèä:

4Îò àíãëèéñêîãî partially mapped crossover.



ξ′= ( 4 2 3 1 8 7 6 5 9)
η′=( 1 8 2 4 5 6 7 9 3).

Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ñî÷åòàíèÿ ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ ïðè îïðåäå-
ëåííûõ χ1, χ2 ìîãóò äàâàòü ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû ñêðåùèâàíèÿ, çàâèñÿùèå
îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ïåðåñòàíîâîê ìåæäó ïîçèöèÿìè χ1 è χ2.
Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ óâåëè÷åíèÿ ðàçíîîáðàçèÿ ïîïóëÿöèè ïåðåñòàíîâêè èìååò
ñìûñë âûïîëíÿòü â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå.

2.3.2. Ïîðÿäêîâûé êðîññèíãîâåð äëÿ çàäà÷ íà ïåðåñòàíîâêàõ

Ïîðÿäêîâûé êðîññèíãîâåð [40] ñîõðàíÿåò àáñîëþòíûå ïîçèöèè ýëåìåí-
òîâ, çàèìñòâîâàííûõ îò îäíîãî ðîäèòåëÿ, è îòíîñèòåëüíûå ïîçèöèè ýëåìåí-
òîâ, çàèìñòâîâàííûõ ó äðóãîãî. Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå:

2 1 3 4 5 6 7 2 1 4 3 6 7 5
−→

4 3 6 2 7 1 5 4 3 2 1 5 6 7
χ χ

Äàííûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò àáñîëþòíûå ïîçèöèè ýëåìåíòîâ, çàèìñòâî-
âàííûõ îò îäíîãî ðîäèòåëÿ, è îòíîñèòåëüíûå ïîçèöèè ýëåìåíòîâ, çàèìñòâî-
âàííûõ ó äðóãîãî.

Êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû, ïîðÿäêîâûé êðîññèíãîâåð, òàêæå êàê êðîñ-
ñèíãîâåð PMX, äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû â çàäà÷àõ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé,
ãäå áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò òî, êàêèå ðàáîòû âûïîëíÿþòñÿ ðàíüøå, à êàêèå
� ïîçæå. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà è çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñ-
ïèñàíèé, ãäå âàæíî ó÷èòûâàòü äëèòåëüíîñòü ïåðåíàëàäêè ñ îäíîé ðàáîòû íà
äðóãóþ, ëó÷øèå ðåçóëüòàòû äàþò îïåðàòîðû ðåêîìáèíàöèè, îñíîâàííûå íà
íàñëåäîâàíèè ñâîéñòâà ñìåæíîñòè âåðøèí (ñì., íàïðèìåð, [34,49]).

2.3.3. Ìóòàöèÿ â çàäà÷àõ íà ïåðåñòàíîâêàõ

Ìóòàöèÿ îáìåíà5 ñîñòîèò â îáìåíå ïàðû ãåíîâ èç ñëó÷àéíî âûáðàí-
íûõ ïîçèöèé â äàííîé íà âõîä ïåðåñòàíîâêå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëüíîãî
ïîèñêà äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, ïðè äåéñòâèè ýòîãî îïåðàòîðà âûïîëíÿ-
åòñÿ øàã â ñëó÷àéíî âûáðàííóþ òî÷êó èç îêðåñòíîñòè 2-city swap [17].

Ìóòàöèÿ ñäâèãà6 ñîñòîèò â ïåðåìåùåíèè ãåíà èç ñëó÷àéíî âûáðàííîé
ïîçèöèè íà ñëó÷àéíîå ÷èñëî ïîçèöèé âëåâî èëè âïðàâî. Ñîäåðæèìîå âñåõ
ïðîìåæóòî÷íûõ ãåíîâ ïðè ýòîì ñäâèãàåòñÿ íà îäíó ïîçèöèþ.

5Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿò òåðìèí exchange mutation.
6Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿò òåðìèí shift mutation.



Ìóòàöèÿ ¾2-çàìåíà¿ îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòî â ñëó÷àå çàäà÷è
êîììèâîÿæåðà â òåðìèíàõ ôåíîòèïîâ, òî åñòü îáõîäîâ ãðàôà G. Â îáõîäå, çà-
äàííîì âõîäíûì ãåíîòèïîì ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ äâà íåñìåæíûõ
ðåáðà è çàìåíÿþòñÿ äâóìÿ íîâûìè ðåáðàìè, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà, äåéñòâèå äàííîãî
îïåðàòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàã â ñëó÷àéíî âûáðàííóþ òî÷êó èç îêðåñò-
íîñòè, îïðåäåëåííîé îòíîñèòåëüíî 2-çàìåíû [19].

Óïðàæíåíèå 2.3.1. Îïèñàòü àëãîðèòì, îñóùåñòâëÿþùèé ìóòàöèþ ¾2-
çàìåíà¿ â êîäèðîâêå ðåøåíèé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíî-
âîê.

2.4. Çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè

Ïóñòü ðåøàåòñÿ çàäà÷à óñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå äâîè÷-
íûõ ñòðîê äëèíû ℓ = n. Ðàññìîòðèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è
îòûñêàíèÿ ¾íàèëó÷øåãî¿ ãåíîòèïà, êàê ðåçóëüòàòà êðîññèíãîâåðà äëÿ çàäàí-
íîé ïàðû ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà ïåðåäà-
÷è ãåíîâ.

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ïåðåäà÷è ãåíîâ ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîé
ðåêîìáèíàöèè: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàäàííûõ ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ p1, p2,
ïðåäñòàâëÿþùèõ äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, òðåáóåòñÿ íàéòè ïðåäñòàâëÿþùèé äî-
ïóñòèìîå ðåøåíèå ãåíîòèï ξ, òàêîé ÷òî:

1) äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , n âûïîëíÿåòñÿ ξj = p1j èëè ξj = p2j ;
2) ξ èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðèñïîñîáëåííîñòè ñðåäè âñåõ ãåíî-

òèïîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1) è êîäèðóþùèõ ïðè ýòîì äîïóñòèìûå
ðåøåíèÿ.

Äàëåå ìíîæåñòâî íîìåðîâ êîîðäèíàò, â êîòîðûõ ðîäèòåëüñêèå ãåíîòèïû
ðàçëè÷íû, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç D(p1, p2).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìîé çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðå-
êîìáèíàöèè ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èçâåñòíóþ çàäà÷ó èç òåîðèè ãðàôîâ.
Ïóñòü èìååòñÿ ãðàô G = (V,E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v1, . . . , vn} è
ìíîæåñòâîì ðåáåð E. Çàäà÷à î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ñîñòî-
èò â îòûñêàíèè òàêîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ V , ÷òî íè îäíî ðåáðî e ∈ E íå
èíöèäåíòíî ñðàçó äâóì âåðøèíàì èç S (ò.å. S � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî) è
ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíà.

Åñòåñòâåííûì áóäåò ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ âåêòîðà-
èíäèêàòîðà èç {0, 1}n, ãäå ξj = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíà vj
ïðèíàäëåæèò èñêîìîìó ïîäìíîæåñòâó. Ïóñòü Φ(ξ) = |x(ξ)| äëÿ ëþáîãî äî-
ïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x(ξ). Êàê çàìå÷åíî â ðàáîòå Ý.Áàëàøà è Â.Íèõàóñà [29],
ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðå-
êîìáèíàöèè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.



Äëÿ òîãî ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ðîäèòåëü-
ñêèå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà S1 è S2 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãåíîòèïû p1 è
p2. Èñõîäÿ èç ñâîéñòâà ïåðåäà÷è ãåíîâ, ðåøåíèå-ïîòîìîê S äîëæíî ñîäåð-
æàòü âñå ìíîæåñòâî âåðøèí L = S1 ∩ S2, êðîìå òîãî, â S íå äîëæíî áûòü
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà V \ (S1 ∪ S2), à âåðøèíû ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà
D(p1, p2) íåîáõîäèìî âûáðàòü îïòèìàëüíûì îáðàçîì. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå
ôîðìóëèðóåòñÿ, êàê çàäà÷à î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â ïîäãðà-
ôå, ïîðîæäåííîì ìíîæåñòâîì âåðøèí ñ íîìåðàìè èç D(p1, p2). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî äàííûé ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.

Äëÿ îòûñêàíèÿ íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â äâóäîëüíîì
ãðàôå H = (V ′, E ′) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî íàèáîëüøåå
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âñåãäà ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì íàèìåíüøåãî âåðøèí-
íîãî ïîêðûòèÿ C ′, òî åñòü òàêîãî íàèìåíüøåãî ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âåð-
øèí, ÷òî êàæäîå ðåáðî èíöèäåíòíî õîòÿ áû îäíîé èç íèõ.

Çàäà÷à î íàèìåíüøåì âåðøèííîì ïîêðûòèè äâóäîëüíîãî ãðàôà H =
(V ′, E ′) ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëü-
íîãî ðàçðåçà âî âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå, ñîñòîÿùåì èç ãðàôà H è äîïîëíè-
òåëüíûõ âåðøèíû-èñòî÷íèêà v0 è âåðøèíû-ñòîêà vn+1. Èñòî÷íèê v0 ñîåäèíÿ-
åòñÿ ñî âñåìè âåðøèíàìè îäíîé äîëè, à ñòîê vn+1 � ñî âñåìè âåðøèíàìè äðó-
ãîé äîëè. Ðåáðàì èç ìíîæåñòâà E ′ ïðèïèñûâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå ïðîïóñêíûå
ñïîñîáíîñòè, à ðåáðàì, èíöèäåíòíûì äîïîëíèòåëüíûì âåðøèíàì � åäèíè÷-
íûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè. Íàèìåíüøåå âåðøèííîå ïîêðûòèå C ′ ôîðìè-
ðóåòñÿ èç âåðøèí, èíöèäåíòíûõ ðåáðàì ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà.

Ãåíîòèï ξ, ÿâëÿþùèéñÿ âåêòîðîì-èíäèêàòîðîì ìíîæåñòâà L∪ (V ′ \C ′)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷è
î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå.

Ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò Áàëàøà è Íèõàóñà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí
êàê

Òåîðåìà 2.4.1. (Áàëàø, Íèõàóñ [29]) Çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè
äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Óïðàæíåíèå 2.4.1. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàäà÷è î íàèìåíüøåì âåðøèííîì
ïîêðûòèè ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé
(ò.å. vj ∈ C ⇔ ξj = 1) çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ýôôåêòèâíî
ðàçðåøèìà.

Ðàññìîòðåííàÿ çäåñü ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ìî-
æåò áûòü ìîäèôèöèðîâàíà � ñì., íàïðèìåð, [3, 9]. Âûáîð íàèáîëåå ïîäõîäÿ-
ùåé ôîðìóëèðîâêè ýòîé ïîäçàäà÷è è ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ äåëàåòñÿ íà îñíîâå
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.



2.5. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì êàê ìåòîä ëîêàëüíîãî ïîèñêà

2.5.1. Çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè

Ïóñòü {0, 1}∗ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñòðîê èç íóëåé è
åäèíèö ïðîèçâîëüíîé äëèíû, à lN � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ S ∈
{0, 1}∗ ñèìâîëîì |S| îáîçíà÷àåòñÿ äëèíà ñòðîêè S.

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè � ýòî òðîéêà
Π = (Inst, Sol, fI), ãäå

1) Inst ⊆ {0, 1}∗ � ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ èç Π;

2) Sol(I) ⊆ {0, 1}n(I) � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èíäèâèäóàëüíîé
çàäà÷è I ∈ Inst, n(I) � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé;

3) äëÿ êàæäîé I ∈ Inst îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ fI : Sol(I) → lR, êîòîðóþ
òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü (åñëè Π � çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè) èëè ìè-
íèìèçèðîâàòü (åñëè Π � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè).

Äàëåå ÷åðåç f ∗
I îáîçíà÷àåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èíäèâèäóàëüíîé çà-

äà÷è I, ò. å. f ∗
I = max{fI(x) : x ∈ Sol(I)}, åñëè Π � çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè,

ëèáî f ∗
I = min{fI(x) : x ∈ Sol(I)}, åñëè Π � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè.
Âåëè÷èíà a > 0 íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé îòíîñèòåëüíî

âåëè÷èíû b > 0, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè îòíîñèòåëüíî b, îãðàíè÷èâàþùèé ñâåðõó çíà÷åíèÿ a. Â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ÿñíî, î êàêîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I èäåò ðå÷ü, ïî óìîë÷àíèþ ïîä
ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíîé áóäåì ïîäðàçóìåâàòü âåëè÷èíó, ïî-
ëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííóþ îòíîñèòåëüíî |I|. Ôóíêöèè è àëãîðèòìû áóäåì
íàçûâàòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûìè, åñëè âðåìÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìè-
àëüíî îãðàíè÷åíî.

Íàèáîëüøèé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è êîìáèíàòîð-
íîé îïòèìèçàöèè èç êëàññà NPO [33], òàêæå èçâåñòíûå êàê çàäà÷è NP îïòè-
ìèçàöèè. , â êîòîðûõ ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ¾òåõíè÷åñêèå¿ ïðåäïîëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.5.2. Çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ïðèíàäëåæèò
êëàññó NPO, åñëè îòíîøåíèÿ I ∈ Inst è x ∈ Sol(I) ìîãóò áûòü ïðîâåðå-
íû çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ, ðàçìåðíîñòü n(I) ïîëèíîìèàëü-
íî îãðàíè÷åíà, à ôóíêöèÿ fI : Sol(I) → lN ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìà äëÿ
ëþáîé I ∈ Inst.

Êëàññ NPO ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññà NP äëÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îï-
òèìèçàöèè (ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, [33]). Ôóíêöèÿ n(I) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I, çàïèñàííûõ â
àëôàâèòå {0, 1}.

Åñëè ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ èìåþò ðàçíóþ äëèíó çàïèñè, òî n(I) � íàè-
áîëüøàÿ äëèíà äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äàëåå ÷åðåç f ∗

I îáîçíà÷àåòñÿ



îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I, ò. å. f ∗
I = max{fI(x) : x ∈

Sol(I)}, åñëè P � çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè, ëèáî f ∗
I = min{fI(x) : x ∈ Sol(I)},

åñëè P � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè.
Äàëåå ÃÀ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè B = {0, 1}n(I) è ïðåäñòàâ-

ëåíèå ðåøåíèé ñîâïàäàåò ñ êîäèðîâêîé ðåøåíèé çàäà÷è Π, à çàäà÷à êîìáè-
íàòîðíîé îïòèìèçàöèè èìååò êðèòåðèé ¾íà ìàêñèìóì¿.

Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè x ∈ Sol(I), ôóíêöèÿ ïðèñïî-
ñîáëåííîñòè èìååò âèä Φ(x) = f(x). Åñëè æå x ̸∈ Sol(I), òî ôóíêöèè ïðè-
ñïîñîáëåííîñòè ìîæíî ïðèäàòü çíà÷åíèå ìåíüøå, ÷åì íà ëþáîì äîïóñòèìîì
ðåøåíèè, ÷òî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü øòðàôó çà âûõîä èç äîïóñòèìîé îáëàñòè.

2.5.2. Çàäà÷à ïîèñêà ëîêàëüíîãî îïòèìóìà

Ïóñòü äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà y ∈ Sol(I) îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ åãî îêðåñò-
íîñòü NI(y) ⊆ Sol(I). Ñîâîêóïíîñòü {NI(y) : y ∈ Sol(I)} íàçûâàåòñÿ ñèñòå-
ìîé îêðåñòíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 2.5.3. Åñëè äëÿ x ∈ Sol(I) ïðè âñÿêîì y ∈ NI(x) âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî fI(y) ≤ fI(x) â ñëó÷àå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè èëè
fI(y) ≥ fI(x) â ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè, òî ðåøåíèå x íàçûâàåòñÿ ëî-
êàëüíûì îïòèìóìîì â ñèñòåìå îêðåñòíîñòåé NI .

Ãëîáàëüíûé îïòèìóì, ò.å. îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëîêàëüíîãî îïòèìóìà.

Åñëè D(·, ·) � ìåòðèêà, çàäàííàÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x,y ∈ Sol(I), òî
NI(x) = {y : D(x,y) ≤ k}, x ∈ Sol(I) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé
ðàäèóñà k, ïîðîæäåííîé ìåòðèêîé D(·, ·).

Àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà íà÷èíàåò ñâîþ ðàáîòó ñ íåêîòîðîãî äîïó-
ñòèìîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå, íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò ïåðåõîä
îò òåêóùåãî ðåøåíèÿ ê íîâîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ â åãî îêðåñòíîñòè, èìå-
þùåìó ëó÷øåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ÷åì òåêóùåå ðåøåíèå. Ïðîöåññ
ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóò ëîêàëüíûé îïòèìóì. Ñïîñîá âûáî-
ðà íîâîãî ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òåêóùåãî ðåøåíèÿ çàâèñèò îò ñïåöèôèêè
êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà ëîêàëüíîãî ïîèñêà.

2.5.3. Äîñòèæåíèå ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèò-
ìîì

Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, ïðè êî-
òîðûõ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ ïîëíîé çàìåíîé ïîïóëÿöèè è òóðíèðíîé ñå-
ëåêöèåé âïåðâûå ïîñåùàåò ëîêàëüíûé îïòèìóì â ñðåäíåì çà âðåìÿ, áëèçêîå
ê òðóäîåìêîñòè ëîêàëüíîãî ïîèñêà (òî÷íåå, ïðåâûøàþùåå åå íå áîëåå, ÷åì
â log(n) ðàç). Îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå çàäà÷àìè áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè
âèäà (1.1).



Ìîòèâàöèåé èññëåäîâàíèÿ ñëóæèò òîò ôàêò, ÷òî ÃÀ çà÷àñòóþ îòíîñÿò
ê êëàññó ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà (ñì., íàïðèìåð, [17]), ïîýòîìó ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ äåòàëüíîå èçó÷åíèå ñëó÷àåâ, êîãäà ðàáîòîñïîñîáíîñòü ÃÀ îáú-
ÿñíÿåòñÿ ñõîäñòâîì åãî ïîâåäåíèÿ ñ ëîêàëüíûì ïîèñêîì.

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ äâîè÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå ðåøåíèé, ñîâïàäàþùåå ñ êîäèðîâêîé ðåøåíèé çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îï-
òèìèçàöèè, à ¾ãåíîòèï¿ � òî æå, ÷òî ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé {0, 1}n(I).

Èññëåäóåòñÿ ÃÀ ñ ïîëíîé çàìåíîé ïîïóëÿöèè è òóðíèðíîé ñåëåêöèåé.
Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå îñòàíîâêè ÃÀ íèêîãäà íå
âûïîëíÿåòñÿ. Äàëåå ýòîò âàðèàíò ÃÀ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê GA.

Ïóñòü èìååòñÿ çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè P = (Inst, Sol, fI) íà
ìàêñèìóì, ïðè÷åì Sol(I) = {0, 1}n(I). Ïîñëåäíåìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò
ìíîãèå çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, íàïðèìåð, çàäà÷à ìàêñèìàëüíîé
âûïîëíèìîñòè ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû [8], ðàçðåç íàèáîëüøåãî âåñà [8], ñïèíîâîå
ñòåêëî â ìîäåëè Èçèíãà [30] è äð.

Ïóñòü âûáðàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé {N (ξ) | ξ ∈ Sol(I)}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç h ÷èñëî âñåõ íåîïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè f ,
ò. å. h = |{f(ξ) : ξ ∈ Sol(I)}| − 1. Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðå-
øåíèÿ, ëîêàëüíûé ïîèñê äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî îïòèìóìà íå áîëåå ÷åì çà h
óëó÷øàþùèõ öåëåâóþ ôóíêöèþ èòåðàöèé. Ïóñòü L îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíóþ
âåðîÿòíîñòü äîñòèæåíèÿ ðåøåíèÿ â ïðåäåëàõ îêðåñòíîñòè â ðåçóëüòàòå îäíî-
êðàòíîé ìóòàöèè:

L = min
ξ∈Sol(I), ξ′∈N (ξ)

P{Mut(ξ) = ξ′}.

×åì âûøå âåëè÷èíà L, òåì áîëüøå ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàòîðà ìóòàöèè ñ ñè-
ñòåìîé îêðåñòíîñòåé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè λ, ðàçìåð
òóðíèðà s è âåëè÷èíó L ìîãóò áûòü âûáðàíû ñ ó÷åòîì èñõîäíûõ äàííûõ
çàäà÷è, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò I. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé èíäèâèäó-
àëüíóþ çàäà÷ó I çäåñü è äàëåå, êàê ïðàâèëî, íå áóäåì óêàçûâàòü.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå êðîññèíãîâåðà ñ âåðîÿòíîñòüþ
íå ìåíåå íåêîòîðîé êîíñòàíòû ε, 0 < ε ≤ 1, îáðàçóþòñÿ îñîáè (ξ′, η′) =
Cross(ξ, η), õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ íå óñòóïàåò ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè ðîäè-
òåëüñêèì îñîáÿì ξ, η ∈ B, ò. å.

P{max{Φ(ξ′),Φ(η′)} ≥ max{Φ(ξ),Φ(η)}} ≥ ε (2.1)

ïðè ëþáûõ ξ, η ∈ B. Ïîä ¾êîíñòàíîé¿ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîíèìàåòñÿ âå-
ëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è.

Äëÿ îäíîòî÷å÷íîãî êðîññèíãîâåðà óñëîâèå (2.2) âûïîëíÿåòñÿ c ε =
1−Pc, åñëè Pc < 1 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò çàäà÷è. Óñëîâèå (2.2) âûïîë-
íÿåòñÿ c ε = 1, åñëè îäèí èç äâóõ ïîòîìêîâ � ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé
ðåêîìáèíàöèè ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé.



Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå êðîññèíãîâåðà ñ âåðîÿòíîñòüþ
íå ìåíåå íåêîòîðîé êîíñòàíòû ε, 0 < ε ≤ 1, îáðàçóþòñÿ îñîáè (ξ′, η′) =
Cross(ξ, η), õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ íå óñòóïàåò ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè ðîäè-
òåëüñêèì îñîáÿì ξ, η ∈ B, ò. å.

P{max{Φ(ξ′),Φ(η′)} ≥ max{Φ(ξ),Φ(η)}} ≥ ε (2.2)

ïðè ëþáûõ ξ, η ∈ B. Ïîä ¾êîíñòàíòîé¿ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîíèìàåòñÿ
âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è.

Äëÿ îäíîòî÷å÷íîãî êðîññèíãîâåðà óñëîâèå (2.2) âûïîëíÿåòñÿ c ε =
1−Pc, åñëè Pc < 1 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò çàäà÷è. Óñëîâèå (2.2) âûïîë-
íÿåòñÿ c ε = 1, åñëè îäèí èç äâóõ ïîòîìêîâ � ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé
ðåêîìáèíàöèè ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé.

Ïóñòü e � ÷èñëî Ýéëåðà, ò.å. e ≈ 2, 718.

Ëåììà 2.5.1. e−x ≥ 1− x äëÿ ëþáîãî x ∈ lR.

Äåéñòâèòåëüíî,

e−x = 1− x+ x2/2!− ... ≥ 1− x.

Ëåììà 2.5.2. e−x ≤ 1− x/e ïðè x ∈ [0, 1].

Çàìåòèì, ÷òî 2(1 − 1/e) > 1, à ïîýòîìó ïðè x ∈ [0, 1] èìååì x ≤ 2(1 −
1/e), ò.å. 1− x/2 ≥ 1/e è x− x2/2 ≥ x/e. Äàëåå,

e−x = 1− x+ x2/2!− ... ≤ 1− x+ x2/2 ≤ 1− x/e.

Ëåììà 2.5.3. Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A0, A1, ..., An

P{A0&A1&...&An} = P{A0}
n−1∏
i=0

P{Ai+1|A0&A1&...&Ai}.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè,

P{A0&A1&...&An} = P{An|A0&A1&...&An−1} · P{A0&A1&...&An−1} = ...

= P{A0}
n−1∏
i=0

P{Ai+1|A0&A1&...&Ai}.



Òåîðåìà 2.5.1. [?] Åñëè Sol(I) = {0, 1}n(I), ðàçìåð òóðíèðà s ≥ rλ, è

λ ≥ 2(1 + lnh)

Lε(1− 1/e2r)
, (2.3)

ãäå r > 0, h > 1, L > 0, òî

1. GA ïîñåùàåò ëîêàëüíûé îïòèìóì ê èòåðàöèè h ñ âåðîÿòíîñòüþ íå
ìåíåå 1/e, è

2. ëîêàëüíûé îïòèìóì äîñòèãàåòñÿ íå ïîçäíåå, ÷åì çà eh èòåðàöèé GA
â ñðåäíåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîïóëÿöèÿ Πt åùå íå ñîäåðæèò ëîêàëüíîãî
îïòèìóìà è ñîáûòèå Et+1

k , k = 1, . . . , λ/2, ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ
òðåõ óñëîâèé:

1. èç ïîïóëÿöèè Πt ïðè ïîñòðîåíèè k-òîé ïàðû ïîòîìêîâ äëÿ ñëåäóþùåãî
ïîêîëåíèÿ âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå ξt∗ íàèáîëüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòè;

2. ïðè ïîñòðîåíèè k-òîé ïàðû ïîòîìêîâ ïîñðåäñòâîì êðîññèíãîâåðà, îäèí
èç íèõ èìååò ïðèñïîñîáëåííîñòü íå ìåíåå Φ(ξt∗) (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè ýòî ξ′);

3. îïåðàòîð ìóòàöèè, ïðèìåíåííûé ê ξ′, îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä â íàè-
ëó÷øåå ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè N (ξ′), ò. å.
Φ(Mut(ξ′)) = maxη∈N (ξ′)Φ(η).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ñîáûòèé
Et+1

k , k = 1, . . . , λ/2, ïðè èçâåñòíîé ïîïóëÿöèè Πt. Íàéäåì îöåíêó pLB ≤ p,
íå çàâèñÿùóþ îò âûáîðà Πt. Ñîãëàñíî ñõåìå GA, P{Et+1

1 } = . . . = P{Et+1
λ/2}.

Îáîçíà÷èì ýòó âåðîÿòíîñòü ÷åðåç q. Ââèäó íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé Et+1
k , k =

1, . . . , λ/2 ïðè ôèêñèðîâàííîé Πt, èìååì p ≥ 1 − (1 − q)λ/2 ≥ 1 − e−qλ/2, ãäå
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 2.5.1. Îöåíèì ñíèçó âåðîÿòíîñòü q:

q ≥ Lε

(
1−

(
1− 1

λ

)2s
)
.

Îäíàêî, (1− 1/λ)2s ≤ (1− 1/λ)2rλ ≤ 1/e2r ñíîâà ïî ëåììå 2.5.1, ïîýòîìó

q ≥ Lε

(
1− 1

e2r

)
= Lc, (2.4)

ãäå c := ε
(
1− 1

e2r

)
äëÿ êðàòêîñòè. Â äàëüíåéøåì ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

èç (2.3) è (2.4) âûòåêàåò

λ ≥ 2

Lε (1− 1/e2r)
≥ 2/q. (2.5)



Äëÿ îöåíêè ñíèçó âåðîÿòíîñòè p ïðèìåíèì ëåììó 2.5.2, èç êîòîðîé ñëåäóåò
÷òî ïðè ëþáîì z ∈ [0, 1]

1− z

e
≥ e−z. (2.6)

Ïîëîæèì z = e−qλ/2+1. Òîãäà ââèäó íåðàâåíñòâà (2.5), z ≤ 1, è ñëåäîâàòåëüíî,

p ≥ 1− e−qλ/2 ≥ exp
{
−e1−qλ/2

}
≥ exp

{
−e1−Lcλ/2

}
. (2.7)

Îò àíàëèçà ïîòîìêîâ ôèêñèðîâàííîé ïîïóëÿöèè Πt ïåðåéäåì ê ñëó÷àé-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïóëÿöèé Π0,Π1, . . .. Çàìåòèì, ÷òî phLB ÿâëÿåòñÿ
îöåíêîé ñíèçó äëÿ âåðîÿòíîñòè äîñòè÷ü ëîêàëüíûé îïòèìóì çà ñåðèþ èç íå
áîëåå h èòåðàöèé, óëó÷øàþùèõ çíà÷åíèå ðåêîðäà öåëåâîé ôóíêöèè. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü At = Et+1

1 + . . .+ Et+1
λ/2 , t = 0, 1, . . .. Òîãäà ïî ëåììå 2.5.3,

P{A0& . . .&Ah−1} = P{A0}
h−2∏
t=1

P{At|A0& . . .&At−1} ≥ phLB. (2.8)

Èòàê, ïîëîæèì pLB = exp
{
−e1−Lcλ/2

}
. Ñíîâà âîñïîëüçîâàâøèñü óñëî-

âèåì (2.3), ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó äëÿ âåðîÿòíîñòè ëèáî ðåàëèçîâàòü ñåðèþ
èç h óëó÷øàþùèõ ðåêîðä èòåðàöèé (è çíà÷èò ïîëó÷èòü ãëîáàëüíûé îïòèìóì),
ëèáî ïîëó÷èòü ëîêàëüíûé îïòèìóì åùå ðàíüøå:

phLB = exp
{
−he1−Lcλ/2

}
≥ exp

{
−he− lnh

}
= 1/e.

Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîêàçàíà.
Äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî âðåìåíè ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà ðàñ-

ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðèé ïî h èòåðàöèé â êàæäîé. Ïóñòü ñîáû-
òèåì Di, i = 1, 2, . . . , ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ëîêàëüíîãî îïòèìóìà â ïîïóëÿöèè
GA â i-òîé ñåðèè. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ñî-
áûòèÿ Di, i = 1, 2, . . . , íå ïðåâûøàåò µ = 1 − 1/e ïðè ëþáîé ïðåäûñòîðèè
ðàáîòû àëãîðèòìà. Ïî àíàëîãèè ñ (2.8) çàêëþ÷àåì: P{D1& . . .&Dk} ≤ µk. Òà-
êèì îáðàçîì, åñëè ÷åðåç Y îáîçíà÷èòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ íîìåðó
ïåðâîé ñåðèè, íà êîòîðîé ëîêàëüíûé îïòèìóì áóäåò ïîëó÷åí, òî, ïîëüçóÿñü
ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [6]), ïîëó÷àåì

E[Y ] =
∞∑
i=0

P{Y > i} = 1 +
∞∑
i=1

P{D1& . . .&Di} ≤ 1 +
∞∑
i=1

µi.

Ñëåäîâàòåëüíî, E[Y ] = e è ëîêàëüíûé îïòèìóì äîñòèãàåòñÿ íå ïîçäíåå, ÷åì
çà eh ïîêîëåíèé GA â ñðåäíåì. □



Ïóñòü ⌈·⌉ îáîçíà÷àåò îêðóãëåíèå ââåðõ. Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû, ïðè

λ = 2

⌈
1 + lnh

Lε(1− 1/e2r)

⌉
, s = ⌈rλ⌉, (2.9)

îáåñïå÷åíî ïîëó÷åíèå ëîêàëüíîãî îïòèìóìà â GA çà O(h) ïîêîëåíèé â ñðåä-
íåì.

Óïðàæíåíèå 2.5.1. Äîêàçàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 2.5.2, ÷òî åñëè ðàñ-
ñòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó n-áèòîâûìè ñòðîêàìè x è y ðàâíî 1, òî ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè îïåðàòîðà ìóòàöèè èç ÊÃÀ, ãäå Pm = 1/n, âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî Mut∗(x) = y, îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé 1/(een).

2.5.4. Çàäà÷à ONEMAX

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 2.5.1 ðàññìîòðèì îäíî-
ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ñ öåëåâîé ôóíêöèåé
ONEMAX(x) =

∑n
i=1 xi íà ìíîæåñòâå Sol = X = {0, 1}n. Â êà÷åñòâå

ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè åñòåñòâåííî âûáðàòü Φ(x) ≡ ONEMAX(x).
Â ñèñòåìå îêðåñòíîñòåé, ïîðîæäåííîé ìåòðèêîé Õýììèíãà ðàäèóñà 1, òî÷-
êà (1, 1, ..., 1) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëîêàëüíûì îïòèìóìîì, à çíà÷èò è ãëî-
áàëüíûì.

Ïóñòü â ÃÀ c òóðíèðíîé ñåëåêöèåé èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîðû ìóòàöèè è
ñêðåùèâàíèÿ èç ÊÃÀ ïðè Pm = 1/n è ïðè êîíñòàíòíîé âåðîÿòíîñòè Pc < 1.
Êàê ñëåäóåò èç óïðàæíåíèÿ 2.5.1, äëÿ ëþáîãî x ∈ Sol è ëþáîãî y ∈ N (x)
âûïîëíåíî P{Mut∗(x) = y} ≥ 1/(een) =: L. Ïî òåîðåìå 2.5.1 çàêëþ÷àåì, ÷òî
ïðè s ≥ rλ, êîíñòàíòíîì r > 0, è

λ =

⌈
2een(1 + lnn)

ε(1− 1/e2r)

⌉
,

ÃÀ âïåðâûå ïîñåùàåò îïòèìóì â ñðåäíåì íå ïîçäíåå, ÷åì çà en ïîêîëåíèé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ÷èñëî îáðàùåíèé ê ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè çà âðåìÿ
ðàáîòû ÃÀ äî ïåðâîãî ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Âåëè÷èíó E[T ] â
àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî íàçûâàòü runtime.

Ñëåäñòâèå 2.5.1. Ïóñòü â ÃÀ c òóðíèðíîé ñåëåêöèåé èñïîëüçóåòñÿ îïå-
ðàòîðû ìóòàöèè è ñêðåùèâàíèÿ èç ÊÃÀ ïðè Pm = 1/n è ïðè êîíñòàíò-
íîé âåðîÿòíîñòè Pc < 1, òîãäà ïðè s ≥ rλ, êîíñòàíòíîì r > 0, è

λ =
⌈
2een(1+lnn)
ε(1−1/e2r)

⌉
, äëÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè ONEMAX(x) èìååì

E[T ] = O(n2 lnn).

Äëÿ ñðàâíåíèÿ: ëîêàëüíûé ïîèñê ñ îêðåñòíîñòüþ åäèíè÷íîãî ðàäèóñà
Õýììèíãà ïîëó÷àåò îïòèìóì â ýòîé çàäà÷å ïîñëå ïðîñìîòðà O(n2) ïðîáíûõ
ðåøåíèé.

Óïðàæíåíèå 2.5.2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàâíîìåðíîãî êðîñ-
ñèíãîâåðà ñ Pc = 1 â ñëó÷àå çàäà÷è ONEMAX êîððåêòíî ïîëàãàòü ε = 0.5.



Ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûå çàäà÷è èç êëàññà NPO. Çàäà÷à êîì-
áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè èç êëàññà NPO íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè-
÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì îò |I|, îãðàíè÷èâàþùèé çíà÷åíèÿ fI(x),
x ∈ Sol(I). Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà òóðíèðíîé ñåëåêöèè òðåáóåò âðåìå-
íè O(s) = O(λ). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2.5.2. Åñëè Sol(I) = {0, 1}n(I) è ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû:

1. çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè Π = (Inst, Sol, fI),

2. òðóäîåìêîñòè îïåðàòîðîâ Mut è Cross,

3. à òàêæå ôóíêöèÿ 1/L(I),

òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ GA è ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè
ëîêàëüíûé îïòèìóì âïåðâûå äîñòèãàåòñÿ â ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëüíî îãðà-
íè÷åííîå âðåìÿ.

Åñëè ñåìåéñòâî îêðåñòíîñòåé N (ξ) ïîðîæäåíî ìåòðèêîé Õýììèíãà ñ
êîíñòàíòíûì ðàäèóñîì îêðåñòíîñòè, òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ìóòàöèè Mut(ξ),
âû÷èñëèìûé çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ è îñóùåñòâëÿþùèé ðàâ-
íîâåðîÿòíûé âûáîð îñîáåé-ïîòîìêîâ èç ìíîæåñòâà N (ξ) ïðè çàäàííîì ξ. Òî-
ãäà 1/L òàêæå îãðàíè÷åíà ñâåðõó íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò |I|. Òàêèì îáðà-
çîì, òåîðåìà 2.5.2 ïðèìåíèìà êî ìíîãèì èçâåñòíûì ñèñòåìàì îêðåñòíîñòåé
äëÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå íå ó÷èòûâàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ
êðîññèíãîâåðà ïðèñïîñîáëåííîñòü ïîòîìêîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ âûøå ïðèñïî-
ñîáëåííîñòè ðîäèòåëåé. Óëó÷øåíèå èçâåñòíûõ òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ ÃÀ
çà ñ÷åò òàêîé âîçìîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, êîòîðóþ ïîêà
óäàëîñü ðåøèòü òîëüêî äëÿ íåñêîëüêèõ íåáîëüøèõ êëàññîâ çàäà÷ äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè. Ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîãóò áûòü íàéäåíû
â [39,43].
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3. Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû

3.1. Îáùèé âèä îïðàòîðîâ

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé ìíîæåñòâî
âñåõ ãåíîòèïîâ ïîïóëÿöèè Π, ò.å. ãåíîôîíä ïîïóëÿöèè. Çàïèøåì åãî êàê
Π̂ = ∪λ

i=1{ξi}. Â îáùåì ñëó÷àå ðàáîòà ÝÀ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ îïå-
ðàòîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñëåäóþùèå ðàíäîìèçèðîâàííûå ïðîöåäóðû,
ò.å. ïðîãðàììû äëÿ âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíû Òüþðèíãà � ñì., íàïðèìåð, [16],
ãë. 3.

• Íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ Π0 = Init ñòðîèòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ïîìî-
ùüþ ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðîöåäóðû Init.

• Îïåðàòîðîì ñåëåêöèè Select : Bλ → Bλ′
èçâëåêàåòñÿ λ′ êîïèé ãåíîòèïîâ

ðîäèòåëåé èç òåêóùåé ïîïóëÿöèè, êîòîðûå ïîìåùàþòñÿ â ïðîìåæóòî÷-

íóþ ïîïóëÿöèþ Π′ = Select (Πt), ïðè÷åì Π̂′ ⊆ Π̂t.

• Äåéñòâèåì îïåðàòîðà âàðèàöèè V ariate : Bλ′ → Bλ′′
âíîñÿòñÿ íåêî-

òîðûå ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ â ãåíîòèïû, ïîëó÷åííûå îò ðîäèòåëüñêèõ
îñîáåé. Òàêèì îáðàçîì ñîçäàþòñÿ λ′′ ãåíîòèïîâ-ïîòîìêîâ, ñîñòàâëÿþ-
ùèõ ïîïóëÿöèþ Π′′. (Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ÊÃÀ λ′′ = λ′ = λ, è äåéñòâèå
äàííîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè ñêðåùèâà-
íèÿ è ìóòàöèè.)

• Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà âûæèâàíèÿ Survive : Bλ ×Bλ′′ → Bλ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ãåíîòèïû èç ïîïóëÿöèè Πt è èõ ïîòîìêè èç Π′′, êîòîðûå áóäóò äî-

áàâëÿòüñÿ â î÷åðåäíóþ ïîïóëÿöèþ Πt+1, ò.å. ̂Survive (Πt,Π′′) ⊆ Π̂t∪ Π̂′′.

Ðàáîòà ÝÀ íà÷èíàåòñÿ ñî ñëó÷àéíîé íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè Π0 = Init è
ïðîäîëæàåòñÿ èòåðàöèÿìè ñëó÷àéíîãî îòîáðàæåíèÿ

Πt+1 = Survive
(
Πt, V ariate

(
Select

(
Πt
)))

,

ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî íåêîòîðîå óñëîâèå îñòàíîâêè. Ðàáîòà çàêàí÷èâàåòñÿ
âûâîäîì â êà÷åñòâå îòâåòà ëó÷øåãî íàéäåííîãî ðåøåíèÿ x(ξ̃), ãäå

ξ̃ = arg max {f(x(ξi,τ)) : τ = 0, ...t, i = 1, ..., λ}.

Óñëîâèå îñòàíîâêè ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíèåì ïî îáùåìó ÷èñëó èòå-
ðàöèé, ëèáî ïî ÷èñëó èòåðàöèé áåç óëó÷øåíèÿ ðåêîðäà öåëåâîé ôóíêöèè



f(x(ξ̃)). Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìîæíî çàðàíåå îïðåäåëèòü òðåáóåìîå çíà÷å-
íèå öåëåâîé ôóíêöèè, ïî äîñòèæåíèþ êîòîðîãî àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.
Êàê ïðàâèëî, â äàëüíåéøåì ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè àëãîðèòìîâ äëÿ
óäîáñòâà áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèå îñòàíîâêè íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ.1

Î÷åâèäíî, âñÿêèé ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàí íà âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíå Òüþðèíãà.

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà âûõîäå ïðîöåäóð Select, V ariate,
Survive äîëæíî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿ âõîäíûìè äàííûìè ðåøàåìîé çàäà-
÷è (êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííîé) è îäíîé èëè äâóìÿ ïîïóëÿöèÿìè-
àðãóìåíòàìè, ïîäàííûìè íà âõîä ïðîöåäóðû. Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî
ìàðêîâñêèå ñâîéñòâà óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ôîðìàëè-
çîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ÏóñòüM � âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, ðåàëèçóþùàÿ äàííûé ÝÀ,
è Θ îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ïðîõîäèò ìàøèíà M
äî ïðèìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà Select, V ariate èëè Survive.

Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü äåòåðìèíèðîâàííûå ïîïóëÿöèè èëè ðåàëèçàöèè
ñëó÷àéíûõ ïîïóëÿöèé áóêâîé π, à ïîïóëÿöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ñëó÷àéíûìè âå-
ëè÷èíàìè � êàê è ïðåæäå, çàãëàâíûìè áóêâàìè Π (íàïðèìåð, äëÿ ðåàëèçà-
öèè Πt áóäåì èñïîëüçîâàòü πt). Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ äðóãèìè ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè è èõ ðåàëèçàöèÿìè (ξ,Ξ; Θ, θ è ò.ä.). Òîãäà ìàðêîâñêèå ñâîéñòâà
îïåðàòîðîâ ÝÀ ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Äëÿ ëþáûõ π′ ∈ Bλ′
, π ∈ Bλ, t ≥ 0 è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòî-

ÿíèé θ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

P {π′ = Select(π)} = P {π′ = Select(π)|Θ = θ} . (3.1)

• Äëÿ ëþáûõ π′′ ∈ Bλ′′
, π′ ∈ Bλ′

, π ∈ Bλ, t ≥ 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè θ,
íà øàãå t âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

P {π′′ = V ariate(π′)} = (3.2)

P
{
π′′ = V ariate(π′)| Πt = π & Θ = θ

}
.

• Äëÿ ëþáûõ π ∈ Bλ, π′′ ∈ Bλ′′
, π′ ∈ Bλ′

, πt+1 ∈ Bλ, t ≥ 0 è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè θ íà øàãå t, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

P
{
πt+1 = Survive(π, π′′)

}
= (3.3)

P
{
πt+1 = Survive(π, π′′)|Πt = π & Π′′ = π′′ & Π′ = π′ & Θ = θ

}
.

Î÷åâèäíî, ÊÃÀ è âñå ðàññìîòðåííûå ðàíåå åãî ìîäèôèêàöèè ñîîòâåò-
ñòâóþò ïðèâåäåííîé îáùåé ñõåìå ÝÀ, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïåðàòîðû îá-
ëàäàþò ìàðêîâñêèìè ñâîéñòâàìè.

1Îäíàêî, ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãîêðàòíûé íåçàâèñèìûé ïåðåçàïóñê àëãîðèòìà çà÷àñòóþ ïîç-

âîëÿåò çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü ðåçóëüòàòû ïðè òîì æå îáùåì âðåìåíè âû÷èñëåíèé.



3.2. Ýâîëþöèîííûå ñòðàòåãèè (µ, λ)-ES è (µ+ λ)-ES

Îäèí èç ïåðâûõ âàðèàíòîâ ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèè (1+1)-ES áûë ïðåä-
ëîæåí Ë.À. Ðàñòðèãèíûì [20], ãë. 2, ãäå ýòîò àëãîðèòì áûë íàçâàí ëîêàëüíûì
ïîèñêîì ñ ïåðåñ÷åòîì ïðè íåóäà÷íîì øàãå. È. Ðå÷åíáåðã [71] ñôîðìóëèðî-
âàë áîëåå îáùèå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû ýâîëþöèîííûõ ñòðàòåãèé, êîòîðûå è
ïðèâîäÿòñÿ íèæå.

Ïðåæäå, ÷åì äàòü îïèñàíèå àëãîðèòìîâ, îïðåäåëèì îäèí âñïîìîãàòåëü-
íûé îïåðàòîð. Ïóñòü îïåðàòîð sµ èç äàííîé íà âõîä ïîïóëÿöèè ãåíîòèïîâ
(÷èñëåííîñòüþ íå ìåíåå µ) âûáèðàåò áåç ïîâòîðåíèé µ îñîáåé ñ íàèáîëüøåé
ïðèñïîñîáëåííîñòüþ è âîçâðàùàåò ïîïóëÿöèþ èç íèõ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëåííîñòü âõîäíîé ïîïóëÿöèè ðàâíà λ, òî äàííûé
îïåðàòîð ðåàëèçóåò óæå ðàññìîòðåííóþ ðàíåå (µ, λ)-ñåëåêöèþ.

Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìîâ (µ, λ)-ES è (µ+ λ)-ES
1. Ïîñòðîèòü Π(0) := (ξ1,0, . . . , ξµ,0), ïîëîæèòü t := 0.
2. Ïîêà íå âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâêè, âûïîëíÿòü:

2.1 Äëÿ i := 1 äî λ âûïîëíÿòü 2.1.1, 2.1.2:
2.1.1 Âûáðàòü ui ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì èç {1, 2, . . . , µ}.
2.1.2 Ïîëîæèòü ηi := Mut(ξui,t).

2.2 ÏîëîæèòüΠt+1 :=

{
sµ(η

1, . . . , ηλ) â àëãîðèòìå (µ, λ)-ES
sµ(ξ

1,t, . . . , ξµ,t, η1, . . . , ηλ) â àëãîðèòìå (µ+ λ)-ES.
2.3 t := t+ 1.

3. Ðåçóëüòàò � íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûé èç íàéäåííûõ ãåíîòèïîâ ξ̃.

Ýâîëþöèîííûå ñòðàòåãèè èçíà÷àëüíî áûëè ïðåäëîæåíû äëÿ çàäà÷
íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè, ãäåX ⊆ lRn èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Â òàêèõ
çàäà÷àõ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîðû ìóòàöèè Mutσ ñ íîðìàëüíî ðàñïðå-
äåëåííûì ñëó÷àéíûì øàãîì:

Mutσ(ξ) = x−1(x(ξ) + Z),

ãäå Z = (Z1, ..., Zn) è Zi, i = 1, ..., n � íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåí-
íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì σ (ýòî íàñòðàèâàåìûé
ïàðàìåòð àëãîðèòìà) è íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåò-
ñÿ îïåðàòîð ìóòàöèè èç ÊÃÀ. Â òàêîì ñëó÷àå àëãîðèòìû îáîçíà÷àþòñÿ êàê
(µ, λ)-EA, (µ+ λ)-EA, ñîîòâåòñòâåííî.



3.3. Ñõîäèìîñòü ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè îò ôåíîòèïà ëó÷øåé îñîáè
íà ïîêîëåíèè t:

Ft = max{f(x(Ξ1,t)), f(x(Ξ2,t)), ..., f(x(Ξλ,t))}.

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîïóëÿöèÿ ÝÀ ñõîäèòñÿ ê
îïòèìóìó â çàäà÷å (1) ïî÷òè íàâåðíîå, åñëè Ft → f ∗ ïî÷òè íàâåðíîå (ï.í.)
ïðè t → ∞.

Äëÿ çàäà÷è (1.3) ñõîäèìîñòü ïîïóëÿöèè ÝÀ ê îïòèìóìó ï.í. îïðåäåëÿ-
åòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü B∗ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ãåíîòèïîâ. Ïî àíàëîãèè
ñ [79], ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ ÝÀ,
êîòîðûå ïîçâîëÿò â äàëüíåéøåì äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ê îïòèìóìó äëÿ ïîïó-
ëÿöèè ÝÀ.

Îïðåäåëåíèå 3.3.2.

A1. Äëÿ îïåðàòîðà Select ñóùåñòâóåò òàêîå ϵ1 > 0, ÷òî ïðè ëþáûõ

πt ∈ Bλ, ξ ∈ π̂t, t ≥ 0

P{ξ ∈ Ŝelect(πt)} ≥ ϵ1.

A2. Äëÿ îïåðàòîðà âàðèàöèè V ariate ñóùåñòâóåò ϵ2 > 0, òàêîå
÷òî äëÿ ëþáûõ ξ ∈ B, t ≥ 0 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåíîòèïîâ
η0, η1, ..., ηk(ξ), ãäå η0 = ξ, ηk(ξ) ∈ B∗ è ïðè âñåõ i = 0, ..., k − 1 èìååì

P{ηi+1 ∈ ̂V ariate(π′)} ≥ ϵ2 ∀ π′ : ηi ∈ π̂′.

A3. Äëÿ îïåðàòîðà âûæèâàíèÿ Survive ñóùåñòâóåò ϵ3 > 0, òàêîå ÷òî
ïðè ëþáîì t ≥ 0

P{ξ ∈ ̂Survive(πt, π′′)} ≥ ϵ3 ∀ πt ∈ Bλ, π′′ ∈ Bλ′′
: ξ ∈ π̂′′.

A4. Äëÿ îïåðàòîðà âûæèâàíèÿ Survive ïðè ëþáûõ πt, π′′, t ≥ 0 âûïîë-
íÿåòñÿ

max{f(x(ξ)) : ξ ∈ ̂Survive(πt, π′′)} ≥ max{f(x(ξ)) : ξ ∈ π̂t ∪ π̂′′}.

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ìàðêîâñêèõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ ÝÀ äàííîå îïðåäå-
ëåíèå êîððåêòíî, ò.ê. èñïîëüçóåìûå â íåì âåðîÿòíîñòè íå çàâèñÿò îò ïðåäûñ-
òîðèè ðàáîòû àëãîðèòìà äî âûçîâà óêàçàííîãî îïåðàòîðà, åñëè èçâåñòíû âñå
àðãóìåíòû íà âõîäå îïåðàòîðà.



Óòâåðæäåíèå 3.3.1. (îá óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòÿõ) Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé
A,A′, A′′

P{A & A′|A′′} = P{A|A′ & A′′}P{A′|A′′},
åñëè ýòè óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåíû.

Äîêàçûâàåòñÿ òðåõêðàòíûì ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû èç îïðåäåëåíèÿ
óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 3.3.2. (ôîðìóëà ïîëíîé óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè) Äëÿ ëþáûõ
ñîáûòèé A,A′ è àëüòåðíàòèâ A1, ..., Ak òàêèõ, ÷òî Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j è
A′ = ∪k

i=1Ai, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

P{A|A′} =
k∑

i=1

P{A|Ai}P{Ai|A′},

åñëè ýòè óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P{A|A′} =
P{A & A′}/P{A′} ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïðåäñòàâèìà â âè-
äå

P{A|A′} =
P{A & A′}

P{A′}
=

k∑
i=1

P{A & A′ & Ai}
P{A′}

=
k∑

i=1

P{A|A′ & Ai}P{A′ & Ai}
P{A′}

.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè è òåì, ÷òî A′ & Ai = Ai äëÿ
âñåõ i = 1, .., k, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó ðàâåíñòâó. □

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû èçâåñòíà èç
êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [5], ãë. 2, �1).

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü {An} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ èç ñèãìà-
àëãåáðû ñîáûòèé, An+1 ⊂ An ∀n, òîãäà

lim
n→∞

P (An) = P (∩∞
n=1An).

Ïðè êîäèðîâêå ðåøåíèé çàäà÷è (1.1) îïòèìóì ìîæåò íå áûòü ïðåäñòàâ-
ëåí â ïðîñòðàíñòâå ãåíîòèïîâ. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå òàêàÿ ñèòóàöèÿ èñêëþ-
÷àåòñÿ ïðåäïîëîæåíèåì î òîì, ÷òî B∗ ̸= ∅.

Òåîðåìà 3.3.2. Î ñõîäèìîñòè ÝÀ (Àéáåí, Ààðòñ, âàí Õè, 1989) [46, 79].
Ïóñòü B∗ ̸= ∅ è óñëîâèå îñòàíîâêè íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà



1. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé A1 −A3 èìååì

P{∃t : Π̂t ∩B∗ ̸= ∅} = 1, (3.4)

ò.å. â ÝÀ îïòèìàëüíûé ãåíîòèï ïîðîæäàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà çà
êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.

2. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé A1 − A4 ïîïóëÿöèÿ ÝÀ ñõîäèòñÿ ê
îïòèìóìó ïî÷òè íàâåðíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Ðàññìîòðèì ïîïóëÿöèþ Π0 êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Êàê áóäåò âèäíî

â äàëüíåéøåì, âìåñòî Π0 ìîæíî áûëî áû âçÿòü ïîïóëÿöèþ Πt íà ëþáîé äðó-
ãîé èòåðàöèè � ýòî òîëüêî óñëîæíèëî áû îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü π0 � íåêîòîðàÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ (íå ñëó÷àéíàÿ) ïîïóëÿöèÿ è ξ1 � ïåðâûé åå ãåíîòèï.

Ïóñòü k(ξ1) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ïóòè η0 = ξ1, η1, ..., ηk(ξ
1) îò ãåíîòèïà ξ1

äîB∗ èç óñëîâèÿA2 äëÿ îïåðàòîðà âàðèàöèè, è ïóñòü k
∗ = max{k(ξ) : ξ ∈ B}.

Î÷åâèäíî, k∗ êîíå÷íî, ò.ê. B êîíå÷íî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(ξ1, i) ñîáûòèå {η0 ∈ Π̂0, η1 ∈ Π̂1, ..., ηi ∈ Π̂i}. Ðàñ-
ñìîòðèì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü p(i) = P{ηi+1 ∈ Π̂i+1|U(ξ1, i) & Π0 = π0} ïðè
íàëè÷èè ãåíîòèïîâ ηj ∈ Π̂j íà âñåõ èòåðàöèÿõ j îò 0 äî i−òîé âêëþ÷èòåëüíî,
ïîëó÷èòü â íîâîé ïîïóëÿöèè Πi+1 ñëåäóþùèé ãåíîòèï ηi+1. Çäåñü i ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ îò 0 äî k(ξ1)− 1. Ïîêàæåì, ÷òî p(i) > 0.

Ñ ó÷åòîì Óòâåðæäåíèÿ 3.3.1, p(i) îöåíèâàåòñÿ ñíèçó

p(i) ≥ P{ηi+1 ∈ Π̂i+1 & ηi+1 ∈ Π̂′′ & ηi ∈ Π̂′|U(ξ1, i) & Π0 = π0} =

= psurv · psel & var, (3.5)

ãäå psurv îáîçíà÷àåò óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü

P{ηi+1 ∈ Π̂i+1|ηi+1 ∈ Π̂′′ & ηi ∈ Π̂′ & U(ξ1, i) & Π0 = π0},

à psel & var îáîçíà÷àåò óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü

P{ηi+1 ∈ Π̂′′ & ηi ∈ Π̂′|U(ξ1, i) & Π0 = π0}.

Ïî Óòâåðæäåíèþ 3.3.1,

psel & var = P{ηi+1 ∈ Π̂′′|ηi ∈ Π̂′ & U(ξ1, i) & Π0 = π0}·

·P{ηi ∈ Π̂′|U(ξ1, i) & Π0 = π0}. (3.6)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü ïîëîæèòåëåí. Çàìåòèì, ÷òî ïî
óòâåðæäåíèþ 3.3.2

P{ηi ∈ Π̂′|U(ξ1, i) & Π0 = π0} =



=
∑

π: ηi ∈π̂

P{ηi ∈ ̂Select(Πi)|Πi = π}P{Πi = π|U(ξ1, i) & Π0 = π0} ≥

≥ ϵ1 ·
∑

π : ηi∈π̂

P{Πi = π|U(ξ1, i) & Π0 = π0} =

= ϵ1 ·
∑

π : ηi∈π̂

P{Πi = π & U(ξ1, i) & Π0 = π0}
P{U(ξ1, i) & Π0 = π0}

= ϵ1.

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ òîëüêî ïî òåì π, êîòîðûå ñîäåðæàò ηi ââèäó
òîãî, ÷òî îïåðàòîð ñåëåêöèè ìîæåò ïîñòðîèòü ïîïóëÿöèþ ñ ηi òîëüêî åñëè
îñîáü ηi èìåëàñü âî âõîäíîé ïîïóëÿöèè. Èòàê, ïîëîæèòåëüíîñòü ïîñëåäíåãî
ñîìíîæèòåëÿ â (3.6) äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 3.3.2 è óñëîâèå A2 äëÿ

âàðèàöèè, ïîëó÷àåì P{ηi+1 ∈ Π̂′′|ηi ∈ Π̂′ & U(ξ1, i) & Π0 = π0} ≥ ϵ2. Ñëåäî-
âàòåëüíî, psel & var ≥ ϵ2ϵ1.

Èç óñëîâèÿ A3 è óòâåðæäåíèÿ 3.3.2 òàêæå âûòåêàåò, ÷òî psurv ≥ ϵ3.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà δ =
ϵ1ϵ2ϵ3, òàêàÿ ÷òî 0 < δ < p(i).

Äàëåå, ïóñòü p∗(π0) áóäåò óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðè Π0 = π0 ïîïàñòü
â B∗ íà èòåðàöèè k(ξ1), ñëåäóÿ çà öåïî÷êîé ãåíîòèïîâ èç óñëîâèÿ A2 äëÿ

âàðèàöèè: η0 = ξ1, η1 ∈ Π̂1, η2 ∈ Π̂2, ..., ηk(ξ
1) ∈ Π̂k(ξ1) ∩B∗.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ëåììå 2.5.3 äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A0, A1, ..., An,

P{A0&A1&...&An} = P{A0}
n−1∏
i=0

P{Ai+1|A0&A1&...&Ai}.

Òàêèì îáðàçîì,

p∗(π0) =

k(ξ1)−1∏
i=0

P{ηi+1 ∈ Π̂i+1|U(ξ1, i) & Π0 = π0}. (3.7)

Îöåíèâàÿ p∗(π0) ñ ïîìîùüþ δ, èìååì: p∗(π0) ≥ δk(ξ
1). Ïóñòü ∆ = δk

∗
.

Òîãäà minπ0∈Bλ p∗(π0) ≥ ∆, è

max
π0∈Bλ

P{Ft < f ∗, t = 0, ..., k(ξ1)|Π0 = π0} ≤ max
π0∈Bλ

(1− p∗(π0)) ≤ 1−∆ < 1.

(3.8)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(ϑ) ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â îòñóòñòâèè îïòèìàëü-

íûõ ãåíîòèïîâ äî èòåðàöèè ϑ âêëþ÷èòåëüíî. Ñ ó÷åòîì ëåììû 2.5.3,
ìàðêîâîñòè îïåðàòîðîâ ÝÀ è ôîðìóëû (3.8), äëÿ ëþáîãî s èìååì
P{A(s · (k∗ + 1))} ≤ P{A((s − 1)(k∗ + 1))}(1 − ∆), îòêóäà ïî èíäóêöèè çà-
êëþ÷àåì, ÷òî

P{A(ϑ)} ≤ (1−∆)⌊ϑ/(k
∗+1)⌋.



Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 3.3.1 î íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
ïîëó÷àåì:

P{Π̂t ∩B∗ = ∅ ∀t} = P

{ ∞⋂
ϑ=0

A(ϑ)

}
=

= lim
ϑ→∞

P {A(ϑ)} ≤ lim
ϑ→∞

(1−∆)⌊ϑ/(k
∗+1)⌋ = 0.

2. Â ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáûõ π, π′′

max{f(x(ξ)) : ξ ∈ ̂Survive (π, π′′)} ≥ max{f(x(ξ)) : ξ ∈ π̂ ∪ π̂′′},

ïîñëå îáíàðóæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ãåíîòèïà, â êàæäîé ïîïóëÿöèè Πt áóäåò
ïðèñóòñòâîâàòü òàêîé ãåíîòèï, è çíà÷èò, ïîðîæäåíèå îïòèìóìà çà êîíå÷íîå
÷èñëî èòåðàöèé îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ïîïóëÿöèè ÝÀ ê îïòèìóìó ï.í. □

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. Îïåðàòîð âàðèàöèè V ariate(Π′) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ A′

2, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ϵ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ Π′ ∈ Bλ′
, η ∈ B è

t ≥ 0

P{η ∈ ̂V ariate(Π′)} ≥ ϵ.

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Ïóñòü B∗ ̸= ∅ è êðèòåðèé îñòàíîâêè íèêîãäà íå âûïîë-
íÿåòñÿ. Òîãäà ïðè óñëîâèÿõ A′

2 è A4 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïîïóëÿöèè
ÝÀ ê îïòèìóìó ïî÷òè íàâåðíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ï.1 òåîðåìû 3.3.2, ò.ê., ïîëàãàÿ k(ξ1) = 1,
ââèäó A′

2 èìååì δ > 0 äëÿ ëþáîé π0 ∈ Bλ.

Ïðèìåðû. Ïðåäïîëîæåíèå B∗ ̸= ∅ áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì.

1. ÊÃÀ ïðè 0 < pm < 1 îáëàäàåò îïåðàòîðîì âàðèàöèè ñî ñâîéñòâîì
A′

2, ò.ê. ïðè ìóòàöèè èç ëþáîãî ãåíîòèïà ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí ëþáîé ãåíîòèï.

2. Åñëè â ÊÃÀ pm = 0 èëè pm = 1, òî îïåðàòîð âàðèàöèè ÊÃÀ íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A2, è ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû íà÷àëüíûõ ïîïó-
ëÿöèé, íà÷èíàÿ ñ êîòîðûõ ÊÃÀ íå ñìîæåò íèêîãäà íàéòè íåêîòîðûå ðåøåíèÿ.

3. Åñëè â ÊÃÀ îïåðàòîð ìóòàöèè çàìåíèòü íà îäíîòî÷å÷íóþ ìóòàöèþ
â ñëó÷àéíî âûáðàííîì ãåíå (ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì), òî îïåðàòîð
âàðèàöèè áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ A2 è áóäåò ïðèìåíèì ï.1 òåîðåìû î
ñõîäèìîñòè ÝÀ.

4. Ê ÊÃÀ íåïðèìåíèì ï.2 òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ÝÀ, ò.ê. îïåðà-
òîð âûæèâàíèÿ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A4 è îäíàæäû íàéäåííîå



îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîòåðÿíî. Îäíàêî, ýòî ñâîéñòâî ìîæåò
áûòü äîñòàòî÷íî ëåãêî îáåñïå÷åíî, íàïðèìåð, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ÃÀ ñ ýëèòîé.

5. Ïîïóëÿöèÿ (µ+λ)-ES èëè (µ+λ)-EA ñ îïåðàòîðîì ìóòàöèè, êîòîðûé
âûäàåò ãåíîòèï èç B∗ ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ (íàïðèìåð, ïðè ìóòàöèè ñ
íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûì øàãîì), ñõîäèòñÿ ê îïòèìóìó ïî÷òè íàâåðíîå,
ââèäó çàìå÷àíèÿ 3.3.1.

Çàìå÷àíèå 3.3.2. Ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè, ïîëó÷åííûå â ïîñëåäíåé òåîðåìå
(õîòÿ áû â ñìûñëå ï.1, êàê â ÊÃÀ), ÿâëÿþòñÿ æåëàòåëüíûìè äëÿ âñÿêîãî
ÝÀ. Îäíàêî, äàæå íàëè÷èå òàêîé ñõîäèìîñòè íå äàåò ãàðàíòèè ¾íàäåæ-
íîé ðàáîòû¿ àëãîðèòìà, ò.ê. íà ïðàêòèêå ÷èñëî âûïîëíÿåìûõ èòåðàöèé
çà ðåàëüíîå âðåìÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì ìàëî, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü
ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà ïðèáëèçèëàñü ê 1.

Êàê âèäíî èç ïðèìåðà 5, äàæå ñàìûé ïðèìèòèâíûé àëãîðèòì (1+1)-EA
ñ îïåðàòîðîì ìóòàöèè, èìåþùèì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå
ãåíîòèïîâ, îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ñõîäèìîñòè â ñìûñëå òåîðåìû 3.3.2.
Íàêîíåö, äåòåðìèíèðîâàííûé ïîëíûé ïåðåáîð ãåíîòèïîâ âñåãäà çà êîíå÷íîå
âðåìÿ íàõîäèò ëó÷øèé ãåíîòèï, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ìåòîäîì (êàê
äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì).

Èç çàìå÷àíèÿ 3.3.2 âûòåêàåò íåîáõîäèìîñòü áîëåå äåòàëüíîãî èññëåäî-
âàíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÝÀ ê îïòèìóìó èëè âðåìåíè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ
îïòèìóìà ñ ó÷åòîì äðóãèõ ñâîéñòâ çàäà÷è, íàïðèìåð, êàê â ñëåäñòâèè 2.5.1.

3.4. Àëãîðèòìû ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Àëãîðèòìû ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÃÏ) áûëè ïðåäëîæåíû
Í.Ë.Êðàìåðîì [35] è ðàçâèòû äàëåå â ðàáîòàõ Äæ. Êîçû [60] è äðóãèõ àâ-
òîðîâ. Èäåÿ ÃÏ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â îòëè÷èå îò ÃÀ, çäåñü âñå îïåðà-
öèè ïðîèçâîäÿòñÿ íå íàä ñòðîêàìè, à íàä äåðåâüÿìè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ
îïåðàòîðû, àíàëîãè÷íûå ñåëåêöèè, ñêðåùèâàíèþ è ìóòàöèè ÃÀ. Ñ ïîìîùüþ
äåðåâüåâ ïðåäëàãàåòñÿ êîäèðîâàòü ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ è ìàòåìàòè÷åñêèå
ôîðìóëû - òàêèì îáðàçîì ìîæíî îðãàíèçîâàòü ýâîëþöèþ ïðîãðàììíîãî êî-
äà äëÿ ðåøåíèÿ ïðîãðàììèñòñêîé çàäà÷è èëè ïîèñê ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè â
àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ÃÏ ôåíîòèïîì ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììà, ïðåäñòàâëåí-
íàÿ êàê äåðåâî ñ òåðìèíàëüíûìè (ëèñòüÿ äåðåâà) è ôóíêöèîíàëüíûìè ýëå-
ìåíòàìè (âñå ïðî÷èå âåðøèíû). Òåðìèíàëüíûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþò êîí-
ñòàíòàì, äåéñòâèÿì è ôóíêöèÿì áåç àðãóìåíòîâ, à ôóíêöèîíàëüíûå - ôóíê-
öèÿì, èñïîëüçóþùèì àðãóìåíòû. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ x*3/5-1.
Òåðìèíàëüíûå ýëåìåíòû çäåñü: {x, 3, 5, 1}, ôóíêöèîíàëüíûå: {+, ∗, /}.



Ñõåìà ÃÏ àíàëîãè÷íà ñõåìå ÃÀ, îäíàêî îïåðàòîðû ñêðåùèâàíèÿ è ìó-
òàöèè èìåþò îòëè÷èÿ. Â îïåðàòîðå ñêðåùèâàíèÿ âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûå ïîä-
äåðåâüÿ ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ è ïðîèñõîäèò îáìåí.

Ïðè ïîñòðîåíèè íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè è â îïåðàòîðàõ âàðèàöèè óäåëÿ-
åòñÿ âíèìàíèå ãëóáèíå, øèðèíå è ñòðóêòóðå ôîðìèðóåìûõ äåðåâüåâ [60, 68].
Íàïðèìåð äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ÷ðåçìåðíîãî ðàçðàñòàíèÿ äåðåâà â âûñîòó
ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ â äåðåâå èëè ìàêñèìàëüíóþ åãî ãëóáèíó. Åñëè ïðè ñêðåùèâàíèè äâóõ äå-
ðåâüåâ îäèí èç ïîòîìêîâ íå óäîâëåòâîðÿåò òàêîìó îãðàíè÷åíèþ, âìåñòî íåãî
êîïèðóåòñÿ ðîäèòåëüñêîå äåðåâî.

Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà ìóòàöèè ñëó÷àéíî óäàëÿåòñÿ ÷àñòü äåðåâà è
âìåñòî íåå ãåíåðèðóåòñÿ íîâîå ïîääåðåâî ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ ìóòàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîìó èçìåíåíèþ òåðìèíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ (òîãäà äëÿ êàæäîãî òèïà ýëåìåíòîâ äîëæíî áûòü çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëÿþùåå ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ).

ÃÏ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ÃÀ ñ èçìåíÿþùåéñÿ
äëèíîé êîäèðîâêè è ñïåöèôè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè,
ïîýòîìó äëÿ íèõ ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó î ñõîäèìîñòè è äîêàçûâàòü àíà-
ëîãè òåîðåìû î ñõåìàõ.

Àëãîðèòìû ÃÏ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ íåëèíåé-
íûõ ìîäåëåé (ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, ôóíêöèé, àëãîðèòìîâ, ïðîãðàìì)
íà îñíîâå çàäàííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ, áà-
çîâûõ ôóíêöèé è îïåðàöèé (íàïðèìåð äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ óðîâíÿ âîäû â âî-
äîõðàíèëèùå). Òàêæå àëãîðèòìû ÃÏ ïðèìåíÿþòñÿ â ñèíòåçå ðåøàþùèõ äå-
ðåâüåâ è â íåêîòîðûõ äðóãèõ ìåòîäàõ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

Ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà ÃÏ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà îïåðà-
òîðà êðîññèíãîâåðà, ãäå ðîäèòåëüñêèå ðåøåíèÿ (äåðåâüÿ) îáìåíèâàþòñÿ ñâî-
èìè ïðèçíàêàìè. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè âàðèàíòàìè îïåðàòîðà êðîñ-
ñèíãîâåðà ÿâëÿþòñÿ îäíîòî÷å÷íûé êðîññèíãîâåð [42] è ðàâíîìåðíûé êðîññèí-
ãîâåð [68]. Ïðè îäíîòî÷å÷íîì êðîññèíãîâåðå â ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèÿõ âûáè-
ðàþòñÿ óçëû è îñóùåñòâëÿåòñÿ îáìåí ïîääåðåâüÿìè ñ êîðíåâûìè âåðøèíà-
ìè â âûáðàííûõ óçëàõ. Ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî
çíà÷åíèå êàæäîãî èç óçëîâ ïîòîìêà íàñëåäóåòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷å-
íèé â ðîäèòåëüñêèõ äåðåâüÿõ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ. Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå
âàðèàöèè óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ êðîññèíãîâåðà, ãäå ó÷èòûâàþòñÿ êîîðäèíà-
òû è çíà÷åíèÿ âåðøèí ïîääåðåâüåâ, èõ ðàçìåðû è äðóãèå ñâîéñòâà (ñì., íà-
ïðèìåð, [62,64]).
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